A_GERRA z GEOMETRIA ANALITYCZ2NA MATOOI4OS

PRZEKSZTALLAMNIE WOYRAZEN ALGERRACZNYCH, WZOR TSUUMIANOWY NEWTONA

). Uproscié¢ podane wyrazenia

() 2v3-V27; (b)Y (3v2—V6)(V3+3); (&) 3as-8a; () (V5-1)(V5+1);

11
45242 _3. y3—1‘ y2+y+1. 54—5‘ 6zt — 6y*
(Qx ( 9278 ) ) LQ y2_1y2+2y+17 (33 1 17 LAB 337—3/
PR
2. Usuna¢ niewymierno$ci z mianownika
1 3
W by = @ 25wy 2
243 V-2 25 + 312 V-5
2. Napisa¢ rozwiniecia poteg podanych dwumianéw
4 5
Y (v +2)% (Y (3z —4)3% (&) <x2 _ %) : &5 <p+ %) ‘
4. Wyznaczy¢ wspotczynnik rozwiniecia wystepujacy przy ¢
6 6
Y (b+4)° t=10 (Y (2p —3q)7, t=p*¢; ) <2x - %) (% + x) , t=a".
DZIALANIA NA MACIERZACH
<. Niech
14 -3 3 21 2 4 i
A:[63 0], B=|-2-35|, C=| 40|, D= NE F=[-7311].
1 00 -2 2 9

Wyznaczy¢, jesli jest to mozliwe, nastepujace macierze

A+C, %AT+%C, C —2A", AB, BA, BC + BA", B*, D'F, DF, F-5D, cC* —(cc™)T.

6.
(a) Obliczyé¢ AB — BA, jesli
R
(bY Podaé¢ przyklad dwoch réznych, niejednostkowych, niezerowych macierzy A, B stopnia 2
takich, ze AB = BA.

. Okresli¢ wymiar i wyznaczy¢ rzeczywista macierz X spelniajaca réwnanie macierzowe

123 2 2 2 2
—10 -3 T 69 T T T . . .
) [ 0 2 0} X0 = [4 5]? () (XA) = (A" +30) X", gdzie A jest macierza 3 x 3.



8. Niech
3 —4 3 4 -2 1
o ) B i B R

Obliczyé¢ iloczyn AB a nastepnie rozwiagza¢ rownanie X A = C' z niewiadoma X .

WYPZNACZNIKI, MACIERZE OTWROTNE

&. Wiadomo, ze

a b c
de f|=6
g h 1
Zmalez¢ wartosci wyznacznikow
g h i g d a 3a 3b 3c —3a b c—4b
(&) |a b c|; (Y [h e b|; ()| —d —e —f|; (| -3d e f—4e
de f i1 f ¢ 4g 4h 4 —3g h i—4h

10. Niech A bedzie rzeczywista macierza stopnia 7, ktérej wyznacznik wynosi 2. Ile wynosi wy-
znacznik macierzy 2A, —5A, A% —A3 (AT)??

Il. Napisa¢ rozwiniecie Laplace’a wzgledem podanych wierszy /kolumn (nie oblicza¢ podanych wy-

znacznikow)
1 -2 -3 11 1 g g _g :;
) 4 =5 6,1 kolumna; (bY|0 1 —2|,2 wiersz; (&) 124 0 8l 3. kolumna.
-7 8 9 T 6 —3 S0 0 -1
12. Obliczy¢ wyznaczniki podanych macierzy
3 5 —13 -8 —4 —-13—-X -8 —4
A—{711}; B = 12 7 4], C= 12 7-Xx 4 ;
24 16 7 24 16 7—X
1 0 2 3 4 1 3 0 b
-2 0 3 1 4 1 0 2 bh2222
D= : E = : F={|12 3 3 3
1 1 2 1 4 0 2 2
-1 0 5 1 01 2 2 L2344
1 2 3 4 5

13. Dla jakich wartosci parametréw rzeczywistych c, h, k, A ponizsze macierze sa odwracalne

. Bl 3 -1 &k ég‘fi
Ce) ; CRY [ 1 h =1 |; kY | 5 -2 3|; ) ?
¢ -1 11 h 1 0 -1 1123

0012

14. Wykorzystujac metode obliczania dopelnien algebraicznych wyznaczy¢ macierze odwrotne, jesli
istnieja, do podanych macierzy

0005 1111
1 2] 8_13_ 1 2] ;_(1)3 0040 |1222
347 |5 o 0 2al [y T g o3 ool |1233
200 0 1234



IS. Wykorzystujac metode bezwyznacznikowa (przeksztatceri elementarnych na wierszach) wyzna-
czy¢ macierze odwrotne, jesli istnieja, do podanych macierzy

2 2 1
3 73 3 1246 1111 1101
341 2 1 2 0120 1222 0111
12} 3 3 3| 2012 1233]" 1010
12 2 0002 1234 1101
3 3 3
6. Znalezé rozwigzania podanych réwnan macierzowych
-2 1 2 1 2 11 01
o [ )= (1] w 1] xaa)-[50]
1 3 0 0 -1 0 1 2
() (XT+50)t=1]0 -1 0f; AX=1[0 0 —-1| X+ 1|2 1];
2 2 1 0 0 O 3 3
—1 -1
25 5 2 13 13
@ (e [B1) -G e (- iE]) e

DKLATY ROWNAN LINIOWYCH

1. Korzystajac ze wzorow Cramera, jesli to mozliwe, wyznaczy¢ wskazane niewiadome z uktadow
rownan liniowych

T +2y+z2z=1 T4+ y + 2z =1
r+ 3y =2
(A3{5x+7z:6,w,y; BYJ2r—y —2=2,y; D]z +y =« , z
x +z=1 y + 2z =0
201+ 9 + 223 +3x4 = D Ty +2x9 4323 + 44 = 0
61’1+2;€2+4$3—|—8I4: 14 ) 51’2 +6£L‘3 + 7:13'4 =1
b T, tz = 90 T (8 vy + 10z, = 0 "0
1’2—31’3—4[E4:—4 121‘4 =1

18. Rozwiaza¢ podane uktady réwnan liniowych wykorzystujac metode eliminacji Gaussa

T+ Yy +224+ w=5

T —2=0 Tog — 223 =0
) 3r +y =1; (bY 2 + 3y = z—2w:2; (NS 21 — 229+ 23=0;
—r+y+z2=4 v+ 5y + 3z =7 1 — 4xy + b3 =0
or + Ty — 3w =4
2]31 + 31’2 - 2%3 + 4ZL’4 = 2 21’1 +3$2 — 2.T3 +4l’4:
[€)) dry + 619 — w3 + 2024 = 13 ; (&Y { —6x; — 8y + 6x3 — 224 = 1 .
—6x1 — 929 + Tx3 — 8xy = —3 4ry + 4xy — 43 — x4 = —7

19. Znalezé rozwigzanie ponizszego uktadu réwnan obliczajac macierz odwrotna do macierzy gtow-
nej a nastepnie wykorzystujac mnozenie macierzy

41’1 — 61’2 + 3 = 17
—r1 + 2(L’2 — X3 = —14 .
31‘1 — 51’2 + T3 = 23

Poda¢ dwa inne sposoby rozwiazania tego uktadu.

3



20. Dla jakich wartos$ci parametru A uktad réwnan

3r + 2y = \x
dr + dy Ay

ma rozwigzanie inne niz x =y = 07

2). Przedyskutowac ilos¢ rozwigzan uktadu réwnan w zaleznosci od parametru a € R

(4—a)r + 2y — z =1
-2z + (1—a)y + 22 = 2.
-z + 2y + d—a)z =1

22. Wykorzysta¢ metode eliminacji Gaussa do rozwigzania uktadu réwnan, ktorego macierz rozsze-
rzona ma postac

3 -6 -1 1/5
-1 2 2 3|3
6 —8 —3 —2|1

3-6-1 1i5 -1 2 2 33 -1 2 2 3} 3
1 2 2 33| &2t 3 61 15 %w?;"”% 4 1 4] 9
6 -8 —3 —2/1 6 -8 =3 2|1 7 L 0 4 -1 —4]-9
_ 5 5115 5 L1
wl'—>w1+%w2 L 0 2 5: 2 wi——1-wy 10 2 _5i_7
0 —4 1419
w3z w3 +wsa | w2,_>_lw2 O 1 _l _1| _Q
0 000 0] w 1
Stadd xr = —12_5—{—%1334‘51’4, Lo = —%+Zl1173+$4, T3, T4 € R.
LIC2RY 2ESPOLONE
23. Obliczy¢
CaY (=74 12i) — (3—61) + (1 + 2i); CbY (14 2i)(—2+3i)(1 —1);
) (141)(1 +i); ) (1-31)%
CQB 1109+i_5+(—i)13+(—i>_7; (Q i-i2-13---i2018;
1+i\"  /1-1\® 5+ 5i 20
(o) (1—1) +(1+i)’ ™ 3= T las )
ai 0] ai 017"
o 5 ] eser: @ |4 ] eserio.

24. 7nale7¢ rozwigzania ponizszych réwnan
(W 4+5i=2—-(1—-1); (b)Y |2|+2=3+4i; () 22=—i; (&) B+i)z =2iz;




2S. Korzystajac m.in. z interpretacji geometrycznej modutu liczby zespolonej opisac i zaznaczy¢ na
plaszczyznie zespolonej nastepujace zbiory spetniajace ponizsze warunki

) |z —2|=3; by |2z +i| < 2 () |z —142i| > 3; (A |z+2]=|z—5+i;
() [2iz+4] <8 (D O0<Re(iz) <1; (g —1<Im(z+5)<1; (A Re(z:f):o.

26. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej/wykladniczej liczby zespolone

V3.
PR

i

(&) sina+icosa, a€R; (@)) o

. 1
(A —4i; @'Y 5
271. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczy¢

(1-9)"°(WV3+1)°
(=1 —iv3)10

Ca) (2v/3 —2i)*; Y (1+1)2 +(1—1)*; () (1 —1i)7%; &)

Wynik podaé¢ w postaci algebraicznej.
28. Przedstawié na plaszczyznie zespolonej zbiory spelniajace ponizsze warunki na argument gtéwny

(A arg(—1+i)<argz < arg(1—1i); (b) % Larg(2®) <m; ()arg(3rm) < |242| < V8 -arg(i) ;

T
3T . . s 4 2m
(@)) 7<a1rg(—1z)<27r; () arg(z—3+21)zg; €S arg(z):? A |lz—2]<2.

29. Znale7¢ i zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolonej pierwiastki

) V—27; Cb)V/32i; CVV3 +i; (ENVE
9
(e) VIF1: @i (5-2) (/T 17 WY/~ %)

20. W zbiorze liczb zespolonych rozwigza¢ réwnania
(A 224+42+13=0; (BY22—(B3+1)2+4+3i=0; ()2*-8i=0; (d)22+322+32+1=1;
() i+ (1+2)z2+1=0; (O 22'-22+4=0; (,33 ef =1, CRY 28 — (1 +i)22 +i=0.
WIELOMIANY

3). Wypisa¢ wszystkie mozliwe pierwiastki catkowite/wymierne wielomianow
(A) 62 +350% — 2332 +36: (b)Y 2° — g:c‘* 623 — g;ﬂ o1 () 2% — 623 + 132 + 120,

32. Znalez¢ wszystkie pierwiastki wymierne wielomianow
(A& —at+ 23422+ +2; (kY 32 + 22* — 723 + 222 () 2* — 3,323 + 2,322 4+ 0,67

[@€)) x5—%+5x3—1§x2+4x—§; Ce) 2° + 2% + 1022 + 1022 + 9z + 9.

23. Znalez¢ wszystkie (rzeczywiste i zespolone) pierwiastki wielomianow

) 2t — 22 -2 (kY 2° + 2* 4+ 1023 + 1022 + 92 + 9;



(&) 2* — 323 — 5a? + 32 + 4; (&) 2* — 622 + 132-10.
34. Sprawdzi¢, ze 7 jest pierwiastkiem wielomianu P a nastepnie znalezé¢ pozostale pierwiastki
(Y x =1, P(z) = z* — 42® 4+ 142? — 4x + 13;
by 2, =1-1, Plx)=2—(1—-1)z* +z+ (-1 +1);
() z; = —1++/31, P(x) = 2* — 42> — 16z — 16.
3S. Znalez¢ rozktad wielomianu W na czynniki rzeczywiste nierozktadalne
(W Wi(z) =2+ 1; (b)Y W(x) = 223 — 322 — 292 — 30; () W(z) =23 — 62— 9.

26. Zaproponowaé rozklad na sume rzeczywistych utamkow prostych (bez wyznaczania statych w

liczniku)
x—1 2 425 — 22t 4 203 — 8x? — 2x — 3
ot b .
() z2(x? +9)3 Ced (22 + 1)%(22 + 42 +2)’ () (22 —2x — 1)(22 + 22+ 1)2

27, Podane funkcje wymierne roztozy¢ na sume rzeczywistych utamkow prostych

202 +Tx + 7 822 —x 43 622 +3x—9 24tz +1
; b T E— YRS a o
() z(x +1)(x +3) Cbd 3+ (e z?(x + 3) () z(x +1)2
2 + 4 2+ 2r+2 3x—T7 8x? — 4z + 8
. . . A
() PRy CQ—x+1 ; (9) oy C3—$4+4

28. Nie wykonujac dzielenia, znalezé¢ reszte z dzielenia wielomianu P przez ()
(WD Px)=(x+3)2+ (x+2)+ 5z +9)*7 Q(z) =2+ 2;
(Y Plx)=2' Qz)=(x—1)(z —2);
() Plx)=a¥ +2Y+ 2% +2°+2, Qx)=2>—=z.

GEOMETRIA ANALITYCZ2NA

24. Dla wektorow 4 = (2,1,1), v = (1,-2,2), @ = (1,3, —5) obliczy¢ podane wyrazenia, jesli maja
one sens

W 7, Wydow; () Qi-8) xd; (A |[i-d x@; (e |@] - Fow
O fali—@;  (Dixd—b (Nido(@—5); W (@xdod; ) (Hod)x .

40. Bez wyznaczania rownania prostej, sprawdzi¢ czy punkty P = (2,—-1,4), Q@ = (5,4,6) i
R = (—4,-11,0) leza na jednej prostej.

4). Znalez¢ wektor 4 wspoliniowy z wektorem ¢ = (2,1, —1) i spetniajacy warunek ¥ o 4 = 3.

42. 7nalez¢ wszystkie wektory jednostkowe, ktore sa prostopadle jednoczesnie do wektorow
u=(2,—-1,1)17=(4,1,-2).

43. Obliczy¢

(a) pole powierzchni trojkata o wierzchotkach w punktach A = (1,2,0), B = (3,0,-3) i
C =(5,2,6);



(b) objetos¢ czworoscianu o wierzchotkach w punktach A = (2,—-1,1), B = (5,5,4),
C=(3,2-1)iD=(4,1,3);

(&) pole powierzchni réwnolegtoboku rozpietego na wektorach @ = (3,—4,1), ¥ = (—3,6,0);

(&) pole powierzchni réwnoleglo$cianu rozpietego na wektorach @ = (3,-5,1), ¥ = (0,2, —2),
@ = (3,1,1).

44, Dane sa wierzcholki czworoscianu: A = (0,0,2), B = (3,0,5), C = (1,1,0), D = (4,1,2).
Obliczy¢ dtugosé wysokosci opuszczonej z wierzchotka D.

4S. Napisa¢ rownania ogélne i parametryczne ptaszczyzny przechodzacej przez

(a) punkty A= (0,3,1), B=(1,0,—1)i C = (2,2, —2);

(b) punkt P = (2,1, 1), ktérej wektor normalny to 7 = (1, -2, 3);

() punkt (3,4, —5) i rownoleglej do dwoch wektorow @ = (3,1, —1)i b = (1,-2,1);

(4) punkt (1,—2,4) i rownolegtej do plaszczyzny Oxz;

(&) punkt (4,—1,2) i przez o$ Ox;

(O punkty P, = (2,—1,1), P, = (3,1,2) i rownoleglej do osi Oy;

(9) srodek odcinka AB, gdzie A = (3,1,7) a B = (1, -3, 3) i prostopadlej do tego odcinka.
46. Napisa¢ rownania parametryczne i kierunkowe prostej przechodzacej przez

(a) dwa punkty (1,1,—2) 1 (3,—1,0);

(b) punkt P = (2,1, 1), ktérej wektor kierunkowy to 7 = (1, —2, 3);

() punkt M; = (2,0,—3) i rownoleglej do wektora @ = (2, —3,5);

(&) punkt M; = (2,0, —3) i rownoleglej do osi Oy;

() punkt M; = (2,3, —5) i rownoleglej do prostej

v — y + 22 — 7 =0
x4+ 3y — 22 4+3 =07

() przez punkt P = (2,3,0) i prostopadtej do prostych

v= 1+3t L,
k:qy= -3 +4t ,teR, i z;x_1:%223 :
z= 4 45t

C9) punkt P = (—1,2,-3), prostopadlej do wektora @ = (6,—2,—3) i przecinajacej prosta
x—1 y+1 2-3

3 2 -5

471, Zalez¢ punkty przeciecia

r= 2t —3 T = s +5
(A dwoch prostych k: ¢ y= 3t —2 ,tcR, [:{ y= —4s — 1, scR;
z= —4t + 6 z = s —4
-2 y+3

(bY prostej k: *— =2—-3 zplaszezyzna 7: 2 —y+ 32— 1=0.

2 2



48. Wyznaczy¢ rownanie ogolne plaszczyzny przechodzacej przez punkt M = (2,—2,1) i prosta

{(z,y,2) = (1,2,-3) +t(2,-3,2): t € R}.

49. Wyznaczy¢ réwnanie ogblne plaszczyzny przechodzacej przez proste

) —=2y+32= 5 . , [3r+ y+3z2+7=0
(A3k‘{x—2y—4z_—3 ! l‘{5x—3y+2z+5_0’
r—2 y+1 2z-3 =1 _ y—2 z+3

Uo\k.3—2—_21l.3—2—_2.

SO. Wyznaczyé¢ odleglosé

r+3 y+2 z2-8

(A punktu P = (1, -1, —2) od prostej {: 3 2 -2’

(b)Y punktu M = (—1,1,—2) od plaszczyzny przechodzacej przez punkty M; = (1,—1,1),
M2 = (-2, 1, ), M3 = (4, —5, —2),

20 + 2y —2—10=0 r+7 y—-5_ z-9

(&) miedzy prostymi réownolegtymi k: {

x— y—2z-—22=0 P 3 -1 4
(&) miedzy prostymi nieréwnoleglymi & : x;7 = y1-4 = Z+23 i [ x—621 = y+45 = 2_12;

(e) miedzy plaszezyznami my: 20 —y+224+9=0 1 my:dr—2y+42—21=0.

S). Wyznaczy¢ kat miedzy prostymi

Y+ 2 z . z+95
A — 3= =— +2=y—3=—=;
Gy o -1 e Y NG

Y {z=3t—-2, y=0, z2=—t+3, teR} i {x=25—1,y=0, z=5-3, se€R};

() :L‘+y—3z—1:0i 204+ y+224+5=0
20 —y—92—-2=0 20 — 2y — z+2=0"

S2. Wyznaczy¢ kat miedzy plaszczyznami

(WY 2—V2+2—1=01i 24+V2y—2+3=0;, (Y2 +2y—2=31 2—3y—2=>5;

() 62+3y—22=01 2+ 2y +62—12=0; (Azr-324+2=01 22 —-62—7=0.
S3. Wyznaczy¢ wartodci a i b, dla ktorych ptaszezyzny

20 —y+32—1=0, z2+2y—2+b=0, x+ay—62+10=0

(A) maja punkt wspolny;

(b)Y przechodza przez jedng prosta;

(&) przecinajg sie w trzech roznych prostych.
S4. Wyznaczy¢ rzut prostokatny prostej k na plaszczyzne 7, gdzie

) k:(z,y,2) =(1,0,0)+7(2,-1,1), 7: (z,y,2)=(1,1,1)+s(1,1,0)+¢(2,1,—1), r,s,t € R;

T2y

kY k: 3 —5:3—27 m:3r+2y —2+2=0;




r+2 y—1 =z-1 oo Cr
() k: = 3 = g A Y+ 3z —5;

S -3y + 22 —5 =20 e o
Cc\\k.{%_ y— 2 1=0" widr —3y+T72—7=0.

SS. Wyznaczy¢ rzut

(a) punktu P = (2,—1,3) na prosta % = y?%—? =2 ; 2 w kierunku wektora @ = (—1,1, —1);

(b)Y punktu P = (2,1, —2) na plaszczyzne m: x+2y — 2 — 2 = 0 w kierunku wektora @ = (1,2, 3);
(&) prostejl: x = —2y = 3z na plaszczyzne 7: v+y+2z—5 = 0 w kierunku wektora v = (1, —1,1).
1,1) i poczatek uktadu wspoétrzednych leza po tej samej stronie

Sb. Okresli¢ czy punkt Q = (2, —
plaszczyzny

(&) 52 —3y+2z—18 =0; LY 224+ Ty +32+1=0; (D z+5by+12z—-1=0.

S7. Prawda czy falsz? Jesli to prawda nalezy uzasadnié¢ stwierdzenie, a jesli fatsz - podaé kontrprzy-
ktad. W przestrzeni R? réwnanie y = x przedstawia prosta przechodzaca przez punkt (1,1,0).

Opracowanie: Karina Olszak



