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Moje zainteresowania badawcze maja swoje podstawy w teorii ergodycznej i dyna-
mice topologicznej. Szczegbdlne miejsce zajmuje tu teoria entropii, bedacej zaréwno miarg
ztozonogei uktadu, jak i niezmiennikiem izomorfizmu uktadéw dynamicznych. Przedmio-
tem osiggniecia jest spdjna teoria entropii dla operatoréw Markowa, uogélniajgca kla-
syczng, entropie uktadu dynamicznego - jedno z najwazniejszych pojeé teorii ergodycznej.
W szczegblnosei, wychodzge od podstawowych definicji i wlasnosci, ktore byty przed-
miotem mojego doktoratu, przenosze na przypadek operatorowy kluczowe twierdzenia
dotyczace entropii uktadu, m.in. twierdzenie Shannona-McMillana w pracy [A3], a twier-
dzenie Kusznirenki i twierdzenie Rochlina (o typowosci zerowe] entropii) w pracy |A4].
Szczegblng role pelni tu pierwsze z tych twierdzen. Inspiracjg dla podjecia badan bylo w
jego wypadku zastyszane stwierdzenie (przypisywane B. Weissowi), ze poprawna defini-
cja entropii powinna pociggaé¢ za sobg.twierdzenie typu Shannona—McMillana—-Breimana.
Za trzy kluczowe twierdzenia teorii entropii uktadéw dynamicznych uwaza sie wlasnie
twierdzenie Shannona-McMillana—Breimana, twierdzenie Ornsteina o izomorfizmie oraz
zasade wariacyjna. Zadne z tych twierdzen nie przenosi sie trywialnie na przypadek opera-
torowy. Przeniesieniem zasady wariacyjnej zajmowalem sie w doktoracie (wykazujac jedna
z nieréwnosci — druga pozostaje do dzi§ problemem otwartym). Teoria Ornsteina dotyczy
wylgcznie przeksztalcen odwracalnych, wiec dla operatoréw traci sens. Ponadto, poje-
cie uktadu Bernoulli’ego wymaga ciggu niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie, co traktowane operatorowo prowadzi do operatora catkowego, ktéry ma ze-
rowg entropie. Pozostaje wiec twierdzenie Shannona-McMillana—Breimana. Dla uktadéw
klasycznych méwi ono, ze przy zatozeniu ergodycznoéci uktadu entropie mozna oszaco-
waé badajgc trajektorie tylko jednego typowego punktu. Dla odpowiednio zdefiniowane;j
funkcji informacji uzyskiwanej z ustalonego rozbicia przestrzeni otrzymujemy bowiem
zbieznosé prawie wszedzie (i w normie L!) sredniej informacji liczonej wzdtuz trajektorii
punktu do stalej réwnej entropii ukiadu wzgledem rozbicia. Dzieki temu twierdzeniu w
sytuacjach rzeczywistych, gdy teoretyczny uktad dynamiczny modeluje fizyczny ekspe-
ryment, mozemy mieé¢ nadzieje na oszacowanie ztozonoéci uktadu na bazie skoriczonego
ciggu obserwacji. Dzieki pracom [A2| i [A3] udato sie w pelnej ogolnosci uzyskaé¢ od-
powiednik twierdzenia Shannona-McMillana dla operatoréw podwojnie stochastycznych
(tzn. zbieznoéé w normie L'). Oczywiscie, wymagato to najpierw odpowiedniego uogol-
nienia pojecia funkcji informacji. Uogoélnienie nasze ma ta wlasnosé, ze zastosowane do
uktadoéw klasycznych (czyli operator6w Koopmana dla transformacji) i rodziny funkcji
charakterystycznych rozbicia, pokrywa sie z klasyczng funkcjg informacji Shannona. Na-
sza entropia operatorowa spelnia wiec , kryterium poprawnosci Weissa”, a tym samym roz-
wigzuje jeden z kluczowych problemoéw teorii entropii operatorowej. Pozostate problemy,
ktoére zostaly tu rozwigzane, réwniez zostaly postawione przez wybitnych specjalistow
z dziedziny: problem réwnosci z entropig Mali¢kiego—Rieana przez W. Stomczyniskiego,
problem typowo$ci zerowej entropii przez A. Vershika, a problem przeniesienia twierdzenia
Kusznirenki przez V. Bergelsona.

Wspomniane powyzej wyniki przedstawiam szczegdéltowo w ponizszym tekscie. Naj-
pierw podam podstawowe wiadomogci niezbedne do rozumienia zawartosci prac wchodzg-
cych w sktad gtéwnego osiagniecia. W czterech kolejnych sekcjach omdéwie wymienione
powyzej prace. W dalszej czesci opisze pokrotce pozostale moje prace i gtéwne aktywno-
$ci w okresie po uzyskaniu stopnia doktora.



4.1 Informacje wstepne

W przypadku klasycznym uklad dynamiczny to czwoérka (X, 3, u,S), gdzie (X, %, 4) to
przestrzen probabilistyczna (zazwyczaj przestrzenn Lebesgue’a), a S : X — X to prze-
ksztalcenie zachowujace miare. Naturalnym uogélnieniem takich uktadéw sg operatory
Markowa, zwane inaczej operatorami podwojnie stochastycznymi. Operator podwdjnie sto-
chastyczny T to liniowy operator okreslony na przestrzeni funkcji calkowalnych L!'(u),
spelniajacy nastepujace warunki

1. Tf>0dla f >0,
2. T1 =1, gdzie 1 oznacza funkcje tozsamosciowo réwng 1,
3. [Tfdu= [ fdu dlakazdej f € L'(u).

Kazdy uktad dynamiczny (X, %, 4, S) zadaje operator podwdjnie stochastyczny wzorem
Tf = foS (operator Koopmana). Nieco ogdlniej, operator podwoéjnie stochastyczny moze
by¢ zadany wzorem catkowym

Tf@) = [ f4)Pa,dy) e

przez prawdopodobiefistwo przejscia, a na przestrzeni standardowej kazdy operator po-
dwojnie stochastyczny jest tak zadany. Co wiecej, wiadomo, ze operator okreslony na
L*(u), gdzie p > 1, spelniajacy powyzsze warunki dla funkeji f € LP(u), przedtuza sie jed-
noznacznie do operatora podwdjnie stochastycznego na calej przestrzeni L!(u). Operator
taki nazwiemy ergodycznym, gdy jedynymi funkcjami niezmienniczymi na jego dzialanie
sg funkcje state. Uzywane w kontekscie operatorowym pojecie izomorfizmu zawiera si¢ w
nastepujacej definicji:

Definicja 4.1 ([EFHN]) Operator T : L*(u) — L'(v) jest

1. markowskim zanurzeniem, gdy jest homomorfizmem kratowym, tzn. dla kazdej funk-
cii f € LMu) zachodzi |Tf| =T|f|,

2. markowskim izomorfizmem, gdy jest surjektywnym markowskim zanurzeniem.

Markowskie zanurzenia to w istocie operatorowe odpowiedniki homomorfizméw algebr
miarowych, a markowskie izomorfizmy — odpowiedniki sprzezeni.

Zwigzek z prawdopodobienstwami przejécia pozwala spojrze¢ na dynamike operato-
rowg, jako na dynamike, w ktérej pojawia sie dodatkowa losowosé — przyszte stany uktadu
nie sg jednoznacznie zdeterminowane; zamiast tego uklad moze wybieraé¢ nastgpny stan
zgodnie z pewnym rozkltadem prawdopodobienstwa. Mozna w ten sposéb modelowaé sys-
temy, w ktorych ewolucja podlega pewnym losowym perturbacjom. Jednoczesnie stanowi
to podstawe do uogélniania pojeé znanych z klasycznych ukladéw dynamicznych. Ob-
szerne monografie ukazujgce ten sposob traktowania operatoréw Markowa to na przyklad
[EFHN], [F], [LM]. W tej ostatniej mozna réwniez znalezé rozdzial dotyczacy entropii
operatora Markowa, jednak nie jest to entropia bedaca analogonem najczesciej uzywanej
w ukladach dynamicznych entropii Kotmogorowa-Sinaja, opartej na entropii Shannona
wektora probabilistycznego (lub rozbicia przestrzeni), lecz entropia Boltzmanna.

Préby przeniesienia entropii Kolmogorowa -Sinaja na przypadek operatoréw podwdj-
nie stochastycznych byly podejmowane przez réznych autoréw. Nalezy tu wymienié propo-
zycje Ghysa, Langevina i Walczaka z pracy [GLW], rozwijang pézniej przez Kaminskiego
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i de Sam Lazaro w pracy [KS|, oparte na macierzowej entropii von Neumanna definicje
Alickiego, Andriesa, Fannesa, Tuylsa [AAFT] i Makarowa [M], kratowa definicje¢ entropii
Palma [Pa] i entropie Malickiego—Rie¢ana [MR]. Jak stwierdzono w pracy [DF], wigkszos¢
tych definicji zachowuje nastepujacy schemat:

(1) okresla sie T-niezmienniczy zbiér F zlozony z wybranych skoiczonych rodzin 3
funkcji mierzalnych;

(2) definiuje sie operacje potgczenia rodzin U taka, ze zbiér I jest zamkniety na dziata-
nie U; bedziemy zaktadaé, ze dzialanie to jest iaczne i przemienne oraz, ze licznosé
rodziny F LI G zalezy jedynie od licznosci rodzin Fi G;

(3) definiuje sie entropie ,statyczng’ H,(F) rodziny F € F wzgledem miary y;

(4) okresla sie
1
h, (T, %) = limsup —H,(F"),

n—oo TN

gdzie " = | 2 T*F, a T*F = {T*f : f € F};
(5) entropie operatora 1" definiuje sie jako

h,(T) =suph,(T,7).
FeF

Przyktadowo, mozna uznaé, ze w klasycznej definicji Kolmogorowa-Sinaja entropii trans-
formacji zachowujacej miare zbiér I sktada sie z rodzin funkcji charakterystycznych od-
powiadajacych skonczonym rozbiciom przestrzeni na zbiory mierzalne, a potaczenie ro-
dzin jest realizowane przez mnozenie przez siebie elementéw rodzin (réwnowaznie, przez
operacje minimum). W definicji [GLW| przyjmuje sie za F zbiér mierzalnych rozkiadéw
jednosci, tzn. rodzin F = {f; : 1 < i < r} sktadajacych sie z mierzalnych funkeji nieujem-
nych, spelniajacych warunek 3, f; = 1. Definicja [AAFT] dotyczy rodzin spelniajacych
> f?2 = 1. W obu przypadkach polaczenie okresla si¢ jako zbiér iloczynéw funkeji.

W pracy [DF], ktora stanowila podstawe mojego doktoratu, udowodniono, ze ten sche-
mat wzbogacony o pewne naturalne wymagania dotyczace funkcji entropii, gwarantuje
rowno$é wielkosci h,(T'), niezaleznie od przyjetej definicji H,(F). Cykl prac, przedsta-
wiony jako osiggniecie, stanowi naturalng kontynuacje badan z pracy [DF|. Ponizej podaje
aksjomaty entropii w brzmieniu zgodnym 2z [D3] — sg one nieco stabsze niz proponowane
w [DF] (tzn. dopuszczaja wieksza klase definicji). Przyjmujemy przy tym, ze entropia
warunkowa jest okreslona wzorem

H,(319) = Hu(F U G) — Hu(S).
(A) AKSJOMAT MONOTONICZNOSCI
Dla F, § i H nalezacych do F zachodzg nieréwnosci
HA(F30) < H(FUGIH)  oraz  H,(ISU%) < H(F(),

przy czym przyjmujemy konwencje, ze H,(F|H) = H,(F), gdy H jest rodzing
pustg.

7 aksjomatu tego wynikajg w szczegdlnosci nieréwnosci

H, (5L §|70) < H, (F10) + H,(S[70)
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oraz n
HM<|_| 5,
k=1

Ponadto, dla kazdego n > 1,

HE ) > H,u(F|Sk) -
k=1

k=1

h, (T, T"F) = h, (T, F).

Definiujemy L'-odleglosé dwoch rodzin F={f;: 1<i<r}iG={g: 1<i<r},
r’ < r wzorem

gdzie 7 przebiega zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,2,...7}, a § traktujemy jako
rodzineg r-elementows przyjmujac g; = 0 dla v’ <4< r.

(B) AKSJOMAT CIAGEOSCI

Dla dowolnych r € N i € > 0 istnieje 6. > 0 taka, ze jesli licznosci F, § 1 H
nie przekraczajg r oraz dist(F, §) < &, to

[HL(FI3) ~ Bu(SIH)| <& oraz  [H,(3]F) — Hu(%]S)] <e.

Dla rozbicia skoriczonego A przestrzeni X oznaczmy przez 14 rodzing {14 : A € A}
funkcji charakterystycznych elementow A.

(C) AKSJOMAT O ROZBICIACH

Dla kazdego rozbicia A rodzina 14 jest elementem I, a entropia H,, dla takich
rodzin jest okreslona jako entropia Shannona rozbicia A:

— > u(A)log u(A).

A€A

Ponadto, dla rodziny rozbi¢ Ay, ..., A, spetniony jest warunek

() =m(4)

(D) AKSJOMAT O OSZACOWANIU

Dla dowolnych r € N i e > 0 istnieje v > 0 taka, ze dla kazdej rodziny
F={fi: 1 << r}ikazdego rozbicia o odcinka [0, 1] na skoriczong liczbe
przedzialéw o dlugosci nie przekraczajgcej v zachodzi

M, (F|1y 1y UT) <,

gdzie @ jest rodzing funkcji zalezng tylko od « i spelniajgcg warunek

lim - B ([]a>:0

"o k=1

(zazwyczaj @ jest rodzing pustg lub sktada sie z funkcji statych).



Twierdzenie 4.2 ([DF]) Jesli T jest operatorem podwdjnie stochastycznym, to aksjo-
maty (A)-(D) (razem z krokami konstrukcyjnymi (1)-(5)) jednoznacznie okreslajq wartosé
entropii h,(T').

Aby udowodnié to twierdzenie, w pracy rozwija sie teorie asymptotyczne]j stabilnosci
kratowej operatoréw Markowa. Jej punktem wyjscia jest nastepujacy lemat:

Lemat 4.3 ([DF]) Niech f i g bedq funkcjami ograniczonymi. Dla kazdej liczby 6 > 0
istnieje N € N takie ze dla wszystkich k € N 11 > N zachodzq nierdwnosce

/IT’“(Tlf VTlg) — (TFHf v T*g) dp < §
7
JITH@'f A Tlg) = (TH ) ATHg)] dps < 6.

Wynikaja z niego wygodne wlasnosci operatoréw dotyczace dziatan ich dalekich iterat
na pewnych funkcjach charakterystycznych lub na wielomianach kratowych o ustalonym
zbiorze zmiennych.

Ponizej oméwie kolejno wyniki prac [Al]-[A4].

4.2 Praca [Al]

Definicja entropii Mali¢kiego-Rie¢ana z pracy [MR] nie realizuje opisanego powyzej sche-
matu, a jej badaniu po§wiecona jest pierwsza z prac cyklu. Motywacja tych studiéw byto
przekonanie, ze dow6d réwnosci entropii Malickiego-Rie€ana i entropii zadanej aksjoma-
tycznie, stanowitby cenny argument popierajacy celowos¢ badania entropii operatorowe;.

Definicja [MR] jest oparta na pojeciu rozkladu jednoéci, tzn. skoficzonej rodziny nie-
ujemnych funkeji mierzalnych sumujgcych sie do jedynki. Przyktadowo, jesli A jest skon-
czonym rozbiciem przestrzeni X na zbiory mierzalne, to zbiér funkcji charakterystycznych
1y = {14 : A € A} tworzy rozktad jednosci. Zamiast uzywaé operacji potaczenia takich
rodzin funkcyjnych, Mali¢ky i Rie¢an wprowadzaja relacje porzadku na zbiorze rozkladow
jedno$ci w nastepujacy sposéb:

U= @, gdy U = Uyes ¥y, gdzie ¥, sa parami rozlaczne i 3 yey, ¥ = ¢

(aby zapewni¢ antysymetryczno§é relacji odrzuca sig rozktady jednosci zawierajace funkcje
tozsamos$ciowo réwne zero). Rozrézniamy tu elementy bedace jednakowymi funkcjami, tzn.
rozklad jednosci jest raczej ciggiem skonczonym funkcji (ewentualnie multizbiorem) niz
zbiorem, przykladowo {%, %, e %} zawiera n jednakowych elementéw.

Entropia rozkladu jednosci jest w [MR] okreslona wzorem

HYR(®) = — /wdu-log/wdu-
ped

Dla n rozkladéw @4, ..., @, definiuje sie
HME(®y, ..., ®,) = inf {HMET) : T = &, T = @y,...,[ = &, }.

Po oznaczeniu HYE(®, T®, ..., T '®) przez HME(® n) otrzymuje sie cigg addytywny i

mozna zdefiniowaé !
hWME(T @) = lim ~HME(®,n).

n—oo 1,
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Ostatecznie, dla dowolnego zbioru R rozktadéw jednosci definiuje sie

hR(T) = sup hWME(T, @) .
deR

Gléwnym wynikiem pierwszej z prac cyklu jest nastepujgce twierdzenie
Twierdzenie 4.4 (A1, Theorem 3.7])
hx™(T) = h,(T),

gdzie R jest zbiorem wszystkich rozktadow jednosci na X, a h,(T) oznacza entropie ope-
ratorowq zgodng z powyzszymi aksjomatami.

Dla dowodu tego twierdzenia wystarczy poréwnywaé entropie h¥2(T) z dowolng jawng
wersjg entropii operatorowej. W pracy poréwnuje sie ja z entropia zdefiniowang w [DF] w
sSpos6b opisany ponizej.

Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi w ogdlnym schemacie konstrukcji entropii, defi-
nicja ta przyjmuje jako I zbiér wszystkich funkcji mierzalnych o wartosciach w [0, 1], a
jako potaczenia skonczonych rodzin uzywa sumy mnogosciowej takich rodzin (czy raczej
konkatenacji, gdy rodzine interpretowaé jako ciag skonczony). Dla funkcji f: X — [0, 1]
zdefiniujmy

Ap={(z,t) e X x [0,1] : t < f(z)},

a przez Ay oznaczmy rozbicie produktu X x [0, 1] sktadajace sie z Ay i jego dopelnienia. Dla
rodziny 3 funkcji mierzalnych niech Az = V5 Ay. Latwo sprawdzi¢, ze Asug = AgV Ag.
Niech A oznacza miare Lebesgue’a na odcinku jednostkowym. Definiujemy

HPP(F) = Hyr(As) = — 3 (i N)(A) - log(ss x A)(A), )
A€A5
WP (T, ) = lim HPT(S),

hPF(T) = sup k(T 5),
F

gdzie kres gérny brany jest po zbiorze wszystkich skoriczonych rodzin funkcji mierzalnych
z X w odcinek [0,1]. Mimo ze ciag H,(3") nie jest podaddytywny, granica definiujgca
h, (T, F) istnieje, lecz dowdd tego faktu jest dosé zmudny.

Obie definicje bazujg na nieco innych narzedziach — entropia Mali¢kiego—Rietana na
rozkladach jednosci, a entropia z pracy [DF| na rozbiciach produktu generowanych przez
rodziny funkcji. Dlatego pierwszym krokiem dowodu jest opis operacji zamieniajgcych
jedne z tych obiektéw na drugie. Operacje te zalezg od kolejnosci ponumerowania elemen-
tow rodziny funkcji czy rozktadu jednosci. Dla rozktadu jednosci ® rodzina ¥ (@) to ro-
dzina jego sum czesciowych, tzn. jesli @ = {p1, ..., o, }, t0 Z(®) ={>X) i :7=1,...,7}.
Na odwrét, majac rodzine funkcji f; < fo < ... < f = 1, zwang rodzing rosngcg, uzysku-
jemy rozklad jednosci biorac réznice f;11 — fi kolejnych funkcji. Ponadto, kazdg rodzine
funkcji F mozna sprowadzi¢ do rodziny rosnacej ©(F) poprzez wielokrotne stosowanie
operacji kratowych, tak ze zachodzi réwnosé

Ag = Ag(x)-

Rozktad jednosci uzyskany z rodziny F przez utworzenie rodziny rosngcej ©(F), a na-
stepnie wziecie roznic kolejnych elementéw bede oznaczaé przez PU (F). Niestety, na ogot
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O(TF) # T(O(F)), a co za tym idzie PU(TF) # T(PU(F)). Zachodzg natomiast prawi-
dtowosci

TS(®)=S(T3), SEPUTF)=0(F), PUE(P) =7,
HMR(PU(F)) = HPF(6(%)) = HPF ()

Ponadto, jesli F = {fo,....fr 1,9 = {90, gs}, gdzie fo =0 < fi < ... < f, =11
g =0<g; <..<gs =1, to Ag = Ag implikuje PU(G) = PU(F).

Dla dowolnego rozkladu jednosci ® oznaczmy przez ®% rodzing UpZy T%(X (®)). Po-
wyzsze obserwacje pozwalajg stwierdzi¢, ze dla dowolnego rozktadu jednosci zachodzi
Aeap) = Arcsay), a stad PU(DE) = T*® dla wszystkich n € N'i k < n. To z kolei daje
nier6wnosé

HYR(@,n) < HYR(PU (8)) = HOT (),
co implikuje, ze hWME(T) < hPF(T).

Dowod odwrotnej nieréwnosci jest bardziej wymagajacy. Celem jest odpowiednie osza-
cowanie wielkosci h?F (T, F) dla dowolnej rodziny skoriczonej F. Wiadomo, ze dla dowol-
nej liczby naturalnej [ zachodzi hP¥(T,F) = hPF ST, Tlfrr). Dzieki wykorzystaniu teorii
asymptotycznej stabilnosci kratowej operatoréw podwdjnie stochastycznych, zastepuje sig
rodzing JF przez jej obraz T'F, tak by przy ustalonych liczbach € > 01 § > 0 zachodzito
oszacowanie

DF k —
H <T F } ]]-erTkU'f—l(a) U Oé) < €,

gdzie @ jest rodzing funkcji statych (jak wspomniano w aksjomacie o oszacowaniu), oraz
by

: k
dist <]1er'1‘ka71(0‘) ) T (]IVjea'f_l(a))> < 9.

Jednoczesnie, mozna dobraé liczbe 6 = §(¢) tak, by warunek dist(®;,¥;) < § dla i =
1,...,n (przy ustalonych licznosciach rozktadéw jednosci ®; i ¥;) gwarantowat

[HME(®,, ..., ®,) — HME(W,, . U)| < (n+ 1)e

(patrz lematy 3.3, 3.4 i 3.5 w omawianej pracy). Dzieki temu dostajemy oszacowanie

HPF(5™) < HMR(]lerg fLa)» n> +HPF (@) + (2n + 1)e.

Ostatecznie otrzymuje sie hPF(T, F) < hME <T, lvfeg_fvl(a)> + 2¢, co w praktyce koriczy
dowdd.

Omawiana praca zawiera réwniez nieco prostszy dow6d réwnosci entropii h)¥F(T) i
entropii Kolmogorowa-Sinaja transformacji S, w przypadku, gdy 7" jest operatorem Ko-
opmana dla S (w pracy [MR] nie wykazywano tej rownosci). Poniewaz oméwiony wynik
jest ogdlniejszy, nie bede komentowal dowodu tego twierdzenia.

Whyniki tej pracy byly referowane, miedzy innymi, na konferencji z cyklu Czech-Slovak
Workshop on Discrete Dynamical Systems w obecnoéci jednego z autoréw pracy [MR]
(Petra Mali¢kiego). Drugi z autoréw poprosit o przestanie kopii mojej pracy.



4.3 Praca [A2]

W klasycznej teorii ergodycznej pojecie entropii ma nastepujaca znang interpretacje. Prze-
strzert X rozumie sie jako przestrzen stanéw pewnego ukladu fizycznego, a r-elementowe
rozbicie tej przestrzeni modeluje przeprowadzany na tym ukladzie eksperyment o r mozli-
wych wynikach. Zaktada sie, ze aparatura stuzaca do mierzenia wynikéw jest niezawodna,
w tym sensie, ze w danym stanie uktadu bedzie zawsze zwracaé jednakowy wynik. Ope-
ratory podwojnie stochastyczne to narzedzie, ktoérego mozna uzyé, gdy pomiar ekspery-
mentu podlega zaburzeniom. Z kazdym stanem mozna zwigzaé¢ rozktad prawdopodobieri-
stwa, wedtug ktérego zwracane sa konkretne wyniki eksperymentu. Otrzymujemy w ten
sposob funkcje wektorows przypisujaca kazdemu punktowi z € X wektor probabilistyczny
lub, inaczej, r elementowy rozklad jednosci na X, a po wzieciu sum cze$ciowych tego roz-
ktadu — rodzine rosnaca. (Ze wzgledu na elegancje zapisu i wygode stosowania, jeéli to
mozliwe definicje entropii formutujemy jednak dla dowolnych rodzin funkcji o wartosciach
w [0, 1], a nie tylko dla rodzin rosnacych.) Przyjmuje sie, ze dziatanie operatora mode-
luje albo uplyw czasu (jak w przypadku klasycznym), albo zmiang ustawieri urzgdzenia
przed kolejnym powtérzeniem eksperymentu. Entropie rodziny funkcji F rozumiemy jako
ilos¢ informacji uzyskiwang z przeprowadzenia eksperymentu. Zgodnie z tg interpretacja
spodziewamy sie nastepujacych wlasnosci:

(1) rodzina funkcji stalych powinna mieé¢ entropie zero, bowiem w takim przypadku
eksperyment modelowany przez te rodzine zwraca wyniki zgodnie z takg sama reguly,
w kazdym punkcie przestrzeni stanéw — nie daje wiec zadnych informacji o biezacym
stanie uktadu,

(ii) dla dowolnej rodzin F zachodzi H,(F|F) = 0, bo skopiowanie wynikéw juz przepro-
wadzonego eksperymentu nie dostarcza nowych informacji.

Celem pracy [A2] bylo przedstawienie takiej formuty entropii ,statycznej” H,(F), ktéra
spetniataby powyzsze postulaty. Ich prawdziwosé nie jest zapewniana przez aksjomaty en-
tropii. Co wiecej, wymienione wczeéniej jawne definicje entropii nie spelniajg co najmniej
jednego z warunkéw: definicje oparte na rozktadach jednosci, w ktorych operacja potacze-
nia jest realizowana przez mnozenie, znaczaco zwiekszajg licznos$é potgczenia F U F, co
skutkuje zwigkszeniem entropii H,(F U F), a co za tym idzie entropii warunkowej; definicje
z prac [DF] i [MR] przypisujg dodatnie wartosci entropii rodzinom funkeji statych.

Przyjmujemy jako zbiér I ze schematu definicji entropii rodzine wszystkich skon-
czonych ciggdéw funkcji mierzalnych X — [0, 1]. Potaczenie rodzin L realizujemy przez
operacje konkatenacji ciagéw. Przyjmujemy, ze F zawiera tez ciag pusty O, przy czym
Ao = {X}. Rozbicia Ay i Ag produktu X x [0, 1] sa zdefiniowane tak, jak w poprzedniej
sekeji. Przez A* oznaczamy ciecie zbioru A C X x[0,1] wt, tzn. A* = {z € X : (z,t) € A},
a przez A% rozbicia X skladajace sie z odpowiednich cieé Af, gdzie A € Agz. Zachodzs
oczywiste prawa Agg = As V Ag i (Azug)’ = (Ag V Ag)' = AL V AL,

Definicja 4.5 FEntropie rodziny F definiujemy wzorem

1
H(9) = [ H.(45)dA),
gdzie H () jest entropiq Shannona rozbicia o przestrzeni X .

Ideg, ktéra przyswiecala tej definicji bylo potraktowanie produktu X x [0, 1] jako zbioru
kopii przestrzeni X i badanie na tych kopiach rozbi¢, ktérych ewolucjg kieruje dynamika
indukowana przez zadany operator T'.



Jest jasne, ze ta definicja spelnia postawione powyzej postulaty. W pracy sprawdza sig
w serii lematow, ze wypelnia ona wymagania aksjomatéw entropii. Znaczng cze$C pracy
zajmuje weryfikacja istnienia granicy we wzorze

h,(T,5) = lim Hy, (F).

Tak jak w jawnej definicji z pracy [DF], a w odréznieniu od definicji klasyczne]j entropii
istnienie granicy nie jest automatyczne, bo ciag H,(F") nie jest podaddytywny; w istocie,
brak jest niezmienniczoéci entropi H, na dziatanie T, tzn. na ogél entropia H,(F) nie
jest réwna H,(T'F). W dowodzie istnienia granicy wykorzystuje sig twierdzenie Iwanika o
catkowej reprezentacji operatoréw stochastycznych:

Twierdzenie 4.6 ([I]) Operator zadany na przestrzeni ograniczonych funkcji mierzal-
nych na standardowej przestrzeni borelowskiej przez prawdopodobieristwo przejscia wzo-
rem (1) ma reprezentacje w postact

Tf(w)= || Flpula)dNew),

gdzie ) jest miarq Lebesque’a na [0, 1], a (w, x) — @, (z) jest przeksztatceniem mierzalnym
0,1] x X — X.

Przeksztalcenie z powyzszego twierdzenia pozwala okresli¢ transformacje mierzalng ¢ :
[0,1] x X — [0,1] x X wzorem ¢(w,z) = (w, po(z)). Niestety, to przeksztalcenie nie za-
chowuje miary produktowej A x u. Jako ze iteraty T* tez sq generowane przez prawdopo-
dobieristwa przejscia, mozemy podobnie uzyskaé dla T* odpowiadajace im przeksztalcenia
#i. Oznaczamy przez ®, operator punktowo generowany przez ¢ (tzn. ®rf = f o ¢x).
Dla funkeji f : X — [0,1] niech f : X x [0,1] — [0, 1] bedzie dana wzorem f(w,z) = f(z)
i niech F oznacza rodzine {f : f € F}. Kluczowa role w dowodzie istnienia granicy peini
nastepujacy lemat.

Lemat 4.7 ([A2, Lemma 3.2]) Dla dowolnej rosngcej rodziny funkcji § zachodzi réw-
nosé

Hyer (®4S) = Hu(S).

Poniewaz kazdg rodzine funkcji mozna przeksztalci¢ do rodziny rosngcej przy pomocy
operacji © wspomnianej w opisie poprzedniej pracy, a ponadto dla kazdej § > 0 ist-
nicje N € N takie, ze dla dowolnych k,! € N gdzie [ > N zachodzi ”T’““f O, T

uzyskujemy asymptotyczng niezmienniczo$é entropii statycznej:

Lemat 4.8 ([A2, Lemma 3.3]) Dla kazdej liczby € > 0 istnieje N € N, takie ze dla
dowolnych k, m € N zachodz:

[, (TN F™) — H, (TVF™)| < me.
Ostatecznie pozwala nam to uzasadni¢ asymptotyczna podaddytywnosé:

Lemat 4.9 ([A2, Lemma 3.4]) Dla kazdej liczby € > 0 istniejg state N € N 1 ¢ > 0,
takie ze dla k € Nim > N zachodz

Hy (F4m) < H, (%) + Hu(F™) + ¢ + me.
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Teraz istnienie granicy w kroku czwartym definicji entropii uzasadnia sie podobnie jak w
klasycznym przypadku, przy petnej podaddytywnosci entropii ([A2, Theorem 3.5]).

Nowa definicja entropii pozwolita udowodnié¢ wzér na entropi¢ produktu - klasyczne
twierdzenie, ktérego prawdziwos¢ w przypadku operatorowym nie byta dotad znana. Jesli
T jest operatorem podwdjnie stochastycznym na L'(X,pu), a S takim operatorem na
LY(Y,v), to produkt T x S tych operatoréw definiuje sie przyjmujac dla funkeji postaci
f(z)-g(y), gdzie f € LY (X, u), g € L} (Y,v), ré6wnosé

(T x S)(fg)(z,y) =Tf(x)- Sg(y),

a nastepnie przedtuzajac liniowo na zbiér kombinacji liniowych takich funkcji. Ten zbiér
jest gesty w L'(u x v), wiec operator przedtuza sie jednoznacznie do operatora ciaglego (i
podwdjnie stochastycznego) na catym L(u x v). Alternatywnie, jesli operatory T'i S sa
zadane wzorem (1) odpowiednio przez prawdopodobienstwa przejscia Pr i P, to produkt
T x S jest zadany tym samym wzorem przez produkt tych prawdopodobienstw.

Twierdzenie 4.10 ([A2, Theorem 4.5])
by (T x §) =h,(T) +h,(S)

Dowod zawiera pewna ilo§¢ nieprzyjemnych ,technikaliéw”, opartych na aksjomacie o osza-
cowaniu (aksjomat (D)) oraz lematach o asymptotycznej stabilnoéci kratowej operatoréw
podwojnie stochastycznych z pracy [DF]. Centralng ideg jest jednak wykorzystanie prostej
obserwacji, ze dla rozbi¢ « przestrzeni X i § przestrzeni Y zachodzi réwnosé

Hu(laxY U ]lXXﬁ) = Hu(laXﬂ) = Hu(la) + Hu(]lﬂ) ’
gdzie rozbicia a X Y, X x  produktu X X Y sg zdefiniowane jako
axY={AxY:Ae€a}, Xxpf={XxB:Beg}

Bez wnikania w szczegdty techniczne, szkic dowodu prezentuje sie nastepujgco. Aby uzy-
ska¢ oszacowanie entropii produktu z goéry przez sume entropii operatoréw, ustala sic
dowolng rodzine € funkcji mierzalnych X x Y — [0, 1] i przybliza jg rodzing funkcji po-
staci ). figi, gdzie f; sa funkcjami na X, a g; funkcjami na Y. Nastepnie dobiera sic L € N
i rozbicia o, przestrzeni X i (3, przestrzeni Y (n € N) tak, by

1. funkcje postaci TZ f; byly dobrze przyblizane przez funkcje proste bedace kombi-
nacjami funkeji charakterystycznych elementéw rozbicia ap, a funkcje STg; przez
funkcje bedace kombinacjami funkcji charakterystycznych elementéw rozbicia O,

2. dla n € N odleglodei dist(1"1q,, 1o, ,,) i dist(S™1g,, 15, ,,) byly male.

Oblicza sig, ze wtedy funkcje postaci (T x S)¥+™(Y; figs) sa dobrze przyblizane przez
funkcje proste bedace kombinacjami indykatoréw rozbicia a4 X 81 1. Dzigki temu otrzy-
mujemy

o (E) < Hyoo (1 agynxV. .y 2an) +EO(N)
_ Hu<]l\/n<NaL+n> + Hy(ﬂvn<NﬁL+n) +eO(N)
< Hu((Ta,)") + 1y ((16,)7) +20(V),
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co daje
hyo (T x S, €) <h,(T,1,,) +h,(S, 1g,) +& < hy,(T) + 0, (S) + €.

Podobnie na odwr6t, startujac z rodzin funkeji F na X i1 § na Y, dobiera sie rozbicia tych
przestrzeni o podobnych wlasnosciach jak w czegci pierwszej i szacuje entropie rodzin 3™ i
g™ (dla duzych n) przez entropie rodzin indykatoréw tych rozbié¢, co pozwala tatwo przejs¢
do entropii rodziny indykatoréw odpowiedniego rozbicia produktu.

Rezultat ten zostal pézniej udowodniony inng technikg przez T. Austina w pracy [Au].
Wykorzystano tam réwno$é entropii operatorowej z entropig tak zwanego backward tail
boundary, pewnego uktadu dynamicznego generowanego przez operator.

Praca nasza zawiera tez wynik dotyczacy cigglosci nowej definicji entropii jako funkeji
miary:

Twierdzenie 4.11 ([A2, Theorem 5.1|) Jesli X jest zwartq przestrzeniq metrycang,
a F jest rodzing funkcyi ciggtych, to odwzorowanie przypisujgce mierze probabilistyczne;
p entropie H,(F) jest ciggle, gdy w przestrzeni wszystkich miar probabilistycznych na X
przyjmiemy *-stabg topologie.

4.4 Praca [A3]

Praca ta jest naturalng kontynuacjg pracy poprzedniej oraz pracy [Fr|, jako ze wykorzy-
stuje te samg jawna definicje entropii operatorowej. Badanie tego pojecia jest tu jednak
bardziej szczegdtowe, gdyz wprowadza sie dodatkows definicje entropii na poziomie t. Dla
wieksze] przejrzystosci zapisu, oznaczmy A; = Arpig.

Definicja 4.12 ([A3, Definition 1.1])
1. Entropig rodziny F na poziomie t € [0, 1] nazywamy liczbe

H,(F,t) = H,(A5)

2. Entropig operatora T wzgledem rodziny funkcji F na poziomie ¢t € [0, 1] nazywamy
liczbe
1 n—1
h,(T,5,t) = lim —Hu<\/ AZ) .
=0

n—0oo 7

Istnienie granicy z punktu drugiego zostalo udowodnione w pracy [Fr].

W klasycznej teorii uktadéw dynamicznych, majac ustalone przeksztalcenie S zacho-
wujace miare 4 i rozbicie @ = {Ai,..., A} przestrzeni X, mozemy kazdemu punktowi
x € X przypisaé jego a-nazwe, czyli ciag (i,)52, taki, ze S"z € A;,. Znajomos¢ n pierw-
szych wyrazéw tego ciggu jest tozsama z wiedza, do ktérego elementu rozbicia Vi) S~
nalezy z. Zgodnie z twierdzeniem Shannona-McMillana-Breimana pozwala to zlokalizo-
waé prawie kazdy punkt w przestrzeni z doktadnoscig do zbioru o mierze bliskiej e~ mhil3)
W przypadku dynamiki zadanej przez operator T indukowany przez prawdopodobieri-
stwo przejscia rozwazanie ewolucji rozbié nie jest mozliwe, jednak rodzina obrazéw funk-
cji charakterystycznych {T"14 : A € a} jest dla kazdego n rozkladem jednosci. Wartosci
funkcji 71 4(z) mogg by¢ interpretowane jako prawdopodobienstwo, ze w chwili n tra-
jektoria, ktorej punktem startowym byl z, nalezy do zbioru A. Rozwazanie nieréwnosci
T"14(z) > t to szukanie odpowiedzi na pytanie, do ktérych elementéw rozbicia o punkt
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z wpadnie po n krokach z prawdopodobieristwem co najmniej t. Przyjmujac ¢ bliskie 1,
uwzgledniamy w przewidywaniu przysztych stanéw tylko te najbardziej prawdopodobne.
Dla t bliskich 0 odrzucamy w przewidywaniach tylko stany najmniej prawdopodobne. W
interpretacji podanej w opisie poprzedniej pracy, gdy operator 7' ma modelowa¢ pomiar
eksperymentu obarczony niepewnoscig, parametr ¢t zyskuje charakter czulosci, sterujac
popelnianiem btedéw znanych w teorii testowania hipotez jako bledy pierwszego i dru-
giego rodzaju — dla ¢ bliskich 0 minimalizujemy ryzyko odrzucenia stanu ukiadu, ktéry jest
stanem faktycznym, za$ dla ¢ bliskich 1 ryzyko zaakceptowania nieprawidlowego stanu.
W teorii ergodycznej definiuje sie funkcje informacji rozbicia o przestrzeni X jako

Io(@) = — Y log u(4) - 1a(a).

Aca

W przypadku operatorowym, mnogos$é¢ definicji entropii ,statycznej” H,(F) powoduje, ze
definicje funkcji informacji trzeba dostosowywaé do wyboru tejze entropii. Dla entropii
zdefiniowanej w poprzedniej sekcji proponujemy w pracy wzor

Iy(z) = / Lys (2)M\(d2).

Jest to érednia informacja uzyskiwana dla rozbi¢ A%, co wspoélgra z interpretacja produktu
X % [0, 1] jako zbioru kopii przestrzeni fazowej X. Zauwazmy, ze dla rodzin F = 1,, gdzie
« jest rozbiciem X, zachodzi Iﬂg(z) = [,(x) dla kazdego z it # 0, a stad tez Iy = I,.
Nasza definicja jest wiec, jak juz wspomniano, uog6lnieniem definicji klasycznej. Ponadto,
dla operatora T' punktowo generowanego przez transformacje S, mamy Irp = I 'A'ifz":}'(x) =
I,(Sz), zatem wyniki uzyskane dla przypadku operatorowego pokrywaja odpowiednie
wyniki znane w klasycznej teorii ergodycznej.

7Z twierdzenia Fubiniego latwo wynika podstawowa pozagdana wlasnosé funkcji infor-
macji:

H,(F) = / Iy du.

Ponadto, dla rodziny F ztozonej z funkcji statych funkcja informacji jest stale réwna zero.
Natomiast nie zachodzi réwnosé miedzy funkcjami Irs a TTy — choéby dla przypadku
operatora T'f = [ fdu pierwsza z tych funkcji jest stale réwna zero, a druga bedzie
dodatnig funkcja stala.

Twierdzenie 4.13 ([A3, Main theorem A|]) Niech (X, B, 1) bedzie przestrzenig pro-
babilistyczng, a F rodzing funkcji mierzalnych X — [0,1]. Niech T bedzie ergodycznym
operatorem podwdjnie stochastycznym na L*(u).

Wtedy dla prawie kazdego t € [0,1] cigg %I\/yolm zbiega do entropii h, (T, F,t) w

normie L1,

Twierdzenie 4.14 ([A3, Main theorem B]) Przy zafozeniach jak w powyzszym twier-
dzeniu cigg %Hg‘n zbiega do h,(T,F) w normie L.

Gléwne rozwazania prowadzone sg dla operatoréw zadanych przez prawdopodobien-
stwa przejécia, a nastepnie z pomocg takich operatoréw uzyskuje sie prawdziwos¢ twier-
dzenia dla dowolnych T'. Zalézmy wice, ze T jest zadany wzorem (1). Istotng role w do-
wodzie tych twierdzen odgrywa przestrzen trajektorii operatora 1" zdefiniowana i badana
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w [Fr]. Jest to przestrzen XN z o-cialem produktowym, na ktérej miara probabilistyczna
v zadana jest przez warunek

V(AO XAl X oo XAn XXN) = ///P(l'n_l,d.’lfn)P(Io,d.’ﬂl),ul(dl'o)
Ap Ay An

dla wszystkich zbioréw mierzalnych Ayg,..., A, C X. Istnienie tej miary wynika z twier-
dzenia Ionescu-Tulcei [IT]. Na XN dziala przeksztalcenie o okreslone wzorem

(0Z)n = Tpyt dla z = (Zp)nen-

Lemat 4.15 ([Fr]) Dla prawie wszystkich t € [0,1] zachodzi

hu(T, F,t) = lim h, (o, A} x X").

l—o00
W niniejszej pracy pokazujemy nastepujacy zwigzek:

Twierdzenie 4.16 ([A3, Theorem 3.3]) Jesli T jest ergodycznym operatorem podwdj-
nie stochastycanym zadanym na L'(u) przez prawdopodobieristwo przejscia P, to uktad
(XN v, 0) jest ergodyczny.

Dowod polega na sprawdzeniu jednej z réwnowaznych definicji ergodycznosci przeksztal-
cenia, warunku lim, . £ Y225 V(AN o~*(B)) = v(A)y(B) dla dowolnych A i B, z wyko-
rzystaniem twierdzenia ergodycznego Chacona~Ornsteina [CO].

Pierwszym krokiem dowodu twierdzenia 4.13 jest nastepujace twierdzenie dotyczace

rozmiaréw elementéw rozbicia \/7=, .Afo i

Twierdzenie 4.17 ([A3, Theorem 4.1]) Dia kazdej rodziny F i dowolnego € > 0 ist-
niejg: lo € N i zbidr 7 C [0,1] o mierze Lebesque’a A1) < €, takie Ze dla wszyst-
kich t € [0,1] \ T istnieje indeks ny € N, dla ktdrego nierdunosé

,LL(A) < 2—n(h”(T,fF,t)—e)

zachodzi dla wszystkich n > n, i wszystkich A € 7=} Afo +i 20 wyjgtkiem pewnej liczby
zbiorow o tgcznej mierze nie wiekszej niz €.

Minimalne n; z tresci twierdzenia nie moze byé dowolnie duze na duzym zbiorze liczb ¢,
co pozwala uniezalezni¢ wybdr n, od ¢ i uzyskaé:

Twierdzenie 4.18 ([A3, Theorem 4.2|) Dia kazdej rodziny F i dowolnego € > 0 ist-
niejg: lo € N, N € N ¢ zbior 7 C [0,1] o mierze A(7) < e, takie zZe dla wszystkich
t€[0,1]\ 7 in > N nieréwnosé

,LL(A) < 2v~n(h,L(T,3",t)—5)

zachodzi dla wszystkich A € 724 A} L za wyjgtkiem pewnej liczby zbiordw o {fgcznej
mierze nie wiekszej niz €.

Nieréwnoéé z powyzszego twierdzenia mozna przepisa¢ w postaci

1
‘_[ ”‘lﬂt

n i=0 Vgt

(z) > h,(T,F,t) —¢,
gdzie x nalezy do dopelnienia pewnego zbioru o mierze u nie wiekszej niz ¢.
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Dla prawie wszystkich ¢ € [0, 1] zachodzi tez réwnosé

' 1 ) 1 n—1 .
i [yt e (V) <
Teraz twierdzenie 4.13 dla operatoréw zadanych przez prawdopodobienistwa przejscia uzy-
skuje sie, po pewnych rachunkach, przez analogie do nastepujacego prostego wynikania:

jesli dla pewnej statej h zachodzi f > h—ei [ fdu=h, to [|f — h| < 2e.

Twierdzenie 4.14 wynika z twierdzenia 4.13 i udowodnionej w [Fr| réwnosci
1
h (T, F) = / b, (T, F,£) A(dt)
0

przez scatkowanie po zmiennej t (wzgledem miary Lebesgue’a na odcinku).

Pozostaje wiec wyjasnié¢ idee dowodu twierdzenia 4.17. Ze wzgledu na lemat 4.15 pla-
nujemy przenie$é rozumowanie do przestrzeni trajektorii, zastepujac wielkosé h, (7', F,t)
przez h,(o, Al x XN) dla duzego [. Inny rezultat z pracy [Fr] mowi, ze dla dowolnej ro-
dziny ¥ i dowolnego € > 0 istnieja [y € N i zbiér mierzalny 7 C [0, 1] o mierze Lebesgue’a
nie wiekszej niz €, dla ktérych

dlSt(Tn]].A;, ]I‘Alt+n) <eg

jesli tylko I > ly, n € N it € [0,1] \ 7. Dalej zakladamy, ze parametr ¢ brany jest
spoza zbioru 7. Przy ustalonym i pozwala to okresli¢ przyporzadkowanie miedzy zbiorami
A € Al,; a zbiorami B = n(A4) € Af, dla ktorych odlegtos¢ |14 — T*15||; jest mata.
Przechodzac do przestrzeni trajektorii otrzymujemy wtedy, ze dla par (A, B) odpowia-
dajacych sobie zbioréw miara u((A x XMA(X? x B x XN)) tez jest mata. Oczywiscie,
miara v(A x XV) jest dla kazdego mierzalnego zbioru A C X rowna u(A).

Niech A = N4 A; € Vg A} ;- Z kazdym takim zbiorem mozemy, poprzez powyzsze
przyporzadkowanie, zwigzaé cylinder By x By X ... X B,_1 X XN, Zbiér A x XN moze kroié
sie niepusto takze z innymi cylindrami Cy x C; X ... x C*~! x XN Mozna jednak policzyé¢,
ze za wyjatkiem malego podzbioru przestrzeni X warunek

ze(Ax XN (CyxCyx...x Cpy x XN

pocigga C; = B; dla wszystkich ¢ = 0,...,n — 1 za wyjatkiem malej ich czesci. Ponadto,
jako Ze na przestrzeni trajektorii rozwazamy przeksztatcenie punktowe, a nie operator,
mozemy wykorzystaé¢ wniosek z klasycznego twierdzenia Shannona-McMillana—Breimana,
tak zwang zasade ekwipartycji (patrz np. [P]), ktéra w naszym przypadku moéwi, ze dla
dowolnej liczby § > 0 zachodzi dla dostatecznie duzych n oszacowanie

2—n(hu(a,ﬂgoxxN> +5) < 1(0) < 2—n(h,(a,ﬁgoxxN> _5), 3)

gdzie C jest dowolnym elementem rozbicia ?;01 a‘i(ﬂfo x XN), spoza zbioru bedacego
sumg elementow tego rozbicia o lgcznej mierze mniejszej niz §. Dowodzimy, ze, za wy-
jatkiem zbioréw A o matej tacznej mierze u, czesé kazdego zbioru A x XN o mierze
przekraczajacej % w(A) jest pokryta przez cylindry speiniajace warunek (3) i rézniace sig
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od By x By X ... x B,_1 x XN na niewielkiej liczbie wspétrzednych. Po oszacowaniu z gory
liczby takich cylindréw otrzymujemy teze twierdzenia.

W og6lnym przypadku, dla T niekoniecznie generowanego przez prawdopodobienistwo
przejécia, przy ustalonej rodzinie funkeji F rozwazamy zespolong podalgebre £ w L™ (u),
generowang przez wszystkie funkcje postaci T™f, gdzie f € F, n € N, oraz przez wielo-
miany kratowe nad zmiennymi postaci T™ f. Przez wielomiany kratowe rozumiemy wyra-
zenia postaci wy VwseV...Vwg, gdzie w; = 1 AzaA...Azy,, a V 1 A s operacjami kratowymi,
w tym wypadku maksimum i minimum funkcji. Zgodnie z twierdzeniem Gelfanda istnieje
izomorfizm miedzy £ a algebrg wszystkich cigglych funkeji (zespolonych) na pewnej zwar-
tej przestrzeni Hausdorffa A. Izomorfizm ten zachowuje sprzezenie, zatem przeksztatca
funkcje rzeczywiste na funkcje rzeczywiste oraz funkcje dodatnie na dodatnie. W szczegol-
nosci rodzina F jest transformowana na pewng rodzine ¥ funkcji A — [0, 1]. Pozwala on
tez przenie$¢ miarg p na borelowska miarg probabilistyczng fi na A oraz okresli¢ operator
Markowa T na przestrzeni funkcji ciggltych C(A) wzorem T f T f f € £. Wiadomo, ze
taki operator jest zawsze zadany przez prawdopodobienistwo przejscia, wiec zachodzi dla
niego twierdzenie 4.13, a stad wynika tez prawdziwosé tego twierdzenia dla 7.

Twierdzenie 4.13 pocigga tez regule ekwipartycji w nastepujacym brzmieniu ([A3,
Remark 4.6]):

dla kazdej rodziny F i dowolnego € > 0 istnieja: [p € N, N € Nizbiér 7 C [0, 1]
o mierze Lebesgue’a A(7) < ¢, takie ze dla wszystkich t € [0,1]\7in > N
zachodzi nieréwnoéé

2—n(h“(T,1?,t)+6) < /'L(A) < 2—n(hu(T,ff,t)—s)

dla wszystkich A € /723 Afo +; 2a wyjatkiem pewnej liczby zbioréw o tacznej
mierze nie wiekszej niz €.

Praca koniczy sie dyskusja na temat mozliwych definicji funkcji informacji dla entropii
z prac |DF] i [GLW|, ze wskazaniem ich gtéwnych zalet i wad. Definicja 2" proponowana
dla [DF]-entropii pozwala uzyskaé¢ wygodna asymptotyczng wlasnosé
,}1_{{.10 [ Lpieng — TIpi5, =
Niestety, dla rodzin funkcji statych moze by¢ $cisle dodatnia. Definicja funkeji informacji
Ig*" dla [GLW]-entropii nie ma podobnej asymptotycznej wlasnosci, ale zeruje sie dla
funkcji stalych — ma wiec wlasnosci blizsze gtéwnej definicji rozwazanej w pracy.

4.5 Praca [A4]

Ostatnia praca zawiera przeniesienie na przypadek operatorowy trzech stynnych klasycz-
nych twierdzen dotyczacych zerowej entropii. Podzielié¢ ja mozna na dwie czesci, odmienne
pod wzgledem uzywanych technik. Pierwsza z nich dotyczy typowosci zerowej entropii.
W zbiorze wszystkich automorfizméw ustalonej przestrzeni probabilistycznej (X, p)
wprowadza sie topologie, zwang stabg topologia, zadajac, by ciag automorfizméw S,, zbie-
gal do S, gdy dla kazdego zbioru mierzalnego A zachodzi lim, e (S, AAS™TA) = 0.
Twierdzenie Rochlina z pracy [R] méwi, ze automorfizmy majgce entropie zero tworzg,
zbiér rezydualny w stabej topologii. Dla dziatan grup typowo$é zerowej entropii Rochlina
zostata wykazana przez Rudolpha w przypadku dzialan grup ze $rednig (patrz subclaim
na stronie 288 pracy [FW|) i przez L. Bowena dla dziatan dowolnych grup przeliczalnych

16



(patrz [B]). W wersji topologicznej Glasner i Weiss udowodnili w [GW], ze w zbiorze
homeomorfizméw zwarte]j przestrzeni metrycznej, wyposazonym w topologie jednostajne;
zbieznodci, zbiér homeomorfizméw o zerowej entropii topologicznej jest typu Gs, a jesli
rozwazamy zbiér Cantora, to jest on takze gesty.

A. Vershik w pracy [V] rozwaza typowe wlasnosci operatoréw podwoéjnie stochastycz-
nych, zwanych przez niego takze polimorfizmami, i stawia pytanie o generyczno$é entropii
zero. W tym kontekscie pyta, miedzy innymi, o entropie z pracy [DF], co bylo bezposred-
nig motywacja do badan z biezacej pracy. Odpowiadajac na pytanie Vershika, dowodzimy
w niej nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.19 ([A4, Theorem 3.5]) Zbidr wszystkich operatoréw podwdjnie sto-
chastycznych o zerowej entropii jest rezydualny w sensie mocnej topologii operatorowej i
topologii normowej w zbiorze wszystkich operatoréw podwdinie stochastycznych na L' ().

Gestos¢ operatoréw o entropii zero uzyskuje sie dzieki obecnosci w tej klasie operato-
row postaci (1 — )T + 1S, gdzie Sf = [ fdu, a T jest dowolnym operatorem podwojnie
stochastycznym. Aby sprawdzi¢, ze zbiér operatoréw o entropii zero jest typu Gs, dowo-
dzimy, ze dla dowolnych liczb € > 0, n € N oraz rodziny funkcji mierzalnych F zbiér

1
Ulg,n,F) = {T : T jest podwdjnie stochastyczny i - H,(F") < 5}

jest otwarty w obu rozwazanych topologiach. Nastepnie pokazujemy, ze zbiér operatorow
o entropii zero mozna zapisa¢ jako przeliczalny przekrdj zbioréw typu U(e,n,F), ogra-
niczajac sie do € wymiernych i F zlozonych z funkeji wybranych wytacznie z pewnego
gestego podzbioru L (u).

Druga cze$¢ pracy poswiecona jest uogélnieniu twierdzenia Kusznirenki (patrz [K])
oraz twierdzenia Halmosa-von Neumanna (patrz [HvN]). W oryginalnych sformulowa-
niach oba te twierdzenia dotycza uktadéw o dyskretnym spektrum, tzn. takich, dla kto-
rych generowany przez uktad operator Koopmana ma liniowo gesty w L? zbiér wektoréw
wlasnych. Entropig ciggowq przeksztatcenia S zachowujgcego miare wzgledem rozbicia &
wzdtuz ciggu A = (i )nen liczb naturalnych nazywamy wielkosé

1 " )
ha(S,€) =limsup— H, ( \V S“““f) :
n—oo T k=1
Entropia ciggowa przeksztalcenia S wzdluz ciggu A to
ha(S) = sup ha(8,€),

gdzie kres gorny przebiega wszystkie skoriczone rozbicia mierzalne przestrzeni X. Kla-
syczne twierdzenie Kusznirenki moéwi, ze S ma dyskretne spektrum wtedy i tylko wtedy,
gdy entropia ciagowa h4(S) jest réwna zero wzdtuz kazdego ciaggu A.

bLatwo jest przeniesé¢ definicje entropii ciggowej na operatory Markowa, postugujac sie
na przyktad definicja z pracy |[DF]. Dla ciagu A = (i,,) kladziemy

1 " ,
ha(T,F) = limsup —H#(\/ T_”“f7r> )
k=1

n—oo T

gdzie H,(F) = HPF(F) jest taka jak w (2), a nastepnie bierzemy kres gérny po wszystkich
rodzinach F. Niemniej rownowaznos¢ z twierdzenia Kusznirenki nie jest wtedy prawdziwa.
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Gléwnym narzedziem uzywanym w tej czeSci pracy jest rozktad Jacobsa de Leeuwa—
Glicksberga. W przypadku operatora Markowa jest to rozkiad dziedziny tego operatora
na sume prostg dwéch podprzestrzeni niezmienniczych: czes¢ odwracalng E,., (reversible
part), ktora jest rozpinana przez wektory wlasne odpowiadajace wartoéciom wlasnym o
module 1, i czes¢ niemal stabo stabilng E..s (almost weakly stable), ktora jest scharakte-
ryzowana przez nastepujaca wtasnosé:

dla kazdej funkcji f € E,us albo orbita {T™f : n € N} nie jest warunkowo
zwarta w topologii normowej, albo inf,en |[T"f]| = 0.

Uzyskuje si¢ dzieki temu rozkladowi analogon twierdzenia Kusznirenki w naste¢pujacym
brzmieniu:

Twierdzenie 4.20 ([A4, Theorem 5.4]) Nastepujgce warunki sg rownowazne dla ope-
ratora podwdjnie stochastycznego na LP(p):

1. T ma zerowq entropie ciggowq dla kazdego ciggu,

2. IP(u) = VOW, gdzie T obcigty do'V ma spektrum dyskretne, a limp, .o [ T" f]|, = 0
dla kazdej f € W,

3. jesli Eey © Eaws jest rozktadem Jacobsa-de Leeuwa-Glicksberga przestrzeni LP(u)
wzgledem T', to limy oo [|T7f||, = 0 dla kazdej f € Eaws.

Dla p = 2 uzyskano tez w pracy sformutowanie w terminach rozktadu Nagy-Foiasa opera-
tora na cze$¢ unitarng i catkowicie nieunitarng (konstrukcje tego rozktadu mozna znalezé
w [NF]).

W dowodzie twierdzenia uzasadnia sie, ze operator ma zerows entropie ciggows dla
kazdego ciggu wtedy i tylko wtedy, gdy orbita kazdej funkcji f € LP(u) jest warunkowo
zwarta ([A4, Corollary 5.8]). Ta czes¢ dowodu przebiega podobnie, jak w oryginalnej pracy
Kusznirenki, wydaje sie jednak byé bardziej naturalna w przypadku operatorowym. Dla
operatora o zerowej entropii ciggowej otrzymujemy wtedy, zgodnie z powyzsza charakte-
ryzacja, iz wszystkie orbity funkcji z czeSci niemal stabo stabilnej zbiegaja do zera (nie
ma bowiem orbit o niezwartym domknieciu). Zatem warunek drugi twierdzenia wynika
z pierwszego. Aby udowodnié¢ przeciwng implikacje, mozna pokazaé, ze orbity funkcji z
czesci odwracalnej sg warunkowo zwarte. Jako ze orbity na czeci niemal stabo stabil-
nej tez sy z zalozenia warunkowo zwarte (bo zbiegaja do zera), otrzymujemy warunkowa
zwartos¢ wszystkich orbit, czyli zerows entropie ciagowa. Warunek trzeci stanowi tylko
przeformutowanie warunku drugiego.

Zgodnie z twierdzeniem 5.12 z pracy [A4|, przykiadem klasy operatoréw o zerowej
entropii ciggowej sa operatory quasi-zwarte, czyli takie operatory liniowe na L?(y), dla
ktorych istniejg domkniete podprzestrzenie niezmiennicze F' i H oraz liczba r < 1, dla
ktérych

1. I*(p)=Fa®H,
2. dim(F) < oo 1 wszystkie wartosci wiasne obciecia T'|r maja modul wiekszy od r,

3. promien spektralny obciecia T|y jest mniejszy od r.
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Podobnie mozna uzasadnié, ze je$li w rozktadzie Nagy-Foiaga cze$¢ unitarna operatora 7'
ma dyskretne spektrum, a cze$é catkowicie nieunitarna ma promieri spektralny mniejszy
od 1, to T ma zerowg entropie ciagows ([A4, Remark 5.13]). Jednakze promieni spektralny
réowny 1 poza czeicig unitarng nie wyklucza zerowej entropii ciggowej — przykiad 5.14
z pracy to konstrukcja operatora catkowicie nieunitarnego, o zerowej entropii ciagowej,
majacego promien spektralny réwny jeden na dopetnieniu ortogonalnym stalych.

Twierdzenie Halmosa-von Neumanna udowodnione w 1942 roku w pracy [HvN] moéwi,
ze ergodyczny uklad dynamiczny o spektrum dyskretnym jest izomorficzny z ukiadem
Kroneckera, tj. obrotem na zwartej grupie abelowej. Jako ze w przypadku operatorowym
bardziej naturalnym warunkiem wydaje sie zerowa entropia ciggowa, mozna spodziewaé
sie, ze analogon twierdzenia Halmosa-von Neumanna powinien dotyczy¢ raczej repre-
zentacji operatoréw spelniajgcych ten ostatni warunek. Istotnie, zachodzi nastepujgce
twierdzenie:

Twierdzenie 4.21 ([A4, Theorem 6.3]) Niech T bedzie ergodycznym operatorem po-
dwdjnie stochastycznym na LY(X, 3, p). Niech Yoo = {A € ¥ : 14 € Erov}. Operator T
ma zerowqg entropie ciggowq wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzg jednoczesnie nastepujgce
warunki:

1. operator T obciety do Foy = LY (X, Yiey, 1) jest markowsko izomorficzny z obrotem
R na zwartej grupie abelowej G (z miarg Haara ),

2. dla kazdej f € L*(u) zachodzi zbieznosé

Jim 177 f = T"E(f[Srer) [, = 0.

Ponadto, jesli X jest przestrzeniq Lebesque’a, a Pr prawdopodobieristwem przejscia zada-
jacym T, to istnieje zachowujgce miare przeksztatcenie m : X — G, tokie ze dla kazdej
funkcji g € LYG, \) zachodzi T(gom) = go Rom (tan. izomorfizm markowski staje sie
punktowym izomorfizmem uktaddéw dynamicznych) oraz Pr(z, 7 'Rn(x)) = 1.

Po opublikowaniu wstepnej wersji pracy w serwisie arxiv.org zostatem zaproszony do
wygloszenia na jej temat referatu na konferencji z cyklu Operator Theoretic Aspects of
Ergodic Theory w Wuppertal. Oprécz tego, praca byla referowana na kilku konferencjach
miedzynarodowych, jak i na lokalnym seminarium.
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5 Omoéwienie pozostaltych osiggnieé naukowo—-badawczych.

Ponizej omawiam wylacznie wyniki i prace z okresu po uzgyskaniu stopnia doktora. Prace
wymienione sg w porzadku chronologicznym, jedynie ostatnia z opisywanych opublikowa-
nych juz prac stanowi odstepstwo od tej reguly, jako praca w jezyku polskim i majaca
charakter popularyzatorski.

5.1 B. Frej, A. Kwasnicka. Minimal models for Z%-actions. Colloq. Math.
2008, vol. 110, nr 2, 461-476.

Praca ma swojg geneze w znanym twierdzeniu Jewetta-Kriegera, udowodnionym w [J]
dla ukladéw stabo mieszajgcych i uogélnionym w [Kr| na wszystkie uktady ergodyczne.
Méwi ono, ze dla kazdego uktadu ergodycznego mozna znalezé miarowo izomorficzny z
nim topologiczny uktad dynamiczny $cisle ergodyczny, tj. o jedynej mierze niezmienniczej i
minimalny. W szczegblnoscei, kazdy topologiczny uktad dynamiczny z dowolng ergodyczna
miarg niezmienniczg mozna zamodelowa¢ w izomorficznym uktadzie minimalnym. Wia-
domo, ze w ogélnym przypadku zbi6ér miar niezmienniczych topologicznego uktadu dyna-
micznego jest zwartym wypuklym podzbiorem zbioru wszystkich miar probabilistycznych
na X, majagcym strukture sympleksu Choqueta (patrz [Ph]). Naturalne pytanie o moz-
liwo$é modelowania ukladéw topologicznych w ukiadach minimalnych przy zachowaniu
catego sympleksu miar niezmienniczych bylo rozwazane w pracach [D1] i [KOJ. Niniej-
sza praca rozszerza te wyniki na przypadek dzialania grupy Z¢ w nastepujacy sposdb.
Niech X bedzie zwartg zerowymiarows przestrzenig metryzowalna, a T = {T3,...,T4}
zbiorem komutujacych homeomorfizmow X — X. Pare (X, T) nazywamy d-wymiarowym
topologicznym uktadem dynamicznym lub Z2-dziataniem. Moéwimy, ze uktad (X,T) jest
aperiodyczny, gdy T{... Ty (z) = x wylacznie dlan; = ... = ng = 0. Uklad (X, T) jest mi-
nimalny, jesli X nie ma wtasciwych niepustych podzbior6w domknietych i niezmienniczych
(tzn. podzbioréw F takich, ze T;F = F dla i = 1, ...,d). Zbiér wszystkich borelowskich
probabilistycznych miar T-niezmienniczych na X oznaczamy przez Pr(X).

Definicja 5.1 Dwa d-wymiarowe topologiczne uktady dynamiczne (X,T) 1 (Y, S) sq bo-
relowsko™® izomorficzne jesli istniejg podzbiory Xo C X 1Yy C Y, ktdre majg miare
petng dla kazdej miary niezmienniczej odpowiednio na X i Y, oraz borelowska bijekcja
¢ : Xy — Yy zachowujgea dziatanie (®(Tiz) = S;®(z) dla i = 1,...,d), dla ktorej od-
wzorowanie sprzezone ®* : Pr(X) — Ps(Y) zdefiniowane wzorem ®*(p) = po @71 jest
afinicznym homeomorfizmem wzgledem topologii *-stabych w Pr(X) i Ps(Y').

Gléwnym wynikiem pracy jest twierdzenie:

Twierdzenie 5.2 Jesli X jest zwartqg i metryzowalng przestrzeniq zerowymiarowgq, to
kazdy aperiodyczny uktad d-wymiarowy jest borelowsko* izomorficzny z pewnym uktadem
minimalnym.

Konstruowany w dowodzie uklad jest w istocie uktadem symbolicznym, ale nad nieprze-
liczalnym alfabetem. Gléwna mysl konstrukeji jest podobna jak w {D1], a opiera sie na
zastgpieniu wyjsciowego uktadu przez uktad symboliczny, w ktorym punkty sg reprezen-
towane przez d-wymiarowe nieskoriczone tablice. Nastepnie modyfikuje sie kazdy punkt
uktadu tak, by kazdy blok z ,gestego” podzbioru rodziny wszystkich blokéw wystepuja-
cych w tej reprezentacji pojawial sie syndetycznie, co gwarantuje minimalnoéé. Konstruk-
cja wymaga lematu o markerach w wersji dla Z%-dziatai (dowdd znajduje sie¢ w omawianej
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pracy), ktory pozwala skonstruowaé cigg kodéw blokowych zbiezny jednostajnie do szu-
kanego izomorfizmu. Jednak gtéwne trudnosci, nowe w poréwnaniu z przypadkiem jedno-
wymiarowym, polegaja na utracie liniowego nastepstwa elementéw w orbicie punktu, a co
za tym idzie zamiany ciaggéow (uzywanych w symbolicznej reprezentacji jednowymiarowego
uktadu) na wielowymiarowe tablice nieskoniczone. Kwestia konstrukeji ciagu zagniezdzo-
nych podzialéw takich tablic staje sie istotnie trudniejsza. W pracy wykorzystuje sie w
tym celu nowy sposéb konstrukeji takich podzialéw oparty na porzadku maksymoleksy-
kograficznym. Wymaga to jednak dodatkowego oszacowania ilosci punktéw, dla ktoérych
podziaty na bloki zachowuja sie zle. Takie zle zachowanie nazywamy w pracy istnieniem
,wiecznych brzegdw”.

Po latach odnosze wrazenie, ze choéby ze wzgledu na duzy poziom komplikacji kon-
strukcji, praca mogta ukazaé sie w czasopiémie o wyzszej renomie. Nie stato sie tak przez
male do§wiadczenie publikacyjne autoréw. Jej naturalna kontynuacja (patrz sekcja 5.4)
ukazala sie w czasopi§mie Groups, Geometry, and Dynamics.

5.2 T. Downarowicz, B. Frej, P.-P. Romagnoli. Shearer’s inequality and infi-
mum rule for Shannon entropy and topological entropy. Contemp. Math.,
ISSN 0271-4132; vol. 669 (2016), 63—75

Artykut zaplanowany jako przegladowy, obracajacy sie wokét wlasnosdci podaddytywnosci
klasycznej entropii Shannona, ktoéry zawiera jednak pewne elementy nowe. Zgodnie z
tytutem, duzy nacisk potozony jest na rzadko spotykang w klasycznych monografiach z
teorii ergodycznej nieréwnosé Shearera. W sformutowaniu nieréwnosci Shearera potrzebne
jest pojecie k-pokrycia zbioru skoriczonego F, tzn. rodziny X = {K1, Ko, ..., K, } zbioréw
skonczonych (z mozliwymi powtérzeniami tego samego zbioru), takiej ze kazdy element F
nalezy do K; co najmniej dla k indeksow ¢ € {1,2,...,7}. Powiemy, ze nieujemna funkcja
H o argumentach bedacych zbiorami skoniczonymi spetnia nieréwnosé Shearera, gdy dla
dowolnego F' i dowolnego jego k-pokrycia K zachodzi

H(F) < % > H(K).

KeX

Przez grupe ze $rednig (amenable group) rozumiemy grupe G, dla ktérej istnieje ciag (Fy,)
podzbioréw G spelniajacy dla kazdego g € G warunek
. |gFRAF,|

lim =0,
n—00 IFn|

gdzie gF = {gf : f € F}, a |-| oznacza licznos¢ zbioru. Cigg taki nazywamy ciggiem
Fglnera. Dziatanie grupy G na przestrzeni X jest zadane przez homomorfizm grupowy
okreslony na G, o wartodciach w grupie wszystkich automorfizméw lub wszystkich ho-
meomorfizmdéw przestrzeni X na siebie, w zaleznosci od tego czy rozwazamy sytuacje
miarows, czy topologiczng.

Niech G bedzie grupg ze $rednis, a (F,) ustalonym ciggiem Fglnera. Oznaczmy przez
F(G) rodzine wszystkich skoriczonych podzbioréw G.

Definicja 5.3 Nieujemna funkcja H okreslona na F(G) spetnia zasade minimum, gdy

1

: 1 .
limsup —H(F,) = Félsl(fc) mH(F)

nscor | Fl
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Mowimy, ze H jest G-niezmiennicza, gdy dla kazdego g € G zachodzi H(Fg) = H(F).
Wazno$é nieréwnosci Shearera podkresla nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.4 Jesli nieujemna i G-niezmiennicza funkcja H na F(G) spetnia nieréw-
noS¢ Shearera, to spetnia tez zasade minimum.

Funkcja H(F) = H, (aF ), gdzie « jest skoriczonym rozbiciem przestrzeni probabilistycznej
(X, 1), @F = Vyer go, a Hy(a) oznacza entropie Shannona rozbicia a, spetnia nieréwnosé
Shearera. Zatem powyzsze twierdzenie oznacza w szczegblnosci, ze w przypadku grup ze
§rednig w klasycznej definicji entropii dla dziatania takich grup, mozna uniezaleznié sie
od wyboru ciggu Fglnera i rozwazaé¢ zamiast granicy wzdtuz ciggu Fglnera kres dolny po
wszystkich podzbiorach skoriczonych. Co wiecej, w ogoble cigg Fglnera nie jest potrzebny
do okreslenia entropii. Dlatego tez wzor

* o 1 F
h(G0) = iaf, Ty

mozna wykorzystaé¢ w definicji entropii w bardziej ogélnych grupach. Przyjmujac

hi,(G) = SgphL(G,a),

gdzie kres gorny przebiega wszystkie rozbicia skoiiczone, otrzymujemy pojecie znane obec-
nie w literaturze pod nazwg naive entropy. Bylto ono intensywnie badane m.in. w pracach
Burtona, L. Bowena i Sewarda. Oprocz niewatpliwej prostoty, ma te zalete, ze w od-
réznieniu od entropii soficznej, nie moze wzrosnaé¢ dla faktora. Niestety, jak pokazano
w [L], dla grup innych niz grupy ze $rednig (non-amenable) entropia naiwna przyj-
muje tylko dwie wartosci: 0 lub co. Jedno z pytan postawionych w naszej pracy, o re-
lacje migdzy entropia h*(G) = inf{h}(G,a) : o jest generatorem} a entropia Rochlina
h*(G) = inf{H}(a) : o jest generatorem} zostalo rozwiazane (takze dla entropii wa-
runkowych) przez Sewarda w pracy [S], ktéry pokazal, ze dla dzialan wolnych zachodzi
h;**(G) < h;*(G), co w polaczeniu z wezedniejszym wynikiem tego samego autora daje
réwnosdé tych wielkosci.

Wyniki nowe pojawiajg sie w naszej pracy gtownie w rozdziale szdstym, dotyczacym
entropii topologicznej. W pracy podano przyktady, ze entropia topologiczna, mimo podad-
dytywnosci, nie spelnia ani nieréwnosci Shearera, ani zasady minimum - w tym wypadku
w przyktadzie uzyto dziatania skoriczonej grupy Zs. Udato sie¢ jednak sformutowaé pewne
wyniki pozytywne.

Twierdzenie 5.5 Jesli pokrycie otwarte U sktada sie ze zbiordw parami roztgcznych, to
odpowiadajgca mu funkcja Hyop (F) = Higp (UT> okreslona na F(G) spelnia nierdwnosé
Shearera.

Elementy uktadu symbolicznego X = A® z dzialaniem grupy G, gdzie A jest skoficzonym
alfabetem, bedziemy oznaczaé przez (z4)4ec, gdzie z, € A dla kazdego g € G. Dzialanie
w takim ukladzie jest zadane wzorem (gx), = s4. Role pokry¢ w takim ukladzie moga
petnié rozbicia na cylindry. W szczegdlnosci, przez Py oznaczamy tzw. time-zero partition:
Py ={[a] : a € A}, gdzie [a] = {(zy)gec : T = a}.

Wnhniosek 5.6 Jesli (X, G) jest uktadem symbolicznym, a U = P, to zachodzi zasada
infimum dla Hyop, tzn.
1

heop(G) = huop(G,U) = _inf rﬂﬂmp (ur).
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Mimo braku nieréwnosci Shearera, wykorzystujgc zasade wariacyjna, mozna udowodnié
nastepujacy fakt.

Twierdzenie 5.7 Niech X bedzie zwartq przestrzenig metryczng, a G przeliczalng grupg
ze $redniq dziatajgcg na X za pomocg homeomorfizmow. Niech

: o1
hiop" (G, ) = inf 7 Hop (u)

heop"(G) = s%p hiop* (G, U)

Wtedy
htop*(G) = htOp(G)

Jednoczesnie pytanie o zasade infimum dla entropii topologicznej w przypadku nieskon-
czonych grup ze $rednia, czyli o réwnosé hiep* (G, U) = hyop(G, U) pozostaje otwarte.

5.3 B. Frej, A. Kwasnicka. A map maintaining the orbits of a given Z%-action.
Colloqg. Math. 2016, vol. 143, nr 1, s. 1-15.

Praca dotyczy pojecia orbitalnej rownowaznosci topologicznych uktadéw dynamicznych.
W [GMPS1] pokazano, ze kazde minimalne dzialanie grupy Z? na przestrzeni Cantora, tzn.
zwartej zerowymiarowej przestrzeni metryzowalnej, nie majacej punktéw izolowanych, jest
orbitalnie réwnowazne z pewnym dziataniem grupy Z. Nastepnie Ci sami autorzy uogoélnili
ten wynik w pracy [GMPS2] na przypadek Z%-dziatania dla dowolnego d. W okresie
pomiedzy ogloszeniem tych wynikéw, podjeliémy probe samodzielnego dowodu tego faktu,
z pominieciem skomplikowanej maszynerii uzywanej przez Giordano, Matui, Putnama i
Skaua. Celem byto wskazanie wprost odpowiedniego przeksztalcenia zachowujacego orbity,
a bezposrednig inspiracjg byta praca Forresta [F], wykorzystujaca jako gléwne narzedzie
diagramy Brattelego—Vershika. Nasze podejécie zakoniczyto sie tylko czesciowym sukcesem.
Uzywajac podobnych narzedzi jak w pracy 5.1 (lemat o markerach, podziat na bloki oparty
na porzadku maksymoleksykograficznym) udowodniliSmy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.8 Niech Ti, ..., Ty bedg homeomorfizmami na przestrzeni Cantora X . Dla
minimalnego wolnego Z%-dziatania T = {Ty,...,Ty}, 1 kazdego zo € X istnieje ciggla
iniekcja F: X\ {zo} — X taka, ze dla x z rezydualnego podzbioru X zachodzi

Or(z) = | F*{=z}

neZ

gdzie Or(z) oznacza d-wymiarowg orbite x.
Ponadto, dla pozostatych x zachodzi

Or(z) = yl UZFn{Ij}

dla pewnego skoriczonego zbioru {zy,...,zs}.

Po pojawieniu sie pracy [GMPS2| porzucilismy dalsze badania w tym kierunku.
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5.4 B. Frej, D. Huczek. Minimal models for actions of amenable groups.
Groups Geom. Dyn. 2017, vol. 11, nr 2, s. 567-583.

Jest to kontynuacja badan z pracy opisanej w sekcji 5.1. Jako naturalne uogblnienie przy-
padku Z¢ dziatan, rozwazamy dzialania przeliczalnych grup ze érednig — niezwykle szybko
rozwijajacy sie dzial ukladéw dynamicznych (patrz np. [KL]). Utozsamiamy dziatajaca
grupe z odpowiednig grupa homeomorfizméw i piszemy gz dla oznaczenia obrazu x przez
homeomorfizm wyznaczony przez g. Méwimy, ze dzialanie grupy G jest wolne, gdy waru-
nek gr = z, gdzie g € G, x € X, implikuje, ze g jest elementem neutralnym. Dziatanie
grupy G nazywamy minimalnym, gdy dla kazdego =z € X domkniecie orbity {gz : g € G}
jest rowne calej przestrzeni X lub, réwnowaznie, gdy X nie ma wtasciwych podzbioréw
domknietych i niezmienniczych (tzn. takich, ze gF = F' dla wszystkich g).

Pojecie borelowskiego* izomorfizmu (por. def. 5.1) przenosi sie w naturalny sposob na
dziatanie grup. Wtedy gléwne twierdzenie z pracy ma nastepujace brzmienie:

Twierdzenie 5.9 Jesli X jest zwartg metryzowalng przestrzeniq zerowymiarowg a G jest
grupg ze $rednig G dziatajgcg w sposéb wolny na X, to uktad (X, G) jest borelowsko*
izomorficzny z pewnym minimalnym uktadem dynamicznym (Y, G).

Naiwnie rzecz ujmujac, w poréwnaniu z dziataniem Z¢ trudnoéé polega na tym, ze tracimy
mozliwo$¢ wykorzystania pojecia ksztaltu podzbioru G. Formalnie, zachodzi potrzeba
wykorzystania glteboko nietrywialnych twierdzen o pokafelkowaniach grup z prac [DH] i
[DHZ|, zastepujacych podzialy na bloki wynikajace z algorytmu opartego na porzadku
maksymoleksykograficznym. Zachowujac gtéwna mysl z [D1] i pracy 5.1 polegajaca na
konstrukcji ciggu kodéw blokowych modyfikujgcych trajektorie, czy raczej symboliczne
reprezentacje punktéw z oryginalnej przestrzeni, przeprowadzamy rozumowania natury
ilogciowej, wykorzystujac w szacowaniach pojecie gestosci Banacha. Dzieki twierdzeniu
ergodycznemu Lindenstraussa (patrz [L]), rachunki te przekladajg sie na miary zbiorow.

5.5 B. Frej, D. Huczek. Faces of simplices of invariant measures for actions
of amenable groups. Monatsh. Math. 2018, vol. 185, nr 1, s. 61-80.

Wykorzystujac podobne narzedzia jak w pracy poprzedniej, zajmujemy sie tu zagadnie-
niem reprezentowania $cian sympleksu miar niezmienniczych pewnego uktadu dynamicz-
nego z dzialaniem grupy ze érednig jako pelnych symplekséw miar niezmienniczych. Dla
klasycznych uktadéw dynamicznych problem ten by} rozwazany w pracy [D2].

Niech K bedzie dowolnym metryzowalnym sympleksem Choqueta. Wprowadza sie
nastepujace definicje.

Definicja 5.10

1. Obsada (ang. assignment) sympleksu K nazywamy fukcje ® okreslong na K, takg ze
dla kazdego p € K wartos¢ ®(p) jest uktadem dynamicznym (Xp, Ep, itp, Gp), gdzie
(Xp, 2y, f1p) jJest standardowq przestrzeniqg probabilistyczng, a Gy, dziata na X przez
automorfizmy miarowe.

2. Dwie obsady: ® na K i & na K' sg rbwnowazne, gdy istnieje afiniczny homeo-
morfizm © : K — K', taki ze dla wszystkich p € K uktady ®(p) i ®'(7(p)) sq
wzomorficzne.
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3. Niech (X, Q) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym z dziataniem grupy. Niech
Bx bedzie o-ciatem borelowskim w X, a Pg(X) bedzie sympleksem Chogqueta wszyst-
kich G-niezmienniczych miar na X (z topologig *-stabg).

Obsade okreslong na Pg(X) wzorem ®(u) = (X,Bx,u, G) nazywamy naturalng
obsada na (X, G).

4. Sciana sympleksu S nazywamy zwarty wypukty podzbior S, ktory jest sympleksem i
ktorego punktu ekstremalne sq tez ekstremalne w S.

5. Jesli K jest Sciang sympleksu Pg(X), to obsada tozsamosciows na K nazywamy
obciecie naturalnej obsady na (X, G) do K.

Glownym wynikiem biezgcej pracy jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.11 Niech X bedzie przestrzenig Cantora. Niech G bedzie przeliczalng
grupg ze $redniq dziatajgcq na X w sposéb wolny. Niech K bedzie Sciang sympleksu Pe(X)
wszystkich G-niezmienniczych probabilistycznych miar borelowskich na X . Wtedy istnieje
przestrzer, Cantora Y z wolnym dziatanem grupy G, taka ze naturalna obsada na (Y, G)
jest réwnowazna z obsadg tozsamosciowg na K.

W polaczeniu z wynikami poprzedniej pracy otrzymujemy:

Twierdzenie 5.12 Niech X bedzie przestrzenig Cantora z wolnym dziataniem przeliczal-
nej grupy ze srednig G i niech K bedzie sciang sympleksu Pg(X). Wtedy istnieje prze-
strzeri Cantora Y, taka ze uktad (Y, G) jest minimalny i naturalna obsada na (Y,G) jest
réwnowazna z obsadg tozsamosciowg na K.

Glé6wnym narzedziem w dowodzie wersji twierdzenia dla klasycznych uktadéw dyna-
micznych w [D2] byly miary blokowe (tzn. miary niesione przez orbity okresowe w uktadzie
symbolicznym), ktérymi aproksymowano dowolne miary ergodyczne. Aby méc podobna
strategie stosowaé w przypadku dzialania grup, w omawianej pracy stworzono analogony
takich miar, co stanowi warto$¢ sama w sobie.

5.6 B. Frej, D. Huczek, A comment on ergodic theorem for amenable groups,
przyjeta do druku w Canad. Math. Bull., doi:10.4153/S0008439519000110,
arXiv:1901.01324 [math.DS]

Praca zawiera dowod takiej wersji twierdzenia ergodycznego dla dziatan przeliczalnych
grup ze érednig, w ktérej ustalony ciag Folnera nie jest temperowany. Zamiast tego zakiada
sie, ze funkcja f, ktorej érednie ergodyczne liczymy, spelnia nast¢pujacy warunek typu
mieszania:

Definicja 5.13 Funkcja f jest e-niezalezna od pod-o-ciata ¥g, jesl dla kazdego zbioru
B € ¥y miary dodatniej zachodzi

[ fdun = [ fdu| <,

gdzie pup jest miarg warunkowq na B.
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Twierdzenie 5.14 Niech G = {g1, 92, ...} bedzie przeliczalng grupg ze $rednig dzialajgceg
na przestrzeni probabilistycznej (X, u). Niech (Fy,)nen bedzie ciggiem Fglnera w G, takim
ze dla kazdej o € [0,1) szereg %0, alf™l jest zbiesny. Niech f € L>®(u) spetnia nastepujgcy
warunek: dla kazdego € > 0 istnieje skoriczony zbior K C G, taki zZe f jest e-niezaleina
odo({fog:g¢ K}).

Wiedy

lim = 3 flon) = [fau  ppw

n—00 ‘Fnl ochn

W dowodzie wykorzystuje sie nieréwnosé koncentracyjna Azumy-Hoeffdinga.
Praca byta juz referowana na konferencji miedzynarodowej oraz na zaproszenie na
seminarium z ukladéw dynamicznych odbywajacym sie na krakowskiej AGH.

5.7 B. Frej, D. Huczek, Extensions of full shifts with group actions. przyjeta
do druku w Colloq. Math., doi: 10.4064/cm7843-3-2019, arXiv:1901.01145
[math.DS]

Ta praca zostala zainspirowana wyktadami Aimee Johnson wygtoszonymi na wroctaw-
skiej edycji warsztatéw Wandering Seminar, dotyczgcymi faktoryzowania wielowymiaro-
wych uktadéw symbolicznych o dostatecznie duzej entropii na peten uktad symboliczny
(patrz [JM] i [De]). Podajemy w niej nastepujacy warunek wystarczajacy na to, by uklad -
symboliczny z dzialaniem przeliczalnej grupy ze $rednig byl rozszerzeniem pelnego shiftu
(grupowego).

Definicja 5.15 Uktad symboliczny (X, G) jest silnie nieprzywiedlny, gdy istnieje skon-
czony zbior D taki ze dla dowolnych zbiordw skoriczonych Ty 1 To w G, spetniajgcych
To N DTy, = 0, oraz dowolnych blokow A 1 B, o dziedzinach Ty i Ty, istnieje x € X, dla
ktorego xz(T1) = A i x(Tz) = B.

Twierdzenie 5.16 Jesli uktad symboliczny (X, G) jest silnie nieprzywiedlny i ma en-
tropie topologiczng wiekszq niz logk, to istnieje rozszerzenie symboliczne (5( ,G) uktadu
(X, @), o tej samej entropii, takie ze (X , G) faktoryzuje sie na peten uktad symboliczny o
k symbolach.

5.8 B. Frej, Exploding Markov operators, w recenzji

Jest to kontynuacja badan dotyczacych dynamiki operatorowej. Praca ta zawiera bazujacy
na pojeciu dezintegracji miary konstrukcje operatoréw podwoédjnie stochastycznych, po-
chodzacych od transformacji punktowych w inny sposéb niz operatory Koopmana. Niech
(X, %, u) bedzie standardowa przestrzenig probabilistyczng, a T : X — X zachowu-
jaca miare surjekcja. Dla ciagu malejacego (a,), sumujgcego sie do jedynki, definiujemy
miare m na N kladac m({k}) = ax. Dla ustalonego k£ € N niech & bedzie rozbiciem X
na zbiory T-*{T*z}, z € X, i niech &/(z) oznacza element rozbicia ¢, zawierajacy z.
Niech {uc : C € &} bedzie dezintegracja miary p wzgledem X /€. Ponadto zdefiniujmy
ciag (bx) wzorem by, = *=#+. Niech Al, oznacza cigcie {z € X : (z,k) € A}. Wtedy
definiujemy operator podwojnie stochastyczny na L'(X x N,y x m) ktadac

Tef(y) = [ () Prly,du),
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gdzie Pr jest prawdopodobienistwem przejscia okreslonym jako

PT((:E’ 1), A) - i bk:uﬁk(z)(T_lAlk)

k=1

Pr((@, k), A) = dger-1y(4) dlak>2.

W pracy dowodzi sie, ze operator taki dziedziczy pewne cechy transformacji, od ktérej
pochodzi: jest ergodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy transformacja jest ergodyczna, a takze
ma. dodatnig entropie, gdy transformacja T ma dodatnig entropie. Pomimo dodatnioéci
entropii, moze jednak nie mie¢ zadnych faktoréw punktowych.

5.9 B. Frej, I jeszcze jeden, i jeszcze raz. Matematyka, Spoteczenistwo, Na-
uczanie 41 (VII 2008)

Ta krotka praca to poklosie zaproszenia na konferencje z cyklu Szkota Matematyki Poglg-
dowej 1 zainteresowania zjawiskiem powracania dla operatoréw Markowa. Praca zawiera
wyktad na temat zwigzkéw twierdzenia van der Waerdena o monochromatycznych po-
stepach arytmetycznych z twierdzeniem Birkhoffa o wielopowracaniu w topologicznych
uktadach dynamicznych z komutujacymi homeomorfizmami. Przedstawiony jest w niej
blyskotliwy dow6d twierdzenia Birkhoffa pochodzacy z pracy [BPT]. Niestety, proba prze-
tozenia tego dowodu na jezyk dynamiki zadanej przez prawdopodobieristwa przejscia nie
przyniosta spodziewanych rezultatéw. Praca nie zawiera wynikéw nowych.

5.10 Matematyka Reaktywacja

W latach 2010-2014 zostalem zaproszony do uczestnictwa w projekcie stworzenia interak-
tywnego komputerowego kursu z matematyki, znanego szerzej pod nazwa Matematyka
Reaktywacja, skierowanego do ucznidéw szkét ponadgimnazjalnych. Projekt ten finanso-
wany byt ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach priorytetu III Programu Operacyjnego
Kapital Ludzki — Wysoka jakosé systemu oswiaty, a kierowal nim docent Jedrzej Wie-
rzejewski, jeden z prekursoré6w e-learningu w Polsce. Celem bylo stworzenie atrakcyjnej
platformy e-learningowej, ktora zachecalaby uczniéw do samodzielnej pracy nad mate-
matyka, a nauczycielom dala wygodne narzedzie dydaktyczne. Powstaly zaréwno zasoby
wiedzy, jak i pokazny zbiér zadan interaktywnych (tzw. e-zadan), pozwalajacy uczniom
samodzielnie ¢wiczy¢ material poznawany na lekcji. Procz tego, platforma pozwalala na
przeprowadzanie sprawdzianéw z wykorzystaniem terminala komputerowego. Moja rola
polegala na aktywnym uczestnictwie w tworzeniu zasobow, gtéownie e-zadanl, poczawszy
od etapu powstania prototypow zadan. Kazde e-zadanie nalezato zweryfikowaé¢ pod katem
poprawnosci sformutowania tresci i dziatania, a takze zaproponowaé¢ odpowiednie modyfi-
kacje 1 ulepszenia. Zdobyte doswiadczenia wykorzystywatem réwniez w roli koordynatora
ds. e-learningu w Instytucie Matematyki.
Program byt wprowadzany w kilku wroctawskich szkotach.
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