Autoreferat

1. Imie i nazwisko:

Irmina Czarna

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe - z podaniem nazwy miejsca i
roku ich uzyskania oraz tytulu rozprawy doktorskiej:

2006 dyplom magistra matematyki,
Instytut Matematyczny, Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Wroctawski, praca
magisterska Stochastyczne rownania rozniczkowe w modelowaniu zjawisk finansowych napi-
sana pod kierunkiem prof. dr hab. Ewy Damek.

2011 dyplom doktora nauk matematycznych,
Instytut Matematyczny, Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Wroctawski, roz-
prawa doktorska Problemy dywidend i ruiny dla jedno 1 wielowymiarowych proceséw Lévy’ego
napisana pod kierunkiem prof. dr. hab. Zbigniewa Palmowskiego.

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych

2011 — 2012 asystent w Instytucie Matematycznym, Uniwersytet Wroctawski
2012 — 2017 adiunkt w Instytucie Matematycznym, Uniwersytet Wroctawski
2017 — obecnie adiunkt na Wydziale Matematyki Politechniki Wroctawskiej



4. Wskazanie osiggniecia uzyskanego zgodnie z art. 16. ust. 2 ustawy z
dnia 14 marca 2003 r. o stopniach i tytule naukowym oraz o stopniach i
tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.):

(a) Tytul osiagniecia naukowego

Teoria fluktuacyi dla procesow Lévy’ego zaleznych od poziomu
t zagadnienie paryskiego opoinienia

(b) Lista prac skladajacych sie na osiggniecie naukowe

[H1] R. Loeffen, 1. Czarna, Z. Palmowski, Parisian ruin probability for spectrally negative Lévy
processes, Bernoulli. 2013, vol. 19, nr 2, s. 599-609.

[H2] 1. Czarna, Parisian ruin probability with a lower ultimate bankrupt barrier, Scandinavian
Actuarial Journal. 2016, vol. 2016, nr 4, s. 319 337.

[H3] M. A. Lkabous, 1. Czarna, J-F. Renaud, Parisian ruin for a refracted Lévy process, Insurance
Mathematics and Economics. 2017, vol. 74, s. 153-163.

[H4] 1. Czarna, J.-L. Pérez, T. Rolski, K. Yamazaki, Fluctuation theory for level-dependent Léuvy
risk processes, Stochastic Processes and their Applications. DOI:10.1016/j.spa.2019.03.006

(c) Omoéwienie celu wyzej wymienionych prac i osiggnietych wynikow wraz z omoéwie-
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Wstep

Procesy Lévy’ego moga by¢ postrzegane jako naturalne uogoélnienie spaceréw losowych do proce-
sOwW z cigglym parametrem czasowym, a tym samym stanowia wazng podklase proceséw Markowa.
Najbardziej znanymi przyktadami tychze procesow sa proces Wienera, ztozony proces Poissona czy
proces Cauchy’ego. Dodatkowo niektére rezultaty otrzymane dla procesow Lévy’ego moga byé¢ wy-
korzystane do stawiania hipotez i sprawdzania wtasnosci dla ogélniejszych klas proceséw. Oznacza
to, ze procesy Lévy’ego mogg by¢ traktowane jako swego rodzaju klasa ,doswiadczalna” dla teorii
procesow Fellera czy jeszcze ogolniej dla procesow Markowa. Ponadto procesy Lévy’ego znajduja
swoje zastosowanie w modelowaniu m.in. zjawisk fizycznych, ubezpieczeniowych czy ekonomicznych,
dzieki czemu literatura po$wiecona tymze procesom jest obecnie bardzo bogata |1, 3, 4, 12, 28, 39|.

Glownym celem osiggniecia naukowego byto stworzenie ogélnej teorii fluktuacji dla spektralnie
ujemnych proceséow Lévy’ego zaleznych od poziomu, ktore sa definiowane jako mocne rozwiaza-
nie pewnego stochastycznego réwnania rézniczkowego oraz sg uogdlnieniem procesow Lévy’ego do
procesow Fellera. Przyktadami takich proceséw sg oczywiscie procesy Lévy’ego, tzw. procesy za-
lamane (refracted Lévy processes) rozwazane w literaturze przez [24, 25, 33, 48] oraz uogo6lniony
proces Ornsteina-Uhlenbecka zabijany w momencie zej$cia ponizej pewnego ustalonego poziomu,
ktory (takze bez owego zabijania) byl wczesniej badany w pracach [27, 40, 46, 47].



Prace |[H1|-|H3] badaja prawdopodobienistwo ruiny i tozsamosci fluktuacyjne dla spektralnie
ujemnych proceséow Lévy’ego i zalamanych procesow Lévy’ego, gdzie motywem przewodnim byto
rozwazanie tzw. paryskiego opdznienia. Paryskie opdznienie oznacza zadany z gory, determini-
styczny czas d > 0, przez ktéory badany proces musi znajdowaé sie w okreslonym polozeniu: na
przyklad powyzej/ponizej pewnego poziomu (tak zwanej bariery). Zauwazmy, ze przypadek d =0
oznacza brak opdznienia, czyli klasyczng teorie, ktéra w przypadku proceséw Lévy’ego jest dobrze
znana w literaturze |7, 31, 36]. Jak sie okazuje, zagadnienia zwiazane z paryskim op6znieniem caly
czas ciesza sie spora popularnoscig, a mnogo$¢ nowych problemoéw nie wyczerpata jeszcze tematu
paryskiego opoznienia w teorii ryzyka. Swiadcza o tym liczne prace powstale w ostatnim czasie
(zob. [6, 18, 23, 44, 45, 51]).

Przedstawione osiagniecie naukowe dotyczy ogolnej klasy spektralnie ujemnych proceséw Lévy’ego
zaleznych od poziomu, ktore w zaleznosci od rozwazanych parametréw moga by¢ procesami Lévy’ego,
zalamanymi oraz wielokrotnie zalamanymi procesami Lévy’ego. Ich wtasnosci zostaty zbadane za
pomoca technik teorii fluktuacji procesow Lévy’ego, m.in. funkcji skalujacych oraz technik zwigza-
nych z teoria wycieczek dla proceséw Lévy’ego. W pracy [H1| zostal udowodniony wzér na prawdo-
podobienstwo paryskiej ruiny dla dowolnego spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego. Kluczowym
pomystem byto zastosowanie formuly Kendalla i dzieki temu odwrocenie transformaty Laplace’a
zwigzane] z wycieczka ponizej poziomu zero rozwazanego procesu. Nalezy dodaé, ze otrzymane
w pracy wyrazenie na prawdopodobienistwo paryskiej ruiny jest kompaktowe i nie zalezy od ro-
dzaju wahania rozwazanego procesu Lévy’ego. To sprawito, ze metody dowodowe zastosowane w
pracy [H1]| zostaly pozniej wykorzystane przez innych autoréw do uzyskania rezultatow zwiazanych
z paryskim opdzZnieniem w réznych modelach (zob. [6, 45, 51]). Te badania staly sie motywacja
do rozwazenia modelu paryskiego opdznienia z dodatkowa bariera na pewnym ustalonym poziomie
—a < 0 (praca |H2|). Powyzszy model jest ciekawy z punktu widzenia zastosowari, poniewaz le-
piej modeluje rzeczywistosé i w przypadku, gdy wycieczka ponizej zera dla rozwazanego procesu
jest zbyt gleboka (tzn. wieksza niz poziom a) to ruina nastepuje automatycznie. Natomiast z
matematycznego punktu widzenia model jest bardziej skomplikowany obliczeniowo i dowodowo.
Dodatkowo w pracy |H2| nie tylko wyprowadzono wzér na prawdopodobienstwo paryskiej ruiny
7z tzw. dolng barierg na poziomie —a < 0, ale takze wyznaczono asymptotyki tego prawdopo-
dobienstwa, zar6wno lekko- jak i ciezkoogonowe. Praca |H3| uogolnia rezultat otrzymany w |H1|
na przypadek tzw. zatamanego spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego, ktory jest definiowany
jako mocne rozwiazanie pewnego stochastycznego réwnania rézniczkowego. Ponadto w pracy [H3|
oprocz prawdopodobieristwa paryskiej ruiny otrzymano formuty na jedno- i dwustronne problemy
wyjécia dla tego procesu rozwazanego z paryskim opédznieniem. Techniki dowodowe zastosowane
w tej pracy wykorzystuja wzor Kendalla, teorie funkcji skalujacych oraz wycieczek dla spektral-
nie ujemnych procesow Lévy’ego. Zwieniczeniem tych badan jest praca [H4|, w ktorej rozwaza sie
0g6lng rodzine procesdéw Lévy’ego zaleznych od poziomu bedacych procesami Fellera. W pracy uzy-
skano formuly na jedno- i dwustronne problemy wyjscia oraz rezolwenty, czyli miary oczekiwanych
craséw przebywania procesu w pewnym zbiorze borelowskim. Wyrazenia te zostaly przedstawione
za pomoca nowych funkcji skalujacych, ktore jak udowodniono spelniaja pewne réwnania catkowe
typu Volterry.

Podsumowujac, ponizej prezentujemy najwazniejsze rezulaty uzyskane w pracach wchodzacych
w sktad osiagniecia naukowego:



W pracy |H1| badano prawdopodobieristwo paryskiej ruiny dla dowolnego spektralnie ujem-
nego procesu Lévy’ego. Otrzymano zwarty wzor na owo prawdopodobienstwo, ktory zostat
wyrazony w jezyku funkcji skalujacej rozwazanego procesu oraz za pomoca rozkladu tego
procesu w chwili d.

e Praca [H2| dotyczy zagadnienia prawdopodobieristwa ruiny z paryskim opo6Znieniem oraz
z tzw. dolng barierg. Dla dowolnego spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego wyznaczono
wz0r na powyzsze prawdopodobienstwo oraz dodatkowo otrzymano lekko- i ciezkoogonowe
asymptotyki dla tego modelu.

e W pracy |H3| znaleziono wzor na prawdopodobienistwo paryskiej ruiny dla tzw. zalamanego
spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego. Ponadto otrzymano formuty na jedno- i dwustronne
problemy wyjscia dla tego procesu rozwazanego z paryskim opéznieniem.

e Praca [H4| dotyczy teorii fluktuacji dla ogolnej klasy tzw. procesow Lévy’ego zaleznych od
poziomu. Glownym rezultatem pracy |[H4| jest dowod istnienia, charakterystyka i otrzymane
formuly na rezolwenty oraz jedno- i dwustronne problemy wyjscia dla tychze proceséw. W
tej pracy tozsamosci fluktuacyjne zostaly otrzymane w przypadku, gdy paryskie op6znienie
d wynosi zero.

Zanim przejdziemy do doktadnego opisu powyzszych wynikoéw przedstawimy podstawowe defini-
cje, wzory oraz wlasnosci trajektorii proceséw Lévy’ego, ktore byty wykorzystywane w omawianych
pracach. Bardziej kompletne i pelne opracowania mozna znalez¢ w ksiazkach |7, 31].

Procesy Lévy’ego i teoria ryzyka

Niech X = {X,t > 0} bedzie procesem Lévy’ego o wartosciach w R, zdefiniowanym na przestrzeni
probabilitycznej (Q,F,{F; : t > 0},P), tzn. X jest procesem stochastycznym o stacjonarnych
niezaleznych przyrostach oraz trajektoriach typu cadlag. Ponadto bedziemy uzywac¢ nastepujacej
notacji: oznaczymy przez P, rozklad X, gdy Xy = z, a odpowiadajaca wartosé oczekiwania przez
E,. Dodatkowo bedziemy pisa¢ P oraz E, gdy x = 0.

Trojka Lévy’ego dla procesu X jest zadana przez (v, o, 11), gdzie v € R, 0 > 0 oraz II jest miara
okreslong na R\{0} spelniajaca warunek [; (1A 2?)II(dz) < oo, zwang miarg Lévy’ego procesu X.

Procesy te sa scharakteryzowane przez formute Lévy’ego—Chinczyna, gdzie dla # € R

) 1 .
T(0) = —logE[e™ ] = —inh + 50292 + /(1 — e — 021 |41y I(d2)
R
jest wykladnikiem charakterystycznym procesu X. Jesli dodatkowo zalozymy, ze proces X jest
spektralnie jednostronny, na przyklad spektralnie ujemny (tzn. miara I jest skoncentrowana na
polprostej ujemnej), to jego wyktadnik Laplace’a v jest wtedy dobrze okreslony i zadany w naste-
pujacy sposéb

1
Y(0) = —U(—if) = log B[] = ~0 + 50—292 + /( O)(eel‘ — 1 — 021, <1y)(dx)



dla wszystkich > 0. Ponadto ®(q) = sup{s > 0: () = ¢q} to funkcja prawostronnie odwrotna
do .

Ze wzgledu na wahanie trajektorii procesy Lévy’ego mozemy podzieli¢ na dwie roztaczne klasy:
procesy o wahaniu ograniczonym i nieograniczonym. Procesy spektralnie ujemne o wahaniu ogra-
niczonym, to takie, ze f(—l,O) xll(dz) < 0o oraz o = 0. Mozna je przedstawi¢ w postaci

Xt:x+pt_st7

gdzie proces S; to czysty subordynator (tj. proces o niemalejacych trajektoriach) bez dryfu, na-
tomiast p = v + f(—l,o) zll(dx) > 0. W teorii ryzyka klasycznym przykladem takiego procesu jest
proces Craméra-Lundberga, ktory jest zadany nastepujacym wzorem

N¢
Xt:x—i—pt—ZCk, (1)

k=1

gdzie proces {V; };>¢ to jednorodny proces Poissona z intensywnoscia A, a nieujemne zmienne losowe
C} sg i.i.d. oraz sg niezalezne 7z procesem N.
Zdefiniujmy teraz za pomoca tzw. transformaty Esshera nastepujaca wyktadnicza zamiane
miary:
dps
dP,

= exp{e(X; — Xo) — ¥(c)t} (2)

Fi

dla dowolnego c takiego, ze Ee“*! < co. Z ogdlnej teorii proceséw Lévy’ego (zob. [7, 31|) wiadomo,
ze proces X wrzgledem P¢ nadal jest spektralnie ujemnym procesem Lévy’'ego z wyktadnikiem
Laplace’a postaci:

(0) = (0 +c) —w(c) dlab > —c.

Powyzszy fakt odgrywa kluczowa role w analizie modeli ubezpieczeniowych, ktére sa konstruowane
w oparciu o spektralnie ujemne procesy Lévy’ego. Dla przyktadu, za pomoca wyktadniczej zamiany
miary (2) dowodzone sa wyrazenia na transformaty Laplace’a zwigzane z pierwszymi czasami wyj-
§cia procesu z pewnego zbioru.

Wiekszoé¢ wynikow rozprawy dotyczy zagadnien zwigzanych 7 teorig fluktuacji dla spektralnie
ujemnych proceséw Lévy’ego i spektralnie ujemnych procesow Lévy’ego zaleznych od poziomu. W
tej teorii w przypadku procesow Lévy’ego istotng role pelnig tak zwane funkcje skalujace.

DEFINICIA 1. Dla spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego X oraz g > 0, funkcje skalujgcg
W@ . R — [0,00) okreslamy nastepujgco: dla wszystkich © < 0 mamy W9 (z) = 0 oraz dla
wszystkich x > 0, funkcjia W@ jest ciggta, Scisle rosngca, a jej transformata Laplace’a wynosi

| erwow = we o 6> e, (3)

Tak zdefiniowang funkcje nazywamy takze funkcjg skalujgeq pierwszego rodzaju lub funkcjo q-skalujgcq.
Natomiast dla ¢ = 0 uiywamy zapisu W@ = W.



Funkcja skalujaca W@ pojawia sie klasycznie jako rozwiazanie tak zwanego dwustronnego pro-
blemu wyjscia z odcinka [0, a], ktory w literaturze ma dluga historie (zob. [7, 30, 49]). Niech
7o = inf{t > 0: X; <0} oraz 7,7 = inf{t > 0: X; > a}. Czas zatrzymania 7, w zastosowaniach
ubezpieczeniowo-aktuarialnych nazywany jest momentem ruiny. Wtedy dla dowolnego ¢ > 0 oraz
0 < z < a zachodzi
W(q)(@

W(q) (a) '

To wlasnie prawa strona powyzszej tozsamosci jest zrodlem nazwy funkcja skalujgea dla W@,
Warto tutaj wspomnie¢, ze dla wybranych procesow Lévy’ego (jak na przyktad ruch Browna z
dryfem czy proces Craméra-Lundberga z wykladniczymi skokami) posta¢ funkcji W@ mozna wy-
znaczy( explicite (zob. [36, H1|). Kolejna funkcja pojawiajaca sie w tozsamosciach fluktuacyjnych
dla procesow Lévy’ego jest tak zwana druga funkcja skalujaca Z(@.

+
—qTa —
Ex e ].{T;—<TO—} —

DEFINICIJA 2. Dla dowolnego ¢ > 0 oraz x € R zdefiniujmy

Z9D(z) =14¢q / WD (y)dy.
0
Poniewaz w teorii fluktuacji wiekszos¢ tozsamosci wyrazana jest za pomoca tychze funkcji, ich
wlasnosci byty szeroko badane w literaturze (zob. |10, 31, 32, 34, 36|). I tak na przyklad rozwiazanie
jednostronnego problemu wyjscia z pétprostej dodatniej dla spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego
dla ¢ > 0 oraz x > 0 jest postaci

. q

E:v[e 70 1{7'07<oo}] = Z(q)<$) - ww(q)(l’)
Tloraz % dazy do ¢'(04), gdy ¢q | 0, stad w przypadku gdy ¢ = 0 otrzymujemy ponizszy wzor na
prawdopodobieristwo ruiny

_ 1=/ (00)W(z) dla ¢/(04) > 0
Po(7y < 00) = { 1 dla ¢/(0+) < 0. (4)

W teorii ryzyka podstawowa charakterystyka jest wtasnie powyzsze prawdopodobienstwo ruiny
P, (15 < 00), ktore jest traktowane jako pewna miara ryzyka i stanowi wazny sktadnik uwzgledniany
przy wyliczaniu sktadki ubezpieczeniowej. Liczba artykulow zajmujacych sie ta tematyka jest
ogromna, wystarczy wspomnie¢ ksiazki Rolskiego i in. [50] oraz Asmussena [2, 3| i referencje tam
zawarte. W artykulach |13] oraz |H1| uogélniono pojecie ruiny do tzw. paryskiej ruiny, ktora
pojawia sie, kiedy proces pozostaje ponizej zera dtuzej niz ustalony horyzont czasowy d > 0 (zob.
Rys. 1). Formalnie definiujemy paryski moment zatrzymania w nastepujacy sposob:

¢ =inf{t >0:t—sup{s <t:X,>0}>d X, <0},
za$ prawdopodobienstwo paryskiej ruiny jest wtedy dane przez:
P(r¢ < 00| Xy = 1) = P, (77 < o0).

Zauwazmy, ze przypadek d = 0 odpowiada klasycznej ruinie.



Nazwa ,paryska ruina” pochodzi od paryskiej opcji, ktéra jest wykonywana, jeéli cena akcji
pozostaje powyzej lub ponizej wezesniej okreslonej kwoty, dtuzej niz ustalony horyzont czasowy
(zob. |11, 15, 16, 17]). Rozwazanie paryskiej ruiny jest jak najbardziej uzasadnione ekonomicznie.
Pozwala ono bowiem modelowa¢ mozliwos¢ przetrwania firmy ubezpieczeniowej pomimo ujemnych
rezerw, ktore dopuszczamy tylko na ustalonym, skoriczonym horyzoncie czasowym. Dlatego wy-
7ej przedstawiony problem okazal sie zar6wno ciekawy z punktu widzenia ekonomicznego, jak i
matematycznego.

A
Xt

Rys.1. Przyktadowa trajektoria procesu X oraz momenty klasycznej i paryskiej ruiny.

Rozwijajac dalej te teorie w pracy [H2|, zdefiniowano tzw. paryskie opoZnienie z dolng bariera
—a w nastepujacy sposob:

k4 = min(r?, 77,),

gdzie 7—, = inf{t > 0 : X; < —a}. Wtedy prawdopodobienistwo ruiny jest dane przez:

P(k%* < 00| Xy = 2) = P, (k% < c0).

Jak sie okazuje, tak zdefiniowany moment paryskiej ruiny dodatkowo z dolng bariera w pewnych
sytuacjach lepiej modeluje rzeczywistosé. Mozemy to rozumie¢ w ten sposob, ze paryskie opdznienie
bedziemy stosowac tylko dla firm, ktorych poziom bankructwa nie jest zbyt duzy, tzn. wiekszy od
pewnego ustalonego poziomu —a < 0. Matematycznie przyjmujemy, ze taka ruina zachodzi, kiedy
rozwazany proces X znajdzie sie ponizej zera dtuzej niz pewien ustalony horyzont czasowy d > 0
lub gdy proces Lévy’ego znajdzie sie ponizej tzw. dolnej bariery, ktora jest na pewnym ustalonym
poziomie —a < 0.

Ponadto w pracy [H2| w celu uzyskania asymptotyk, gdy = — oo, dla powyzszego prawdopo-
dobienstwa, rozwazano proces dualny do procesu X, czyli w tym przypadku X = —X, ktory jest
procesem spektralnie dodatnim z miarg Lévy’ego zadanag przez ¢ (dy) = I1x(—dy).



Wszystkie obiekty charakteryzujace proces X beda oznaczane przy uzyciu ,daszka” nad istnie-
jaca juz notacja dotyczaca procesu X. Dla procesu X zdefiniujmy proces drabinowy (L~ H) =
{(L:Y H) Yeso:

-1 :{ inf{s >0: L, >t} gdyt< Ls
t 00 w przeciwnym przypadku

oraz
7 XLt—1 gdy t < Lo
T w przeciwnym przypadku,
gdzie L = {L;}4>0 jest tzw. czasem lokalnym w maksiumum (patrz [31, str. 140|). Przypo-

mnijmy, ze (L™', H) jest dwuwymiarowym subordynatorem z wykladnikiem Laplace’a (6, 3) =
—logE (e‘eLfl_BHll{lgLoo}> oraz 7z miarg Lévy’ego, ktéra bedziemy oznacza¢ przez 1ly. Dla pro-

cesu dualnego X zdefiniujmy malejacy proces drabinowy przez (Eil, f[) = {(Zt_l, ﬁt)}tzo, Z Wy-
ktadnikiem Laplace’a k(6, §). Dodatkowo zauwazmy, ze L., ma rozktad wykladniczy z parametrem
%(0,0), gdy ®(0,0) > 0 (patrz |31, str. 152]). Ponadto z faktoryzacji Wienera-Hopfa wynika, 7e:

0.0) = 00) + 5, FO.5) = g

patrz [31, str. 169-170]. Stad x(0,0) = ¢'(0+).
Teraz zdefiniujmy miare potencjatu U:

U(dx,ds) = / P(L;' € ds, H, € dx)dt
0

o no$niku na [0, 00)?, z transformata Laplace’a f[o oo? e 957PY (dx,ds) = 1/k(0, B), a takze miare

odnowy
U(dz) = / U(dx,ds) =E </ l{Htedx}dt) :
[0,00) 0

Dodatkowo, na przyklad z [31] wiadomo, ze dla spektralnie ujemnych proceséw Lévy’ego miara
odnowy wynosi U(dz) = dx. Natomiast miara odnowy U(dz) dla (L™, H) jest zadana przez:

e ~ 0
e U (dz) = —;
[ 0=
patrz [31, str. 195].

Prawdopodobieristwo paryskiej ruiny dla spektralnie ujemnych proceséow Lévy’ego
(praca [H1])

Badania dotyczace paryskiej ruiny dla dowolnego spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego zaczely
sie od pracy |13], gdzie otrzymano dwie osobne formuly na owo prawdopodobienstwo w zaleznosci
od wahania trajektorii rozwazanego procesu.



Twierdzenie 1 (Theorem 1 w [13]). Prawdopodobieristwo paryskiej ruiny dla spektralnie ujemnych
procesow Lévy’ego wynosi:

P, (7% < 00) = P,(15 < 00)P(7¢ < 00)
+ (1 = P(r? < 00)) /00 P(r} > d)P.(15 < oo, —X,- €dz) (5)

oraz

/ / (7 > 5)P.(1y < o0, -X.- € dz)ds

W X 1 0 0 —0
( )—5 o (Zéw))( )+ mwéw))(x))’ (6)

gdzie qu(e) = e *OrW (2) oraz Zé(g) =1- Hf e~ ®OVWV () dy to funkcje skalujgce zdefiniowane

wzgledem miary P®) zadanej przez (2).

0

Aby udowodni¢ wzor (5) nalezy zastosowa¢ mocna whasnosé Markowa. Wtedy na zdarzeniu
{7% = oo} dana trajektorie pocesu X, ktéra schodzi ponizej poziomu zero, rozbijamy na dwie cze-
$ci. Pierwsza 7 nich zaraz po skoku procesu X startuje z pewnego poziomu —z < 0, a nastepnie
powraca do zera w sposob ciagly, poniewaz rozwazany proces jest spektralnie ujemny. Dodatkowo
jest to przypadek, kiedy powrdt procesu X do poziomu zero nastgpil w czasie krotszym niz paryskie
opoOznienie d. Druga czeéc¢ trajektorii zaczyna sie zaraz po wyzej opisanej wycieczce ponizej poziomu
zero, w momencie kiedy proces X startuje z zera. Wtedy prawa strona powyzszej rownosci jest
czesciowo scharakteryzowana przez obiekty, ktore sa juz znane w klasycznej teorii ruiny dla spek-
tralnie ujemnych proceséw Lévy’ego. Sa to wzor na prawdopodobienstwo ruiny oraz transformata
Laplace’a rozktadu pierwszego momentu doj$cia do pewnego zadanego poziomu. Jedyna wielkoscia,
ktora nalezy jeszcze wyznaczyé jest prawdopodobienistwo paryskiej ruiny P(7¢ < oo), gdy proces
startuje z x = 0. Owo prawdopodobienstwo zostalo scharakteryzowane ponizej w Twierdzeniu 2.

Najpierw, dla € > 0 oznaczmy przez p*(s) = P.(7, < s) prawdopodobienstwo, ze wycieczka
powyzej poziomu 0 jest krotsza niz s. Niech

(s 1) = / P(rh < )Py < 5,—X,_ € d2)
0
+P(rF <P (1 < s, X,- =0)

bedzie prawdopodobienstwem, ze wycieczka powyzej 0 jest krotsza niz s oraz wycieczka ponizej 0
nastepujaca zaraz po niej, jest przesunieta w dot o —e, i jest krotsza niz t. Zauwazmy takze, ze
pt(s) = p(s,00). Wtedy mozemy napisa¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2 (Theorem 2 w [13]). (i) Jesli X jest procesem o ograniczonym wahaniu, to
Jo P(r > d)P(1y < o0, —X.- €dz)
1—p+ [[PP(r} > d)P(1y < oo, —X.- € dz)’

Pt < 00) =

gdzie p = P(1, < 00) oraz

/ / (rf > $)B(ry < o0, X, €dz)ds = %(@(19)_@&’(?))'
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(i1) Jesli X jest procesem o nieograniczonym wahaniu, to

(b)) — p(b,d
P(r < 00) = lim limw. (7)
b—oo €l0 1-— p(b, d)
W pracy |H1| poprawiono powyzszy rezultat, poniewaz odwrocono transformate Laplace’a (6),
dzieki czemu otrzymano jedna zwarta formute dla dowolnego spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego.

Twierdzenie 3 (Theorem 1 w [H1|). Niech d > 0. Zatdzmy, ze E[X1] = ¢'(0+) > 0. Wtedy dla

r € R,

Joo W (x + 2)2P(Xy € dz) s)
J° ZP(Xq € dz) '

Jak wida¢ ze wzoru (8) prawdopodobienstwo paryskiej ruiny zostalo wyrazone za pomoca roz-
ktadu procesu X w momencie d oraz w jezyku funkcji skalujacej tego procesu, co dla pewnych klas
proceséw moze by¢ wyliczone explicite.

Dowdd powyzszego twierdzenia jest kilkuetapowy. Po pierwsze kluczowy jest tutaj ponizszy
lemat, ktory mozna udowodnié stosujac nastepujacy wzor Kendalla (zob. [7] Corollary VIIL.3): dla
miar P(7;" € dr) oraz P(X, € dz), na [0, 00)? zachodzi

rP(r) € dr)dz = 2P(X, € dz)dr.
Lemat 1 (Lemma 2 w [H1]). Dla 0 > 0,

o@)x 1 0 X ey
E. [1{Tg<oo}e 0} —@/O e VW (z 4 y)dy,

* e [Tz )
e -P(X, € dz)dr = —e Y.y >0,
/0 /y r ®(0)

P.(7% < 00) = 1 — E[X{]

/OO W(z)%IP’(Xr €dz) = 1.

Nastepnie osobno dowodzony jest wzor dla proceséw o ograniczonym wahaniu i dalej dla pro-
ces6w o nieograniczonym wahaniu. W przypadku proceséw o ograniczonym wahaniu dowdd jest
prostszy i opiera sie przede wszystkim o mocng wltasnosé Markowa i fakt, ze procesy Lévy’ego sa
jednorodne w przestrzeni. Wtedy najpierw wyprowadzany jest wzor na prawdopodobienistwo pary-
skiej ruiny, gdy x = 0, a nastepnie dla dowolnego z € R. Jesli chodzi o przypadek nieograniczonego
wahania, dowod glownego twierdzenia pracy [H1| jest bardziej skomplikowany i wymaga uzycia
argumentu granicznego. Wynika to z faktu, ze w tym przypadku 0 jest regularne dla (—oo,0) (tzn.
P(r, =0) = 1), co razem z (4) daje, ze W(0) = 0, a wtedy wzor na prawdopodobienstwo paryskiej
ruiny dla x = 0 wymaga aproksymacji. Dlatego w tym przypadku dla ¢ > 0 definiujemy czas
zatrzymania 74 jako

td=inf{t >d:t—gf>d X,_q <0}, gdzie gt =sup{0<s<t:X,>¢e}

Zauwazmy, ze czas zatrzymania Ted to pierwszy taki moment, ze zdarzy sie wycieczka zaczynajaca
sie, gdy proces X znajdzie sie ponizej 0, koniczaca sie przed momentem, gdy X powrdci do poziomu
e oraz o dhugosci wiekszej niz d. Nastepnie, dla tak zdefiniowanego czasu zatrzymania, stosujac
rozumowanie jak w przypadku ograniczonego wahania dostajemy wzor na prawdopodobienstwo
P. (7% < o0) (w pracy [H1| wzor (13)). Ostatecznie, biorac € | 0 otrzymujemy teze Twierdzenia 3.
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Prawdopodobienistwo paryskiej ruiny z dolng bariera bankructwa (praca [H2])

Kolejne naturalne pytanie w kontekscie teorii ruiny dotyczy prawdopodobienistwa paryskiej ruiny z
tak zwang dolng bariera bankructwa, zadang na pewnym poziomie —a < 0. Jak juz pisano we wste-
pie, taki model jest interesujacy zaréwno w punktu widzenia zastosowar, jak i teorii, poniewaz lepiej
modeluje rzeczywisto$é, a ponadto stanowi bardziej skomplikowane zagadnienie z matematycznego
punktu widzenia. Formalnie zdefiniujmy nastepujacy moment zatrzymania:

d,a

k4 = min(r?, 77,

gdzie 7—, = inf{t > 0 : X(¢) < —a}. Celem pracy [H2| bylo wyrazenie formuly na prawdopodo-
bieristwo paryskiej ruiny z dolng bariera P, (k% < 00) w jezyku znanych juz obiektow 7 teorii ruiny
dla procesow Lévy’ego, m.in. funkcji skalujacych. W pracy [H2| otrzymano nastepujace formuty
na prawdopodobienistwo paryskiej ruiny z dolng bariera.

Twierdzenie 4 (Theorem 1 w [H2|). Dia x > 0:
P, (k% < 00)
a 2
=P.(15 < 00) —P(k** = c0) (/ P, (7, < min(d, 7y ))P.(75 < oo, —X,-€dz) + %W’(m)) ,
0

gdzie
P.(ry <o0)=1—4"(0+)W(x)

oraz
/ 6_95/ P,_.(7,) < min(s, 75 ))P.(1y < o0, —X, - €dz)ds
0 0

[ee]

1 a X e
R @) (q — _ o
V() /0 W' a — z) /0 U(x — dy) /0 s(dz+v+y)dv

= g [ WO 2) [ Tt =) V) = Wi - )

Twierdzenie 5 (Theorem 2 w [H2|). (i) Jesli X jest procesem o ograniczonym wahaniu, to

P(ry < 00) — [ Paz(7y” < min(d, 75 ))P(r5 < o0, -X,- €dz)

P(k®* < 00) = : :
( o) 1— [ Pos(r < min(d, 7 ))P(ry < 00, =X € dz)

gdzie
| et [ Bt < minGsim DB(y < o0, X, € d2)ds
0 0

1 a
Q)
o )/0 W (a — 2)llx(z,00)dz.
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(i1) Jesli X jest procesem o nieograniczonym wahaniu, to

€l0 1- p(dv 6) ’

gdzie pT(€) = Pc(1y < 00) oraz

p(t,€) = / P, (7. <min(¢,75)) Pe(ry < 00, —X - €dz)
0

2
+Pu(r < min(t, 1)) W (0

jest prawdopodobienstwem, zZe po raz pierwszy wystgpr wycieczka zaczynajgcea sie, gdy proces
X znajdzie sie ponizej zera (lub w zerze), ale powyzej —a, koriczqca sie kiedy proces X powrdci
do poziomu €, o dlugosci krotszej niz t.

Powyzsze dwa twierdzenia dowodzone sg przez mocng wlasno$¢ Markowa, whasnosci funkcji
skalujacych oraz jednorodno$¢ w przestrzeni proceséw Lévy’ego.

Warto tutaj doda¢, ze dla procesu Wienera z dryfem X; = z 4 pt + 0 B; wyznaczono powyzsze
prawdopodobienistwo ezplicite (w pracy |H2| jest to przyklad 6.2). Ponadto, rozwazano réwniez
procesy Craméra—Lundberga z wykladniczymi skokami (1) oraz Craméra-Lundberga z wykladni-
czymi skokami dodatkowo zaburzanego ruchem Browna (w pracy |H2| sa to przyktady 6.1 oraz
6.3). W tych przypadkach dokonano analizy numerycznej dla prawdopodobieristwa paryskiej ruiny
z dolna bariera, stosujac metode fast Fourier transformation (FFT) dodatkowo wzbogacona o tzw.
ne-algorytm” do przyspieszenia zbieznosci nieskonczonego szeregu Fouriera. Szczegbdlowa analiza
wraz z wnioskami jest dostepna w pracy |H2| w rozdziale Ezamples.

Wazna czescia tej pracy sa rozdziaty dotyczace asymptotyk lekko- oraz ciezkoogonowych. Tu-
taj interesuje nas zachowanie prawdopodobienstwa paryskiej ruiny z dolng bariera bankructwa w
przypadku, gdy kapital poczatkowy X, = x dazy do nieskoniczonoéci. W przypadku asympto-
tyki lekkoogonowej (w pracy |H2| rozdzial 4) zaktadamy, ze speliony jest warunek Craméra, tzn.
istnieje v > 0 taka, ze R

V() =v(=7) =0 (9)
oraz funkcja @(’y) jest skoficzona w poblizu v. Wtedy Ee " < oo i mozemy zadaé¢ miare P~
przez (2) (zob. [8]). Zdefiniujmy nastepnie ﬁv(dx) = I?V(O)(dx) .= U (dx) oraz

= / 20D (da),
0

gdzie UN?(dz) = I e~ @ HP(H, € dr)dt dla ¢ > 0. Zauwazmy, ze w pracy [8] udowodniono, ze
(77 jest funkcja odnowy dla procesu wysokosci drabinowej odpowiadajacego mierze P~7. Dodatkowo
z pracy [8] wiadomo, 7ze

86 B=0 86 B=—-
Dzieki powyzszemu mozemy zaprezentowa¢ gtowny rezultat z rozdzialu 4 w pracy [H2|, ktory podaje
wyktadnicza asymptotyke dla prawdopodobienstwa paryskiej ruiny z dolng bariera.
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Twierdzenie 6 (Theorem 3 w |H2|). Zaldzmy, ze spetniony jest warunek Craméra (9) oraz, Ze
nosnik miary 1 nie jest kratowy, gdy H(R) < o0. Witedy

%(0,0
lim &P, (k% < 00) = ~0.0
ztoo Y

/ e " f(s,a) ds = ,MQW(G) / WO (q— 2 / / 2(dz 4+ v+ y)dvdy
0

oraz P(k®* < 00) jest dane w Twierdzeniu 5. Jesli u = oo, to przyjmujemy, Ze lewa strona réwnania
(10) jest rowna 0.

— (1 -P(k** < 0)) 9, a), (10)

gdzie

Dowdd powyzszego twierdzenia opiera sie o ,kluczowe twierdzenie odnowy”, ktére moéowi, ze na
polprostej (0,00) miara ﬁ,Y(dl‘) zbiega stabo do p~'dx (zob. |31, str. 188| oraz [8]). Dodatkowo,
aby wyznaczy¢ asymptotyke dla eW]P’()A(Tj —x € dz), gdy = T oo stosujemy twierdzenie Lebesgue’a
o zbieznosci ograniczone].

Rezultaty zawarte w rozdziale 5 pracy [H2| dotycza asymptotyki prawdopodobieﬁstwa paryskiej
ruiny z dolng bariera w przypadku, gdy ogon miary Lévy’ego procesu dualnego X nalezy do klasy
8@ Oznacza to, 7e dopuszczamy skoki procesu X majace tzw. ciezkie ogony. Formalnie klasa
rozktadow S(@) jest zdefiniowana w nastepujacy sposob (zob. [29]):

DEFINICJA 3. (Klasa £%)) Dla o > 0 méwimy, ze miara G na [0, 00), ktéra ma ogon G = G([0,00))
nalezy do klasy £ jesli

(i) G(z) >0 dla x>0,

(17) limy o0 % =e* dla x € R, oraz miara G nie ma kratowego nosnika ,
(797) limy,—e0 % = e, gdy G ma nosnik kratowy (z rozpietosciq kraty réwng 1).

DEFINICJA 4. (Klasa S'*) Mowimy, ze G nalezy do klasy S jesli
(i) G € L@,
(17) dla pewnego My < oo, mamy, zZe

im CECW o (11)

gdzie G x G(u) =1 — G x G(u) oraz x oznacza splot.

Dla dowolnego a € R takiego, ze ponizsza catka jest skonczona, zdefiniujmy funkcje generujaca
momenty 0 taks, ze

5.(Q) = /0 " e du), (12)

gdzie G jest rozkladem pewnej skoriczonej miary.
Przypomnijmy, ze X = —X jest spektralnie dodatnim procesem Lévy’ego. Bedziemy dalej
raktadac, ze dla X oraz dla pewnego ustalonego a > 0 mamy
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e €S, gdy a>0 (13)
oraz
/x Mg (y) dy € S© (14)
0

(i)
O(a) <0, gdy a>0 (15)

(iii)

Cer B L =Y(=p)

e ,(H) <1, gdzie ¢= léﬂ)lm (16)

oraz 5a(ﬁ) oznacza funkcje generujaca momenty (12) dla rozkladu H,. 7 pierwszego warunku
wynika, ze I15 € S®. Warunek (iii) jest niezbedny, gdy « > 0. Natomiast dzigki zalozeniu na
dryf, w przypadku, gdy « = 0 warunek (iii) jest automatycznie spelniony. Przykladem procesu,
ktory spelia warunki (13)-(16) jest proces dualny do procesu Craméra Lundberga (1) ze skokami
o rozktadzie Pareto.

Oznaczmy: f(x) ~ g(z) wtedy i tylko wtedy, gdy lim, .o f(z)/g(z) = 1. Wtedy glowny
rezultat rozdzialu 5 pracy |H2| jest nastepujacy:

Twierdzenie 7 (Theorem 4 w [H2|). Przy zatozeniach (13)-(16) asymptotyka dla prawdopodobieri-
stwa paryskiej ruiny z dolng barierqg wynosi

2
P, (k% < 00) ~ EX, (ﬁ) (1= (1 =P < 00))£(d, a)) / < (y) dy.
gdzie
/00 e f (s, a)ds = L /a WO (a — 2)B(2)dz (17)
0 ’ QW(O)(‘I) 0

BO) = e (0@ +a [ ety )

~

Dla o = 0 wielkosé —@//J\(a)/oz jest rozumiana w sensie granicznym i wynosi —Y'(04) = EX;.
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Prawdopodobienistwo paryskiej ruiny dla zalamanego procesu Lévy’ego (praca [H3])

Kolejna praca wchodzaca w sktad osiagniecia naukowego jest praca [H3] dotyczaca prawdopodo-
bieistwa paryskiej ruiny oraz podajaca formuty na tozsamosci fluktuacyjne dla tzw. zalamanego
procesu Lévy’ego rozwazanego dodatkowo z paryskim opoéznieniem. Zalamany proces Lévy’ego
(refracted Lévy process) po raz pierwszy zostal szczegolowo scharakteryzowany w pracy [33|, gdzie
autorzy udowodnili jego istnienie, znalezli formuty na jednostronne i dwustronne problemy wyscia
i podali formuly na rezolwenty. Formalnie zalamany proces Lévy’ego jest zdefiniowany jako jedyne
mocne rozwiagzanie nastepujacego stochastycznego réwnania rézniczkowego:

dUt = dXt - 51{U¢,>b}dt7 t Z O, (18)

gdzie 6,b > 0, a X to spektralnie ujemny proces Lévy’ego, ktory modeluje dynamike procesu U
ponizej poziomu b. Dodatkowo 7z powyzszego rownania mozna tatwo zauwazy¢, ze powyzej poziomu
b proces U zachowuje sie jak proces Y = {Y; = X; — 0t,t > 0}. Oczywiscie proces Y to rowniez
proces Lévy’ego o tej samej mierze Lévy’ego co X, ale ze zmienionym dryfem. Dla procesu Y
oznaczmy przez W@ jego funkcje skalujaca, a przez ¢ wykladnik Laplace’a. W przypadku, gdy
0 = 0 dostajemy w trywialny sposob, ze U = X, co daje, ze wszystkie nieznane wcze$niej w litera-
turze tozsamosci fluktuacyjne otrzymane dla procesu U rozwazanego do momentu paryskiej ruiny
sa automatycznie rozwigzane dla dowolnego spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego X. Wyniki
zaprezentowane w pracy [33] wymagaly wprowadzenia nowej funkcji skalujacej w'? zwigzanej z
procesem U, zdefiniowanej w nastepujacy sposob

DEFINICIJA 5. Dla ¢ > 0 oraz z,z € R, b > 0, oznaczmy
W' (z;2) == WO (2 — 2) + 5144 / WD (2 — )W (y — 2)dy. (19)
b

Ponadto, gdy x < b mamy
w(z;2) = WD (z — 2).

Dodatkowo dla ¢ = 0, bedziemy uzywaé zapisu w® (z; z) = w(x; 2).

W pracy [H3| przyjeto, ze b = 0. Z punktu widzenia interpretacji ubezpieczeniowo-ekonomicznej
oznacza to, ze gdy firma jest dobrej kondycji finansowej, tj. proces U znajduje sie powyzej po-
ziomu 0, wtedy czes¢ wplywow ze skladek (z pewna intensywnos$cig ¢ > 0) jest przeznaczana na
rozwoj czy modernizacje firmy. Owe wyplaty moga tez by¢ rozumiane jako pewien staly podatek
dochodowy, ktory firma wtedy ptaci. Inaczej jest w sytuacji, gdy firma ma klopoty finansowe, czyli
proces U znajduje sie ponizej poziomu 0, wtedy powyzej opisane modernizacje nie sa realizowane
a podatek dochodowy nie jest ptacony. W pracy [H3| uzyskano wiec nastepujace rezultaty. Niech

it =inf{t >0:t—sup{0<s<t:U,>0}>d}

bedzie paryskim momentem zatrzymania dla procesu U. Wtedy prawdopodobienstwo paryskiej
ruiny jest zadane przez

Twierdzenie 8 (Theorem 2 w [H3]). Dia z € R,

IS w(x; —2)2P(Xy € dz)

0 2P(Xy € dz) — 6d (20

P, (7’5 <o00) =1— (E[X;] —9)
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Latwo zauwazy¢, ze gdy 6 = 0, to powyzszy wzor pokrywa sie z rezultatem otrzymanym w
Theorem 1 z pracy |[H1|. Powyzsze twierdzenie dowodzone jest za pomoca formuly Kendalla oraz
mocnej wlasnosci Markowa, dzieki, ktorej dekompozycja trajektorii procesu U prowadzi do otrzy-
mania tozsamosci fluktuacyjnych zwiazanych z pierwszymi momentami dojécia procesow X i Y do
zadanych poziomoéw. Tozsamosci te prezentujemy w ponizszym lemacie. Warto tez wspomnied, ze
przypadek, gdy U ma nieograniczone wahanie musi by¢ rozpatrywany osobno. Definiujemy wtedy
czas zatrzymania 747 = inf {t > 0: ¢t —sup {0 < 5 < t: U, > €} > d}, a nastepnie prawdopodobien-
stwo paryskiej ruiny jest aproksymowane przez ]P’e(Tg’6 < 00), gdy € | 0.

Lemat 2 (Lemma 8 w [H3|). Niech vy =inf{t > 0:Y; <0} oraz v =inf{t > 0:Y; > a}. Wtedy
dla x € R, a,q > 0, mamy

z

E, [By,_ (7 <d)1f; )] = /0 " (wla:—2) — W(a)) “P(X, € d2) + 5W(x),

—qvy —qrg
EI [6 EYUO_ |:6 ]‘{T()*Sd}} 1{”07<V‘j}:|
00 W@ () z
_ —qd [ (@) (e o\ AT (@) (e “P(X,ed
A € (w (iﬂ, Z) W(q) (a)w (a'7 Z)) d ( d € Z)

oraz
E, [Py (< dlpn]
- /O h (wij{;‘” (z+2) — %wﬁﬂ (a+ z)) 21@ (Xq € d2),
gdzie dla dowolnych x,c € R
W (@) = W)+ [ (¥ o =) =W (2= 9)) W0 (3) . e1)

W technikach dowodowych wykorzystanych w pracy [H3| kluczowy byt fakt, ze zachowanie pro-
cesu U w zaleznosci od jego polozenia jest modelowane przez procesy X i Y. Dlatego powyzszy
lemat zostal udowodniony przede wszystkim przy uzyciu mocnej wlasnosci Markowa oraz jedno-
rodnoéci w przestrzeni procesow Lévy’ego X i Y.

Dodatkowo waznym rezultatem pracy [H3| jest nastepujace twierdzenie, ktore podaje formuly
na dwustronne i jednostronne problemy wyjscia dla procesu U rozwazanego do momentu paryskiej
ruiny. Otrzymane rezultaty zostaly wyrazone za pomoca wzoréw zawierajacych funkcje skalujace
proceséw X, Y, U oraz rozktad procesu X w momencie d.

Twierdzenie 9 (Theorem 4 w [H3]). Niech x} = inf{t > 0: U; > a} oraz d > 0. Wtedy paryskie
problemy wyjscia dla zatamanego procesu Lévy’eqgo U zadane sq w nastepujgcy sposob

(i) Dla ¢ >0, z < a,
E, [e_q(Tg_d)l{Tgm; }

z

_ - . —qrt (4,-0)
=79 (z) +/0 <w(q) (z;—2)E [e q Ul{ﬁg<ﬁg}:| Wi (@ + z)) dIP’ (Xq € dz),
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gdzie

ot 1 PO )
(m<ri) I3 w@ (a; —2) 2P (X, € dz)
_ew WD (a + 2) 2P (X, € dz) — Z9 (a)
I w@ (a; —2) 2P (X4 € dz) '

(i) Dla ¢ >0 oraz x € R,

2 R T

=79 (z) + /00 <w(q) (x;—2)E [e ar Ul{ d<oo}j| - WCE?(;_Q) (x + Z)) E]P’ (X4 €dz),

0
gdzie
X4 € dZ) 1/1(!1) -0

(
P (X, € dz) — ded

E [e—q@gfd)l {Tgf@}} _

oraz dla p,p+q >0

fOOOH(q q)( )fl
JoT IO (2)

z
d

,H((Sp,q) (z) = pP(p)z (1 + (g — ¢ (p))/o e—W(P)yW(PH)(y)dy) .

(iii) Dla q > 0 oraz x < a,

Jo w'(z;

ot (X4 € d2)
E, [e 1{ +<7'U}:| IS w(q)< a; ) =

P
P (Xd € dz)

[SHEN &IN

Dowody poszczegbdlnych punktéow z powyzszego twierdzenia sa techniczne oraz dos$é¢ skompliko-
wane rachunkowo. Wykorzystujag tozsamosci zawarte w Lemacie 2 oraz mocng wtasnos¢ Markowa.
Przypadek nieograniczonego wahania jest réwniez dowodzony przez aproksymacje.

Teoria fluktuacji dla procesé6w Lévy’ego zaleznych od poziomu (praca [H4])

Ostatnia czes¢ omawianego cyklu prac posSwiecona jest procesom zaleznym od dryfu ( level-dependent
Lévy processes). Sa to procesy Fellera zdefiniowane jako mocne rozwiazanie nastepujacego stocha-
stycznego rownania rozniczkowego

dU(t) = dX(t) — (U (1)) dt, (22)

gdzie X (t) jest spektralnie ujemnym procesem Lévy’ego. O funkeji ¢ zakladamy, ze jest niemalejaca
oraz istnieje r* € R takie, ze ¢(z) = 0 dla kazdego = < r*. W przypadku, kiedy proces X ma
ograniczone wahanie zaktadamy dodatkowo, ze ¢(x) < p = v+ f(_l 0) xll(dz) > 0 dla kazdego
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x € R. Jest to techniczne zalozenie, ktore zostalo wykorzystane przy konstrukeji rozwiazania (22).
Ponadto, zaktadamy, ze funkcja ¢ jest albo lokalnie lipschitzowska albo jest postaci

k
$(x) = ¢r(x) =D 6iliaznyy,
7j=1

gdzie k > 1, 0 < d1,...,0k, oraz —00 < by < ... < by < 0o. Powyzsze zalozenia w pracy |[H4|
zostaty oznaczone jako warunek [A].

Proces U = Uy, gdy ¢ = ¢ nazywamy procesem wielokrotnie zalamanym (multi-refracted
process), jest on naturalnym uogodlnieniem przypadku k& = 1, ktory byl rozwazany wczesniej w
pracy [33]. Zauwazmy, ze dla dowolnego 0 < j < k w kazdym przedziale (b;,b;41] (gdzie by := —o0
oraz byt = 00) proces Uy zachowuje si¢ jak proces X; := {X(t) — > 7_, d;t : t > 0}, ktory jest
spektralnie ujemnym procesem Lévy’ego niebedacym minus subordynatorem, co wynika z zalozenia,
ze ¢(z) < p dla wszystkich z € R. Zdefiniujmy teraz wykladnik Laplace’a procesu X;:

P;i(0) ;== (0) — (6, + ... + ;)0 dla 6> 0.

Natomiast
j(q) = sup{f > 0 [ ¢;(¢) = ¢}
to funkcja prawostronnie odwrotna do ;.
Praca |H4| sktada si¢ z dwoch czesci. Pierwsza dotyczy procesu wielokrotnie zalamanego. Udo-
wodniono, ze gdy ¢ jest schodkowa, wtedy istnieje jedyne mocne rozwigzanie rownania (22), ktore
posiada mocna wlasno$¢ Markowa.

Twierdzenie 10 (Theorem 1 w [H4|). Niech k > 1, ¢(z) = ¢p(z) = Z;?:l 0jlie>p,3, 0 < 01,..., 0,
oraz —o0 < by < ... < by < 0o. Wtedy istnieje proces Uy bedgcy mocnym rozwigzaniem stochastycz-
nego réwnania rozniczkowego (22).

Pierwszym krokiem dowodowym byta konstrukcja po trajektoriach rozwigzania rownania (22) w
przypadku, gdy proces X ma ograniczone wahanie. Polega ona na znalezieniu procesu U} spelnia-
jacego rownanie (22) na przedzialach czasowych, w ktorych owy proces znajduje sie powyzej badz
ponizej najwyzszego poziomu bg. Dowod jest indukcyjny. Dla k& = 1 teze otrzymujemy bezposred-
nio z pracy [33]. Nastepnie zakladamy, ze proces Uj_; jest dobrze skonstruowany na przedziatach
czasowych, w ktorych przebywa pomiedzy poziomami —oo < by < ... < bp_; < o0 i pokazujemy,
ze wtedy Uy jest rowniez dobrze okreslony na wszystkich poziomach —oo < by < ... < by < .
Powyzsza konstrukcja jest poprawna tylko w przypadku zatozenia o ograniczonym wahaniu procesu
X, co wynika z faktu, iz by jest nieregularny dla polprostej (—oo, by). Dodatkowo istotny jest tutaj
fakt, ze proces Uy porusza sie w gore tylko w sposob ciagly, a w dét jedynie za pomoca skokow
(tutaj wlasnie wykorzystujemy zalozenie, ze ¢p(z) < p = 7+f(_170) xIl(dz) > 0 dla kazdego x € R).
Przypadek, gdy proces X, a tym samym proces Uy ma nieograniczone wahanie dowodzony jest za
pomoca tzw. ciagdéw aproksymacyjnych X" oraz U}, gdzie wszystkie procesy X", U/’ maja ogra-
niczone wahanie. Jest to mozliwe, poniewaz kazdy spektralnie ujemny proces Lévy’ego, ktory ma
nieograniczone wahanie trajektorii mozna aproksymowadé ciggiem proceséw spektralnie ujemnych
o ograniczonym wahaniu (zob. |7, str. 210]). Ponadto w tej czesci pracy wyznaczono tozsamosci
fluktuacyjne oraz rezolwenty dla procesu Uy.
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DEFINICJA 6. Dla dowolnego 1 < k, —o0 =: by < by < --- < b < bpyq := o0, oraz y € R,
zdefintujmy

Es(y) = 1= WD (0)gi(y).

Gdy X ma nieograniczone wahanie, to W@ (0) = 0, przez co 2y, (y) = 1 dla wszystkich y € R. Z
drugiej strony, gdy X ma ograniczone wahanie oraz y € (b;, biy1] dla 1 < k—1, to

7

Eg (y) =1 = W(0) i: 5 =11 <1 - 5J‘Wj(3)1(0)> :

j=1
Natomiast, gdy y > by, otrzymujemy =4, (y) = H?:l (1 — 5]-1/1/]-(3)1(0)).
Niech a € R oraz k > 1, zdefiniujmy nastepujace czasy zatrzymania
Ky =1inf{t > 0: Uy(t) < a} oraz k3™ :=inf{t > 0: Uy(t) > a},

7z konwencja, ze inf () = oco.

W ponizszym twierdzeniu prezentujemy wzory na dwustronne problemy wyjscia dla procesu wie-
lokrotnie zalamanego Uj. Prawe strony tychze réwnosci sa przedstawione w jezyku nowych funkcji
skalujacych zadanych przez pewne rekurencyjne réwnania catkowe. Rownania te mozna rozwigzac
i otrzymac jawny wzor na przedstawione ponizej funkcje (w pracy [H4| jest to Proposition 13).

Twierdzenie 11 (Theorem 5 w [H4|). Ustalmy k > 1 oraz ¢ > 0.

(i) Diar <by <---<by <aorazr <z <a, mamy

(@ (,..
N A PN . st (23)
kTR w, " (a;r)
gdzie w,gq) jest zadane w sposob rekurencyjny
@ () e 0@ () 50 | W@ — 0@ (e r)d 94
wy (s 1) == wyy (237) + Ok k(@ = y)wpy (y;r)dy, (24)

by

z warunkiem poczgtkowym wéq) (z;7) = WD (z — 7). Funkcja w,(f) (x;7) jest funkcjq skalujgeq
2wigzang z procesem. Uy,.

(i) Dla 0 <by <---<b,<aoraz0<z<a,

(9)
—gr®™ ]_ @/ “k (a) (@
By 7" 10 oy | =% (x) w,(fq)(a)wk (x), (25)

gdzie z,gq) jest zadana rekurencyjnie

z,(gq) (x) := z,(gl@) + 5k/ W,EQ) (x — y)z,@’l(y)dy,
by

z warunkiem poczgtkowym z((]q)(:r) = 79 (z). Funkcja skalujgca z,gq) (x) jest zwigzana z proce-

sem Uy,
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Dowod powyzszego twierdzenia przebiegal dwuetapowo. Najpierw udowodniono wzor (23) w
przypadku, gdy proces X ma ograniczone wahanie. Ten przypadek dowodzi sie stosujac mocnag
wlasnos¢ Markowa, a nastepnie wyznaczajac (23), gdy = = bg. Takie rozumowanie jest mozliwe
jedynie dla przypadku ograniczonego wahania, gdyz wtedy W@ (x—by) = W@ (0) > 0. Dowad dla
procesu o nieograniczonym wahaniu jest bardziej skomplikowany i wymaga uzycia ciggéw aproksy-
macyjnych. Pozostate tozsamosci fluktuacyjne, ktore wyznaczono w tym rozdziale dla procesu Uy
opisuja jednostronne problemy wyjécia oraz rezolwenty. Jednostronne problemy wyjscia oznaczaja
transformate Laplace’a pierwszego momentu wyjscia procesu Uy, 7 potprostej [0, 00) (podpunkt (7)
w ponizszym wniosku) oraz z polprostej (—oo,a) dla pewnego a € R (podpunkt (i) w ponizszym
wniosku). Tozsamosci te zostaly wyrazone w jezyku funkcji skalujacych zwigzanych z procesem Uy,
i zadanych w sposéb rekurencyjny.

WNIOSEK 7 (Corollary 6 w [H4|). Ustalmy k > 1.

(i) Dla = >0, by > 0 oraz ¢ > 0, mamy

w? (). (26)

— I€077
E e 1] =40 @)

(i) Dla by <--- <by<a,x<aorazq>0,

(@)
E [e_q’“‘:’+1 ot } — uk—(x)
* {r), " <oo} (Q)(a>’

gdzie u,(cq) jest zadana rekurencyjnie

u,(f) (x) := ufc(lzl(x) + O i Wk(q)(a: — y)u/,(cqf)/1 (y)dy,
k

z warunkiem poczgtkowym u((f)(x) = e®@D7 Fynkeja u,(f) (x) jest funkcjq skalujgeq zwigzang z

procesem Uy,

Rezolwenty lub inaczej g-potencjaty to miary oczekiwanego czasu przebywania procesu w pew-
nym zbiorze borelowskim. Moga by¢ rozpatrywane przez caly okres ,zycia” procesu, czyli na nie-
skonczonym horyzoncie czasowym, albo do momentu pierwszego przejscia procesu ponizej badz
powyzej pewnego poziomu. Rezolwenty petniag wazna role w teorii fluktuacji i w zastosowaniach, na
przyklad do wyznaczania pewnych charakterystyk w modelach dywidendowych (zob. np. [14, 35]).

Twierdzenie 12 (Theorem 7 w [H4|). Ustalmy zbior borelowski B C R oraz k > 1.
(i) Diar <by <---<by<a,r<z<aorazq>0,

w® (z3r)  (q)

Wt P UK (a3y) = w? (x5y)
Em / e ! 1{Uk(t)EB}dt = / L - d?/> (28)
0 BN(r,a) — ¢ (y)

gdzie funkcja w,gq)(m; z) zostata zdefiniowana w Twierdzeniu 11 (i).
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(ii) Dla x>0, by >0 oraz ¢ > 0,

) xr
o Y y) — ul® (i)
E, / e 1 1{Uk.(t)eB}dt :/ dy, (29)
0 BN(0,00) Egr (Y)
gdzie v,gq)(y) Op fk e~ K@z (q) (zy)dz, oraz funkcja w(q)(x; z) zostata zdefiniowana w
Twierdzeniu 11 (i).
(11i) Dla z,by < a oraz q > 0,
(2)
ar YD (aiy) — (@)
Ez / e 1 1{Uk(t)65}dt :/ . - dyv (30)
0 BN(—oc0,a) “‘%(y)

(@)

(a) (x;y) oraz uy.” (x) zostaty zdefiniowane w Twierdzeniu 11 oraz Wniosku 7.

gdzie funkcje w,

(iv) Dla x € R oraz q > 0,

(q) oo z, (@)
w? (@) [° e r (D20 Y (z3y)d2 (q)
N t = :ﬂok(fl)zu;fz’l(z)dz — u)kq (17; y)
E, {/ o4 1{Uk(t)€B}dt:| —/ k ~ dy. (31)
0 B — ¢y (y)

Techniki dowodowe dla powyzszych rezultatow sa podobne do tych uzytych w Twierdzeniu 11.
Whiosek 7 otrzymujemy z Twierdzenia 11, liczac odpowiednie granice, gdy a — oo we wzorze (25),
oraz r — —oo w przypadku wzoru (23).

Dodatkowo w tej czesci pracy scharakteryzowano funkcje skalujaca w(Q)( r), zbadano jej za-
chowanie w zerze oraz w nieskonczonosdci, monotoniczno$¢ oraz gladkosé (podrozdzial 2.3 w [H4]).

Ponadto bardzo wazng obserwacja jest fakt, ze funkcje skalujace w,iq)(x; ), z,iq)(m) oraz u,(f) (x)
spetniaja nastepujace rownania catkowe:

Stwierdzenie 8 (Rozdzial 2.4 w |[H4|). Niech ¢p(z) = SF 0ilipsp,y oraz q > 0, k > 1. Wtedy dla
x,m € R, z < by funkcje w(q)(w;r), z,gq) (x) oraz ufcq)( ) sq jedynymi rozwigzaniami nastepujgcych
réwnan:

W (;7) = WO(z — ) + /W © =yl (i) dy,
z,iq)( Z(q) / W(q) ()z,iq)'(y)dy,

@) =0 WO - ot
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Powyzsze stwierdzenie jest istotne, poniewaz to dzieki tej obserwacji otrzymano analogiczne
rownania na funkcje skalujace dla ogolniejszej klasy funkcji ¢ (wszystkich spelniajacych warunek

[A]).

W drugiej czesci pracy udowodniono istnienie i jednoznaczno$¢ mocnego rozwigzania réwna-
nia (22) w ogolnym przypadku, a nie tylko dla funkcji schodkowych jak bylo w pierwszej czesci
pracy. Co wiecej przypadek multi-refracted postuzyt jako aproksymacja dla ogolniejszej klasy funk-
cji ¢. Do tego wykorzystano ciag funkcji (¢,,),>1 spelniajacy nastepujace warunki:

(a) lim, 00 ¢ = ¢ jednostajnie na zbiorach zwartych.

(b) Dla z € R,

P1(z) < do(x) < ... < @(w).

(c) Dla kazdego n > 1 oraz x € R, mamy ¢,(z) = Z;":"I 5?1{x>b?}, dla pewnych m, € N,
0<by <...<byp, ,oraz 67 >0 dla dowolnego j =1,...,my,.

Dla kazdego n > 1 rozwiazanie réwnania (22) z funkcja ¢,, oznaczamy przez U,,.

Teraz pokazemy, jak skonstruowac taki ciag (¢n)n>1, ktory spelnia powyzsze warunki. Dla
dowolnego n > 1 wybieramy krate 11" = {b =127 : [ =1,...,m, = n2"} i zadajemy
of :,i(b?)—gb(b?_l), gdzie bj = 0. Ponadto definiujemy ciqg aproksymujgcy funkcje ¢ w nastepujacy
sposéb:

On(z) = Z 5;7‘1{x>b;;} dlan >1 oraz z € R.
j=1
Dla kazdego n > 1, z Twierdzenia 1 z pracy [H4] wynika, ze istnieje jedyne rozwiazanie U, réwna-

nia (22) z funkcja ¢,. Dodatkowo, wazna obserwacja jest fakt, ze ciag (U,(t)),>1 jest niemalejacy
dla kazdego ¢t > 0:

Lemat 3 (Lemma 20 w pracy [H4]). Przypusémy, ze dla kazdego n > 1 mamy ¢,(z) < ¢py1(x)
dla wszystkich x € R. Wtedy U, 11 (t) < U,(t) dla wszystkich t > 0.

Nastepnie, uzywajac powyzszego lematu, udowodniono

Stwierdzenie 9 (Proposition 21 w [H4|). Przypusémy, ze funkcja ¢ spetnia warunek [A]. Wtedy
istnieje proces U — jedyne mocne rozwigzanie réwnania (22) z funkcjg ¢. Ponadto, cigg (U,)n>1
zbiega do U p.n. jednostajnie na zwartych przedziatach czasowych.

Kolejnym etapem bylo pokazanie, ze funkcja skalujaca w'? zwiazana z ogélnym procesem U
spetnia nastepujace réwnanie catkowe:

wair) = WO =)+ [ WO = ot i)y (32)

gdzie W@ to funkcja skalujaca procesu X.
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Techniki dowodowe w tej czedci pracy zwigzane sa z og6lng teoriag rownan catkowych typu
Volterry:

u(a;r) = gla) + / " K (e, y)uly:r) dy, (33)

gdzie ciagglos¢ jadra K i funkcji g nie jest wymagana, a prezentowana teoria jest rozumiana w
kontekscie jader 7 przestrzeni L', tak jak w pracy [26]. Najpierw ogolnie pokazujemy, ze jesli
zalozymy iz pewna funkcja u jest rézniczkowalna prawie wszedzie, to u jest rozwigzaniem réwnania

uwir) = W =)+ WO (@ — )by ;) dy

wtedy i tylko wtedy, gdy ' jest rozwigzaniem nastepujacego rownania Volterry
' (w;7) = Eg(a) "W (= r)+) + / Zo(@) o (y)W D (x — y)u' (y; ) dy, (34)

z warunkiem poczatkowym u(r;r) = W@(0). W pracy [H4] jest to Lemat 22. Nastepnie stosu-
jac iteracje Picarda konstruujemy rozwigzanie rownania (34) i znajdujemy majorante dla szeregu
Neumanna, bedacego w tym przypadku nieskonczong sumg splotéw jader

K(z,y) = Zg(2) "oy) W (z —y).

Kolejnym krokiem bylo pokazanie, ze za pomoca funkcji skalujacych proceséow multi-refracted
mozna aproksymowa¢ funkcje skalujaca dla procesu zaleznego od poziomu. Wtedy dla dowolnego
T > r mamy

lim w9 (z;r) = w9 (z;r)  oraz lim 29 (z) = 2(9'(z).

W pracy |H4| jest to Theorem 27.

Dzieki powyzszej aproksymacji w ostatnim podrozdziale pracy [H4| otrzymaliémy tozsamosci
fluktuacyjne dla ogélnego procesu zaleznego od dryfu. Niech a € R. Zdefiniujmy nastepujace
momenty zatrzymania dla procesu U zaleznego od dryfu:

K =1inf{t > 0: U(t) < a} oraz k™" :=inf{t >0: U(t) > a}.

W ponizszym twierdzeniu prezentujemy wzory na rezolwenty. Zauwazmy takze, ze wzor (36)
dla ¢ = ¢}, zgadza sie z (29), natomiast w ogdlnym przypadku funkeji ¢@ (y; ) nie znamy w jawnej
postaci.

Twierdzenie 13 (Theorem 30 w [H4|). Ustalmy zbior borelowski B C R. Wtedy

(i) Dla g >0 orazr <z <a,

Rt AR @ (: 1)
w\D(x;r
E, / e B dt :/ Eg(y) <—’w(q) ay) — w@ x;y) dy.
[O wwes) ] o) o(y) W@ (a7 (a;9) (z;y)
(35)
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(ii) Dla g > 0 oraz x > 0, istnieje ¢9(y;r) > 0 taka, ze w@ (2;7)cD (y;7) — WD (z;y) > 0 oraz

r,—

E, /0 eqtl{U(t)eB}dt] Z/B( )Eqs(y)*l (9 (y;r)w' D (@;r) — wD(a;y)) dy.  (36)
n(r,00

(i1i) Dla q > 0 oraz x < a,

Ko+

@) ()
e 11 dt :/ Es(y)! (u—w@ a:y) —w@(z;y ) dy, 37
| emMwoen ] [ E ()~ v, @
gdzie u@(z) = @7 4 [ $(y) WD (z — y)u @ (y) dy.

Ponadto w pracy [H4| znaleziono rozwigzania dwustronnych problemow wyjscia dla procesu U
z dowolna funkcja ¢ spelniajaca warunek [A]. Prawe strony wzoréw zostaly wyrazone za pomoca
funkcji skalujacych spetniajagcych rownania catkowe typu Volterry.

Twierdzenie 14 (Theorem 32 w [H4|). (i) Dlar <x < a oraz ¢ > 0,

E,

(D (-
grert ] _w (x;7)
E, [e 1{”“’+<”"7}] -~ w@(a;r)’ (38)
(i) Dla 0 <z <a oraz q >0,
(9)
R0 29 (a
E. [e ar’ 1{,€o,7<,€a,+}] = 2@ () — U)(T<(a)>w(q)(x), (39)

gdzie 29 (z) = ZD(x) + [ o(y)W D (z — y)z\9(y) dy.
W pracy [H4| wyznaczono takze prawdopodobienstwo ruiny dla ogolnego procesu U. Zauwazmy

na poczatek, ze z Twierdzenia 14 (ii), dla ¢ = 0 otrzymujemy

p(z) =P, (K" <o0)=1- ali)rgo ZEE;

Dzieki czemu mozna udowodni¢ nastepujacy lemat.
Lemat 4 (Proposition 34 w [H4| ). Niech x > 0.
(i) Jesli E[X(1)] <0, to p(x) =1 dla kazdego x > 0.
(ii) Jesli E[X(1)] > 0 oraz [;° ¢(x)w'(x) dx istnieje, to mamy

plr) =1— A" w(z),
gdzie
Ao 1+ [7° ¢(x)w'(z) da
E[X(1)]

oraz p spetnia ponizsze rownanie catkowe:

plr)=1-A /IVx— ()0 (4)dy.

Ponadto, jesli [;° ¢p(x)w'(x)dex = oo to A= oo i wtedy p(x) =1 dla kazdego x > 0.
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Powyzej zostaly przedstawione najwazniejsze rezultaty otrzymane w pracach [H1|-|H4|, ktore
stanowia osiagniecie naukowe. Podsumowujac, gtéwne wyniki prac [H1]-|[H3| przedstawiaja wzory
na tozsamosci fluktuacyjne dla proceséw Lévy’ego oraz zatamanych procesow Lévy’ego rozwazanych
7z tzw. paryskim opoZnieniem, praca [H4| przedstawia dowod istnienia i fluktuacje tzw. procesow
zaleznych od poziomu, w tym proceséw wielokrotnie zatamanych.

5. Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych

Poza czterema pracami, stanowigcymi jednotematyczny cykl publikacji, opublikowatam po doktora-
cie 7 artykulow, przy czym jeden zostal zaakceptowany i czeka na publikacje od sierpnia 2018r., co
razem 7z artykutami przed doktoratem daje tacznie 15 publikacji. Moje prace zostaty opublikowane
ze wspotautorami z réznych osrodkéw naukowych z catego $wiata. Liczba cytowan, wedlug bazy
Web of Science (na dzieri 12.04.2019), jest rowna 105 (93 bez autocytowan), zas h-indeks (indeks
Hirscha) jest rowny 4. Sumaryczny impact factor czasopism dla czterech publikacji wchodzacych
w sktad osiggniecia naukowego, wedtug listy Journal Citation Reports, to 4,959; sumaryczny impact
factor czasopism dla wszystkich pietnastu publikacji to 13,573, zob. Tablice 1.

Tablica 1: Impact factor czasopism wedtug listy Journal Citation Report zgodnie 7z rokiem opubli-
kowania (lub z roku podanego w nawiasie w przypadku publikacji z 2019).

praca €zasopismo data publikacji impact factor
[H1]  Bernoull 2013 1,296

[H2]  Scandinavian Actuarial Journal 2016 1,347

|H3]  Insurance: Mathematics and Economics 2017 1,265

[H4]  Stochastic Processes and their Applications 2019 1,051 (2018)
[P1]  Journal of Optimization Theory and Applications 2014 1,509

|P2]  Statistics and Probability Letters 2016 0,540

[P3]  Scandinavian Actuarial Journal 2017 1,550

|P4]  Statistics and Probability Letters 2017 0,533

[P5]  Journal of Computational and Applied Mathematics 2017 1,632

|P6]  Probability and Mathematical Statistics 2018* 0,286 (2018)
[P7]  Insurance: Mathematics and Economics. 2018 1,265

[D1]  Stochastic Models 2011 0,667

[D2]  Journal of Applied Probability 2011 0,632

D3]  Research Papers of Wroctaw University of Economics 2011 -
[D4]  Research Papers of Wroctaw University of Economics 2011 -
Suma: 13,573

* - praca [P6| zostala przyjeta do druku w sierpniu 2018r.
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[P1]

[P2]

[P3]

[P4]

[P3]

[P6]

[P7]

I. Czarna, 7. Palmowski, Dividend problem with Parisian delay for a spectrally negative Lévy
risk process, Journal of Optimization Theory and Applications. 2014, vol. 161, no. 1, s. 239
256.

I. Czarna, J-F. Renaud, A note on Parisian ruin with an ultimate bankruptcy level for Lévy
insurance risk processes, Statistics and Probability Letters. 2016, vol. 113, s. 54 61.

I. Czarna, Z. Palmowski, P. Swiatek, Discrete time ruin probability with Parisian delay,
Scandinavian Actuarial Journal. 2017, vol. 2017, no. 10, s. 854-869.

I. Czarna, Z. Palmowski, Parisian quasi-stationary distributions for asymmetric Lévy proces-
ses, Statistics and Probability Letters. 2017, vol. 127, s. 75-84.

I[. Czarna, Y. Li, Z. Palmowski, C. Zhao, The joint distribution of the Parisian ruin time and
the number of claims until Parisian ruin in the classical risk model, Journal of Computational
and Applied Mathematics. 2017, vol. 313, s. 499-514.

I. Czarna, Y. Li, Z. Palmowski, C. Zhao, Optimal Parisian-type dividend payments penalized
by the number of claims for the classical and perturbed classical risk process., Probability and
Mathematical Statistics. 2019.

I. Czarna, J.-L. Pérez, K. Yamazaki, Optimality of multi-refraction dividend strategies in the
dual model, Insurance: Mathematics and Economics. 2018, vol. 83, 148 160.

Mo6j dorobek naukowy dopetniajg jeszcze ponizsze cztery publikacje wchodzace w sktad dokto-
ratu, ktore nie beda tutaj omawiane.

[D1]

[D2]

D3]

[D4]

[. Czarna, Z. Palmowski, Ruin probability with Parisian delay for a spectrally negative Léuvy
risk process, Journal of Applied Probability. 2011, vol. 48, no. 4, 984-1002.

I. Czarna, Z. Palmowski, De Finetti’s dividend problem and impulse control for a two-
dimensional insurance risk process, Stochastic Models. 2011, vol. 27, no. 2, s. 220-250.

I. Czarna, Z. Palmowski, Poréwnanie prawdopodobienstw paryskiej i klasycznej ruiny dla
procesu ryzyka typu Lévy’ego, Research Papers of Wroctaw University of Economics. 2011,
nr 207, s. 9-21.

I. Czarna, Z. Palmowski, Problem wyboru optymalnej paryskiej dywidendy dla procesu ryzyka
typu Lévy’ego : numeryczna analiza, Research Papers of Wroctaw University of Economics.
2011, nr 207, s. 22-37.

Omowie teraz wyniki uzyskane w pracach [P1]-|P7|. Prace |P1]-|P6| dotycza tematyki zwiazanej
7z paryskim opoZnieniem zastosowanym w roznych modelach. Natomiast praca |P7| pokazuje, ze
proces multi-refracted (dla k = 2) jest rozwiazaniem problemu optymalnej wyplaty dywidendy
przy zaltozeniu, ze strategie dywidendowe w tym modelu sg absolutnie ciggte wzgledem miary
Lebesgue’a. Dla wiekszej przejrzystosci caty opis podzielony jest na trzy czesci odnoszace sie do
gtownych zagadnien badawczych, ktorymi sie zajmuje.
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5.1 Paryskie dywidendy (Prace [P1], [P6])
Obie prace dotycza optymalnych wyptat dywidend wyznaczonych do momentu paryskiej ruiny.
Dodatkowo w pracy [P6| wyplaty te sa dyskontowane przez czynnik r € (0,1) zwiazany z liczba
skokow, ktore pojawity sie w zlozonym procesie Poissona do momentu paryskiej ruiny 777 (tj.
rNemda), Natomiast w pracy [P1] rozwazamy przypadek, gdy r = 1. Formalnie, wyniki otrzymane

w pracach [P1], [P6] polegaja na zmaksymalizowaniu nastepujacego funkcjonatu catkowego

7,d

sup Uﬂ’d(l’) =supk, [rNT’*’d/
0

e dLT |,
mell well
gdzie ¢ > 0 oraz II to zbior wszystkich dopuszczalnych strategii takich, ze = = {L] : t > 0}
jest niemalejacym lewostronnie-ciaglym adaptowalnym procesem, ktéry w chwili ¢ = 0 startuje 7z
poziomu 0. Tak wiec LT reprezentuje skumulowane dywidendy ptatne do momentu ¢. Przez

UF =X, — LT (40)

definiujemy proces kontrolowany przez strategie dywidendowa 7. W pracy [P1]| proces X jest
dowolnym spektralnie ujemnym procesem Lévy’ego, a w pracy |P6| rozwazany jest proces Craméra—
Lundberga (1) dodatkowo zaburzany procesem Wienera {B;};>o. Dla ustalonego d > 0 definiujemy
wtedy paryski moment zatrzymania dla procesu U™:

7™ = inf{t >0:t—sup{s <t:UT >0} >d,U" <0}.

W obu pracach rozpatrujemy strategie barierowa 7%¢, dla ktoérej wyptata dywidend polega na
redukcji procesu U™" do poziomu a, gdy U’ra’d(O) = x > a, poprzez wyplacanie wielkosci z — a,
a nastepnie wyptacanie minimalnej kwoty dywidendy tak, aby utrzymaé proces ryzyka ponizej
poziomu a (zob. Rys. 2). Jak wiadomo z literatury (zob. |5]), dla 0 < x < a proces ryzyka U™"
wzgledem P, odpowiada co do rozktadu procesowi {a —Y; : t > 0} wrgledem P,, gdzie

Y; = max(a, X;) — X

jest procesem Lévy’ego X odbitym w supremum: X, = SUPg< <t Xs- W pracy [P1] rozwazamy
przypadek, gdy r = 1, wiec dla dowolnego = > 0,
71_a,d
T a,d
/ e dLT"
0
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Rys. 2. Przykladowa trajektoria procesu regulowanego U,

Udowodniono, ze
v (g
V(T’((a))’ r < a,
o) = (41)
V(@ (a)

T =0+ Ty

x> a,

gdzie V@ (z) = [ W@ (2 + 2)2P(X, € dz). W szezegdlnosci,
(v (a) = 1.

Stad otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 15 (Theorem 4.1 w pracy |P1]). Funkcja wartosci v>¢ odpowiadajgca strategii barie-
rowej m¢ jest zadana przez (41). Wtedy ze wzoru (41) wynika, ze optymalna bariera a* spelnia
warunek:
a* =inf{a >0:VP(a) <VD'(y) dia kaidego y > 0}.
W szczegdlnosei, jesli V@ e C%(R) oraz istnieje jedyne rozwigzanie réwnania:
V@ (g*) =0,
to a* jest optymalng barierq.

Nastepnie udowodniono, ze strategia 7% ¢ jest optymalna w zbiorze wszystkich dopuszczalnych
strategii rozwazanych do momentu paryskiej ruiny 7™¢ (w pracy [P1] jest to Theorem 5.2). Ten
fakt dowodzi sie za pomoca lematu weryfikacyjnego (zob. |41, 42, 43]), ktorego zalozenia wymagaja
sprawdzenia, ze funkcja wartoéci v* ¢ zadana przez (41) jest g-nadharmoniczna oraz jej pochodna
jest wieksza od jednosci, tzn. spelnia nastepujace warunki:

T — g% x) < 0, dla z€R,
(" (x) > 1, dla z€R,
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gdzie I' to generator infinitezymalny procesu X. Na koniec udowodniono uzyteczny wniosek, ktory
pozwala znalez¢ optymalny poziom bariery.

WNIOSEK 10 (Corollary 5.1 w [P1]). Niech
V@ (aq) < V@ (p) dla kazdego a* < a <b.
Wtedy strategia barierowa z barierqg na poziomie a* jest optymalna.

W pracy [P6], podobnie jak w [P1], rowniez udowodniono optymalnosé strategii 7¢¢. Zasadni-
cza roznica polega na tym, ze w |P6| rozpatrywany jest proces postaci

Ny
Xt:x‘i‘pt—ZCi“‘UBt,

oraz maksymalizujemy nastepujacy funkcjonat, dla 0 < r < 1 oraz ¢ > 0:

a,d
T
v (2) = U’ra’d(x) =E, |[rNomd / e_qtdea’d (42)
0
W tym przypadku réwniez wyprowadzono wzor na funkcje wartosci v»®:
adry_ J  hU@)v*(a)  gdy z <a,
V¥ (z) = w.d (43)
r—a+v*(a) gdy x > a,
gdzie hi(z) := E, T’NTa*e*qT;r,Tj < Td] to wartos¢ oczekiwana pierwszego momentu dojscia do

poziomu a przed paryska ruing, dyskontowana w czasie i dodatkowo liczba skokéw procesu NNV.
Posta¢ funkcji h? otrzymano dwiema metodami. Pierwsza z nich wykorzystuje calkowy operator
Dicksona-Hippa (7, f), bedacy pewnym uogélnieniem transformaty Laplace’a (zob. [19]). Wtedy
otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 16 (Theorem 3.8 w |P6|). Niech f bedzie gestosciq zmiennej losowej C; dla kazdego
i=1,2,.... Wtedy funkcja h? jest zadana w nastepujgcy sposob:

1. Diaoc=d=0 oraz 0 <z < a,

(z) = h(x) = gm

AT, f)™ # ((x)
)T f ) x ((a)

2. Dlac>0,d=0 oraz 0 <z < a,

hi(x) = h(z) = ;

o ()" (B T,f )™ (+ Blx)
o U )" (B x T, f)m * ( x Bla)

3. Dlaoc=0,d>0 oraz —pd <z < a,

o(ZE) (T, f )™ * p(x)
20ye(T, f) "+ o(a)

)
=



4.

Druga metoda oparta jest o teorie fluktuacji dla spektralnie ujemnych proceséw Lévy’ego i o

Dla o,d > 0 oraz x < a,

gdzie
B(z) = e (PFET C(a) = e, p(a) = <x)—§c*wd<x>,

p jest jedynym nieujemnym pierwiastkiem fundamentalnego rownania Lundberga:
2

%32+p3— (A+9q) +)\7“/ e **f(x)dr =0
0

re)i= (o4 25) ¢ 8o) + a) ¢ 5 1 o)

oo d o0
wg(x) == /0 /0 e k}_:o v, (k, ) f(y + x)dtdy.

DiakeN,y>0,t>0

d
’Uy(k,t) = EP(NTJ = k,T;_ S t|X0 = 0)

pewien analogon wykladniczej zamiany miary (2). Zdefiniujmy

gdzie Z& == aX, +log(r)N; = az + apt — S~ (aC; — log(r)) + aoB,. W pracy |P6] udowodniono

d]PJOé T
dP |,

= ™ exp (aX; — ¥, (Q)t) = exp (Z& — ¥, (Q)t),

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 17 (Theorem 3.9 w [P6]). Dla o > 0 oraz 0 < x < a, funkcja h?(x) jest zadana w

nastepujgcy sposob:

I 1740 (x4 2)2zP(X,4 € dz)
[ W (a + 2)2P(X, € d2)

N 4 _grt
hi(z) =E, ['r eI Tt <7'd] =

oraz ( )
q
h(z) = h'(z) = E, [rN*cT e Tt < TO} - WT( )(z)
Wr?(a)
Dla funkeji W : 0, 00) — [0,00) zachodzi
> 1
WD (Y)dy = ———, 0> B,(q),
/ Wil = =4 (@

gdzie 1. (0) := +log E [e?XtH10eIN ]| = Llog | [rM1efXt] oraz @,(q) jest taka, e ¢, (®,(q)) = q.

t
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Na koniec podobnie jak w pracy |P1] udowodniono optymalnoéé strategii barierowej 7 ¢ z

dodatkowym dyskontowaniem przez liczbe skokow w zlozonym procesie Poissona.
5.2 Paryska ruina (Prace [P2|-|P5|)
To cykl prac dotyczacy paryskiej ruiny w roznych modelach. W pracy [P2| otrzymano tozsamosci
fluktuacyjne rozwazane do momentu paryskiej ruiny z tzw. dolng bariera na poziomie —a < 0, takie
jak na przyktad wyjscie z zadanego odcinka czy potprostej. Uzyskane wyniki zostaly wyrazone w
jezyku funkcji skalujacych i transformat Laplace’a tychze funkcji.

W pracy |P3] rozwazano model dyskretny postaci:

R,=u+n-—>5,, (45)

gdzie u > 0 oraz

Sn:i(}’i, n=1,23...
=1

Zaktadamy, 7ze zmienne losowe C; (i = 1,2,...) sa i.i.d., a dryf procesu wynosi 1. Oznaczmy
P(Cy =k)=p,dlak=0,1,2,... Jedli dodatkowo zatozymy, ze u = E(C) < 1, to R, — 400 p.n.
W powyzszym modelu zdefiniowano moment ruiny 7 paryskim opéznieniem

7 =inf{n € N:n —sup{s <n: R, >0} >d,R, <0},

gdzie d € {1,2,...} to z gory ustalony okres czasu. Glownym rezultatem sa wyrazenia na praw-
dopodobienistwa paryskiej ruiny P,(7¢ < t) oraz P,(7¢ < o0). W pracy [P3] sa to nastepujace
twierdzenia.

Twierdzenie 18 (Theorem 1 w [P3]). Dla u > 1 oraz t € N, rekurencyjna formuta na prawdopo-
dobienstwo paryskiej ruiny, ktora nie nastgpi do czasu t, jest nastepujgca.

Diat < d+1 mamy P,(r¢>1t) = 1.

Diat>d+2:

d
P (r¢>t) =P, (">t —d) + YD P =5,—Reo = 2)P(roy = w)Py (7! > t —w — ),

gdzie

=~
g
I
£
I
|
=~
=
S
I

x ki
oraz {pf,n € N} oznacza t-krotny splot rozktadu zmiennej losowej C;.
Prawdopodobieristwa P, (70 > t), P, (7% = s, —R.0 = 2) sa dane w ponizszych lematach.

Lemat 5 (Lemma 1 w |P3]). Zachodzi P,(7°=1)=P(Y; > u+1) oraz dla t > 1:

u+t—1 u+t—1 ( | u+t—1 t4+u k ( )
0 * *(J—u R x(tu—j
Pu(r">t+1)= > pj'= > p” >
j=0 j=u+1 k=j ttu=y
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Lemat 6 (Lemma 2 w [P3]). Dla s > 1 mamy

u+s—2

HDU(TO =5, _RTO = Z) = Z PM(TO > 85— 17 Ss—l = k)pu-‘rs—k—i-z
k=0
u+ts—2 u+s—2
*(s—1) 5_1+u_k*slu * u
Z p( p“+5_k+z Z Z s—14+u— 'pk(—J ' ])pg(] )pu+s—k+z-
k=u+1 j=u+1 J

Dla nieskoriczonego horyzontu czasowego rezultat jest nastepujacy:

Twierdzenie 19 (Theorem 2 w [P3]). Dia u > 1 zachodzi

d—1
P, (7% < o) Z ) _ (1-Pi(r9 < 00)) ) Pu(r° < 00, —Ry0 = 2)P(7.41 < d),
Jj=u+1 z=0
gdzie
P, (7% < o0) Z p*(] w
j=u+1
oraz

d-1
P (7% < 00) = Y. Py(7° < 00, —Rr0 = 2)P(1.41 < d)
P, (7% < 00) = =0

d—1
1=> Pi(m% < 00,— R0 = 2)P(1,41 < d)

Powyzsze formuly sa rekurencyjne, dzieki czemu dobierajac konkretne parametry procesu,
mozna dokonaé wnikliwej analizy numerycznej prawdopodobienstwa paryskiej ruiny, tak jak w roz-
dziale 6 pracy |P3|, gdzie rozwazano roéwniez ciezkoogonowe skoki procesu R. Dodatkowo w pracy
[P3] wyznaczono asymptotyki ciezko- i lekkoogonowe dla prawdopodobiernistwa paryskiej ruiny w
przypadku, gdy u — oo.

Praca |P4| dotyczy tak zwanego rozkladu quasi-stacjonarnego warunkowanego wzgledem pary-
skiego momentu zatrzymania. Oznacza to, ze gtléwnym celem pracy bylo wyznaczenie nastepujacej
granicy, zwanej takze granicg Yagloma:

lim P (X, € BIr' > 1) = p(B). B e B(0,00)) (46)

gdzie 79 jest paryskim momentem zatrzymania zdefiniowanym w nastepujacy sposéb:
=inf{t >0:¢t—sup{s <t:X;>0}>ey X; <0},

gdzie ey jest niezalezna od X wykladnicza zmienna losowa z parametrem #. Moment ruiny 7°
nastepuje, gdy proces X; jest ponizej poziomu zero przez okres dtuzszy niz ey. Nalezy tu zazna-
czyé, ze w definicji czasu zatrzymania 7° mamy doczynienia nie z jedng zmienng losowa e, ale z
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cala rodzing takich zmiennych, gdzie kazda jest zwigzana z osobng wycieczka ponizej zera. Taki
model paryskiego opoZnienia byl juz wczesniej rozwazany w literaturze przez |6, 38]. W pracy
|[P4] rozwazano dwa przypadki, kiedy proces Lévy’ego X jest spektralnie ujemny (miara Lévy’ego
ma nosnik na (—oo,0)) albo spektralnie dodatni (miara Lévy’ego ma nosnik na (0, 00)). Dla obu
przypadkow otrzymano asymptotyke (46), gdzie idea dowodowa polegala na znalezieniu podwoj-
nej transformaty Laplace’a dla P,(X; € dy,7° > t) wzgledem czasu i przestrzeni. Nastepnie dla
pewnej okreslonej postaci miary Lévy’ego przy uzyciu twierdzen tauberowskich oraz tzw. zasady
Heaviside’a otrzymano szukang asymptotyke, gdy ¢ — oo (w pracy [P4] sa to Twierdzenia 7 i 11).

W pracy |P5| rozwazany jest proces Craméra Lundberga (1), dla ktorego wyznaczono taczny
rozktad czasu oraz liczby skokéw do momentu paryskiej ruiny. W pracy badano jest zaréwno
skoriczony jak i nieskoniczony horyzont czasowy. Takie podejscie dla momentu klasycznej ruiny byto
juz wezesniej rozpatrywane m.in. w pracach [20, 22, 37, 52]. Formalnie dla paryskiego momentu
zatrzymania 7% zdefiniujmy

d
wh(k, t) = %wg(k,t), keN,t>d,

gdzie
Vi (k,t) = P(Nya = k, 7 < t|X(0) =x), keN,t>d.

Dalej niech pl(k) oznacza prawdopodobienstwo, ze byto k skokéw do momentu paryskiej ruiny
rozwazanej na nieskonczonym horyzoncie czasowym. Wtedy

pi(k) = P(Nya=k,7¢<00|X(0)=2z)= / w?(k, t)dt.
d

Glownym rezultatem pracy |P5] sa otrzymane formuty na gestos$é¢ we(k,t) oraz prawdopodo-
biefistwo p(k) (Twierdzenia 2.3 oraz 2.7 w pracy |P5]). Otrzymane wzory sa rekurencyjne. Do
ich wyprowadzenia uzyto mocnej wtasnosci Markowa a takze postaci generatora infinitezymal-
nego procesu Craméra Lundberga, co doprowadzito do otrzymania pewnego roéwnania rézniczkowo-
catkowego. Rozwiazanie owego rownania skutkowalo znalezieniem wzoréw na wi(k,t) oraz p?(k).
W dalszej czesci pracy zatozono rozktad Erlanga dla skokéw rozwazanego procesu. Wtedy stosu-
jac nowy algorytm iteracyjny zaproponowany w |P5|, znaleziono numerycznie powyzsza gestos¢ i
prawdopodobienstwo dla wybranych parametréw procesu.

5.3 Optymalna dywidenda w modelu wielokrotnie-zalamanym (Praca [P7|)

Praca [P7| dotyczy wyptat dywidend modelu wielokrotnie zalamanym i wykorzystuje formuty fluk-
tuacyjne otrzymane w pracy |H4|. Rozwazany proces Lévy'ego X = {X;;t > 0} modeluje bo-
gactwo firmy ubezpieczeniowej w przypadku braku dywidend. Dodatkowo zakladamy, ze X jest
spektralnie dodatni, co oznacza, ze nie ma skokow w dol oraz zakladamy, ze nie jest subordyna-
torem. Dopuszczalna strategia = := (L7(t), R™(t);t > 0) to zbiér niemalejacych, prawostronnie
ciaglych, adaptowalnych procesow takich, ze L™(0—) = R™(0—) = 0. Dodatkowo zakladamy, ze
0; > 0dlai = 1,2, oraz L™, R™ sg absolutnie cigglte wzgledem miary Lebesgue’a i sg postaci
L™(t) = fot I™(s)ds, R™(t) = fot r™(s)ds; t > 0, gdzie [, r™ przyjmuja warto$ci w przedzialach [0, d;]
oraz [0, d3] odpowiednio, jednostajnie w czasie. Przez V™ = X; — L™(t) + R"(t) oznaczamy proces
ryzyka kontrolowany przez strategie dywidendowa 7. Proces L7 (t) modeluje dywidendowe wyplaty,
natomiast proces R™(t) odpowiada za tzw. ,zastrzyki kapitatu”, ktore robione sa po to, aby unikna¢
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przedwczesnej ruiny. Zatézmy, ze § > 1 to koszt jednostkowy wniesionego kapitatu do firmy, p € R
to koncowa wyplata (gdy p > 0) lub kara (gdy p < 0) w momencie ruiny oraz ¢ > 0 to czynnik
dyskontujacy. Zdefiniujmy klasyczny moment ruiny 77 := inf{t > 0: V7(¢) < 0} oraz nastepujacy
funkcjonal catkowy

o

Ur(z) = E, [/0 i e (t)dt — ﬁ/o ’ e U™ (t)dt 4+ pe” 70 |, x> 0. (47)

Celem pracy bylo znalezienie v(z) 1= sup,c 4 vx(z), gdzie A to zbior wszystkich dopuszczalnych
strategii spetniajacych powyzsze zalozenia. Jak udowodniono w [P7| proces multi-refracted, ktory
zostal wezesniej zdefiniowany i scharakteryzowany w [H4], dla k = 2 jest rozwiazaniem powy7zszego
problemu tzn. strategia dywidendowa z nim zwigzana spekia (47) oraz jest optymalna.
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