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4 Wskazanie osi¡gni¦¢ uzyskanych

zgodnie z art. 16 ust. 2 Ustawy z dnia 14 marca 2003 r.

o stopniach i tytule naukowym oraz o stopniach

i tytule w zakresie sztuki (DzU nr 65, poz. 595 ze zm.)

(a) Tytuª cyklu publikacji, stanowi¡cego podstw¦ do ubiegania si¦
o nadanie stopnia doktora habilitowanego

Teoria ci¡gªych transformat falkowych na sferach n-wymiarowych

i dyskretnych ramek falkowych dla L2(Sn)

(b) Lista publikacji skªadaj¡cych si¦ na powy»szy cykl
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Comput. Harmon. Anal. 39 (2015), no. 2, 248�276.

[H2] I. Iglewska-Nowak, Poisson wavelets on n-dimensional spheres, J. Fourier Anal. Appl.
21 (2015), no. 1, 206�227.

[H3] I. Iglewska-Nowak, Semi-continuous and discrete wavelet frames on n-dimensional
spheres, Appl. Comput. Harmon. Anal. 40 (2016), no. 3, 529�552.

[H4] I. Iglewska-Nowak, Directional wavelets on n-dimensional spheres, Appl. Comput.
Harmon. Anal. 44 (2018), no. 2, 201�229.

[H5] I. Iglewska-Nowak, Frames of directional wavelets on n-dimensional spheres, Appl.
Comput. Harmon. Anal. 43 (2017), no. 1, 148�161.

(c) Omówienie wy»ej wymienionych artykuªów i uzyskanych wyników
oraz ich ewentualnego wykorzystania

4.1 Troch¦ historii

W ostatnich dekadach widoczny jest istotny wzrost zainteresowania analiz¡ danych na
sferach wielowymiarowych. Zagadnienia statystyczne, cyfrowe rozpoznawanie obrazu, obra-
zowanie medyczne, chemia kwantowa czy krystalogra�a to tylko niektóre z dziedzin, w któ-
rych znajduje ona zastosowanie.

Najwi¦kszy problem przy zde�niowaniu ci¡gªej transformaty falkowej stanowi brak na-
turalnego operatora dylatacji na sferze. Obecnie najcz¦±ciej stosowane s¡ dwa istotnie ró»ne
sposoby na pokonanie tej przeszkody.
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4.1.1 Falki oparte na teorii grup

Prawdopodobnie najbardziej popularnym jest ten bazuj¡cy na teorii grup, wprowadzony
przez Antoine'a i Vandergheynsta w artykule [4] (patrz równie» [5] dla przypadku dwu-
wymiarowego). Dylatacja (z parametrem ρ ∈ R+) jest realizowana w przestrzeni stycznej
do sfery, na któr¡ falki s¡ rzutowane za pomoc¡ projekcji stereogra�cznej. Odwrotna pro-
jekcja stereogra�czna przeksztaªca poddane dylatacji funkcje na przestrzeni euklidesowej
na falki sferyczne dla skali ρ. Sama konstrukcja jest do±¢ skomplikowana obliczeniowo, ale
falki maj¡ sporo po»¡danych wªa±ciwo±ci (badanych przewa»nie w przypadku dwuwymia-
rowym). S¡ to: istnienie szybkich algorytmów bazuj¡cych na FFT i transformaty kierunko-
wej [2, 49, 64, 50] oraz dyskretnych ramek (frames) falkowych, których konstrukcja oparta
jest na równok¡tnym próbkowaniu wzgl¦dem ka»dej zmiennej sferycznej [10, 1, 51]. Nieco
inne podej±cie do problemu zostaªo zaprezentowane w pracy [63], gdzie falki bazuj¡ce na
teorii grup zostaªy na nowo zde�niowane w bardziej bezpo±redni sposób. W artykule tym
udowodniono równie», »e odwrotna projekcja stereogra�czna falek euklidesowych daje falki
sferyczne.

4.1.2 Falki indeksowane parametrem skali

Na innej koncepcji oparty jest szereg de�nicji, w których falk¦ sferyczn¡ stanowi rodzina
funkcji indeksowana parametrem skali ρ ∈ R+, a dylatacja polega na wyborze warto±ci
tego parametru. Poni»ej omówione s¡ najwa»niejsze z nich.

Najstarsza, bazuj¡ca na teorii caªek osobliwych i identyczno±ci aproksymowanych [6], opra-
cowana zostaªa przez Freedena, Windheusera i in. dla sfer dwuwymiarowych w latach
dziewi¦¢dziesi¡tych XX w. [25, 28, 27, 26, 24]. Na pocz¡tku XXI w. zostaªa uogólniona
przez Bernstein i in. do trzech [7, 8] i n [20, 19] wymiarów. Przykªadem s¡ falki dy-
fuzyjne z rozprawy doktorskiej Eberta [19]. Identyczno±ci aproksymowane generuj¡ falki
obrotowo symetryczne (najwa»niejszymi przykªadami s¡ falki Gaussa-Weierstrassa oraz
Abela-Poissona), jednak pocz¡wszy od 2009 r. wprowadzono równie» poj¦cie falek nie-
zonalnych [20, 9].

Innym przykªadem jest de�nicja falek u»ywana przez Holschneidera i jego wspóªpracowni-
ków [39, 40, 15] � transformata falkowa oraz odwrotna wyra»aj¡ si¦ tymi samymi wzorami
co w pracach Freedena i in. oraz Bernstein i in., równie» dylatacja jest oparta na wyborze
parametru. Najwa»niejsza ró»nica zwi¡zana jest z dowodzeniem zbie»no±ci: w poprzednim
sposobie falki wyprowadzone s¡ z identyczno±ci aproksymowanych i w tym przypadku
transformata falkowa i odwrotna s¡ zbie»ne dla ka»dego sygnaªu caªkowalnego w kwadracie.
Tutaj natomiast sytuacja jest odwrotna: je±li analiza i synteza falkowa za pomoc¡ rodziny
funkcji s¡ zbie»ne dla ka»dej funkcji caªkowalnej w kwadracie, rodzin¦ tak¡ nazywamy
falk¡. Przykªadem jest falka Poissona wprowadzona w artukule [40], patrz te» [41]. Wedªug
mojej wiedzy jest to jedyna rodzina falek zaimplementowana i zastosowana w obliczeniach
[40, 38].
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W 2006 r. zaprezentowano kolejny rodzaj falek indeksowanych parametrem skali. Needlets,
wprowadzone przez Narcowitcha i in. w artykule [53] (patrz równie» [52]), maj¡ doskonaª¡
lokalizacj¦ punktow¡ i wªasno±ci aproksymacyjne oraz stanowi¡ ±cisª¡ ramk¦ na sferze.
Istotn¡ ró»nic¡ w stosunku do wcze±niejszych konstrukcji jest to, »e needlets maj¡ zwarte
spektrum.

Konstrukcja podobna do needlets zostaªa zaproponowana przez Gellera i Mayeli w artyku-
ªach [32, 33] (ró»nice omówione s¡ w Rozdziale 1.1 artykuªu [32]). Falki s¡ j¡drami operatora
f(t∆∗), gdzie 0 6= f ∈ S(R+), f(0) 6= 0, a ∆∗ oznacza powierzchniowy operator Laplace'a-
-Beltramiego. W przypadku sfery prowadzi to do falek zonalnych postaci

Kρ(ê, y) =
1

Σn

∞∑
l=0

f
(
ρ2l(l + 2λ)

) λ+ l

λ
Cλ
l (y) (1)

(oznaczenia � patrz Rozdziaª 4.3). Jako przykªad autorzy badaj¡ falk¦ dan¡ funkcj¡ f(s) =
se−s. Warto zauwa»y¢, »e jest to dokªadnie liniowa falka Gaussa-Weierstrassa wedªug
teorii Freedena-Windheusera. Transformat¦ falkow¡ nazywamy liniow¡, je»eli przy rekon-
strukcji nie u»ywa si¦ falki. W przeciwnym wypadku mamy do czynienia z transformat¡
falkow¡ dwuliniow¡ (tak jak w artykule [32], patrz [32, Twierdzenie 5.4]). Nie mo»na za-
tem identy�kowa¢ tych dwu konstrukcji. W artykule [48] wprowadzona jest nazwa Mexi-
can needlets dla j¡der danych wzorem (1), gdzie f(s) = sre−s, r ∈ N. Dwuliniowa falka
Gaussa-Weierstrassa mo»e by¢ traktowana jako Mexican needlet rz¦du 1

2
, gdyby rozsze-

rzy¢ t¦ teori¦ do funkcji o wykªadnikach wymiernych. Ze wzgl¦du na doskonaªe wªas-
no±ci lokalizacyjne, j¡dra (1) daj¡ ramk¦ prawie ±cisª¡. Nie jest ono ±cisªe ze wzgl¦du
na nieograniczono±¢ spektrum. Wªasno±ci statystyczne oraz zastosowania Mexican needlets
opisane s¡ w artykuªach [46, 48], natomiast badanie przestrzeni Besova za ich pomoc¡ � w
artykuªach [31, 35].

Uogólnieniem tego poj¦cia s¡ needlet-type spin wavelets sªu»¡ce do badania ci¦¢ wi¡zek
liniowych zamiast funkcji skalarnych [30]. Równie» w tym przypadku istniej¡ ramki prawie
±cisªe [34]. Ich wªasno±ci statystyczne zbadane s¡ m.in. w artykule [29].

4.2 Podsumowanie wyników

W artykuªach [H1�H5] rozwin¦ªam teori¦ falek wywiedzionych z identyczno±ci aproksy-
mowanych. Bazuje ona na de�nicji podanej w artykule [20], najbardziej ogólnej dotych-
czas, mianowicie dotycz¡cej sfer wielowymiarowych i falek, które niekoniecznie s¡ osiowo
symetryczne (zonalne). W [H1] udowodniªam kilka wa»nych wªasno±ci falek i transfor-
maty falkowej takich jak istnienie granicy euklidesowej (której znaczenie podkre±lane jest
szczególnie w artykuªach Holschneidera i jego wspóªpracowników) oraz fakt, »e transfor-
mata falkowa jest izometri¡. Zainspirowana pracami Freedena i in. rozwin¦ªam teori¦ nie-
zonalnych liniowych falek na sferach n-wymiarowych. Teoria przedstawiona w [H1] uogólnia
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kilka znanych koncepcji. W Rozdziale 5 [H1] wykazaªam, »e falki Holschneidera, Mexi-
can needlets i dyfuzyjne falki Eberta s¡ szczególnymi przypadkami falek wywiedzionych
z identyczno±ci aproksymowanych. Istotnie ró»n¡ jest jedynie teoria autorstwa Antoine'a i
Vandergheynsta.

Ciekawym przypadkiem szczególnym s¡ falki Poissona. Zde�niowane zostaªy w artykule [15]
jako pewne pochodne j¡dra Poissona na sferze. Cho¢ stosunkowo cz¦sto stosowane, zdawaªy
si¦ nie mie¢ solidnej podstawy teoretycznej. De�nicja falek sferycznych wprowadzona przez
Holschneidera w artykule [39] byªa do±¢ szeroko krytykowana za dora¹ny wybór parametru
skali, patrz np. [3, 5, 4, 14, 23, 49]. Innym jej sªabym punktem jest brak niezale»no±ci
de�nicji: w przypadku falek obrotowo symetrycznych wyra¹nie jest powiedziane, »e wzór
transformaty odwrotnej jest prawidªowy, je±li caªka jest zbie»na, patrz [40, Rozdziaª 2.2.2].
W artykule [H2] wykazaªam, »e rodzina falek Poissona, uogólniona do funkcji na sferze
n-wymiarowej, speªnia bardziej restrykcyjne warunki de�nicji z [20] lub [H1] zarówno dla
falek dwuliniowych, jak i liniowych. Dowód tego stwierdzenia wymagaª dogª¦bnej ana-
lizy wªasno±ci falek Poissona, w szczególno±ci oszacowania lokalizacji, które uzyskaªam
w wyniku badania zachowania pewnych funkcji niewymiernych pod wpªywem ró»niczkowa-
nia. Wyprowadziªam równie» jawne wzory na

• rozszerzenie harmoniczne falek Poissona do funkcji na Rn+1 \ {rê}, gdzie rê oznacza
lokalizacj¦ ¹ródªa pola opisanego przez odpowiednie j¡dro Poissona zarówno jako sze-
reg niesko«czony funkcji wymiernych zmiennych e−ρ oraz cosϑ, jak i sumy sko«czonej
funkcji wymiernych zmiennych e−ρ i cosχ, gdzie χ jest pewnym k¡tem opisuj¡cym
poªo»enie punktu wzgl¦dem ¹ródªa pola,

• falki Poissona jako funkcje wspóªrz¦dnych sferycznych,

• ich granic¦ euklidesow¡.

Ponadto udowodniªam, »e granica euklidesowa falek Poissona maleje wielomianowo w nie-
sko«czono±ci.

Dla efektywnego wykorzystania ci¡gª¦j transformaty falkowej niezb¦dny jest algorytm
dyskretyzacji. Dla falek zde�niowanych w artykule [5] skonstruowano ramki, patrz [1, 10].
Trudno jednak uogólni¢ je na sfery wielowymiarowe, gdy» dyskretyzacja przebiega na
siatkach równok¡tnych, co powoduje koncentracj¦ próbek przy biegunach.

W artykule [H3] wykazaªam, »e pod pewnymi warunkami n-wymiarowe falki sferyczne
wywiedzione z identyczno±ci aproksymowanych tworz¡ ramki póªci¡gªe. Ponadto dla siatek
dostatecznie g¦stych falki Poissona na sferach n-wymiarowych stanowi¡ ramki dyskretne.
Jest to uogólnienie wyników uzyskanych w artykule [45] dla sfer dwuwymiarowych.

Konstrukcja ramek póªci¡gªych jest podobna do opisanej w artykuªach [1, 10] dla sfery
dwuwymiarowej. W nast¦pnym kroku wykonuje si¦ dyskretyzacj¦ parametru sferycznego,
tak »e próbki rozªo»one s¡ mniej wi¦cej równomiernie na sferze. Nast¦pnie dodawane jest
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zakªócenie w taki sposób, »e g¦sto±¢ powstaj¡cej w jego wyniku siatki jest mierzona jed-
nocze±nie wzgl¦dem parametru skali i poªo»enia. Je±li g¦sto±¢ ta jest wystarczaj¡co du»a,
dyskretny zbiór falek stanowi ramk¦ dla L2(Sn). Warunkiem istnienia takich dyskretnych
ramek s¡ pewne ograniczenia j¡dra reprodukuj¡cego i jego gradientu. Bazuj¡c na oszaco-
waniach z [H2], udowodniªam, »e s¡ one speªnione przez falki Poissona.

Artykuª [H4] zawiera de�nicj¦ kierunkowych, tzn. niezonalnych, falek Poissona na sferach
n-wymiarowych. W przeciwie«stwie do falek badanych w artykuªach [H1�H3] falki kie-
runkowe nie s¡ osiowo symetryczne. W zwi¡zku z tym lepiej od dotychczas opisanych
nadaj¡ si¦ do badania sygnaªów charakteryzuj¡cych si¦ detalami zorientowanymi, takich
jak np. mapa konturowa Ziemi. Kierunkowe falki Poissona s¡ pochodnymi kierunkowymi
j¡dra Poissona i stanowi¡ uogólnienie dwuwymiarowych falek u»ywanych przez Hayna i
Holschneidera w artykule [38] do przypadku wielowymiarowego. Pewne ich kombinacje li-
niowe speªniaj¡ warunki de�nicji falek podanej przez Eberta i in. w artykule [20], b¦d¡cej
zmody�kowan¡ wersj¡ de�nicji z [H1]. Wedªug mojej wiedzy byªa to pierwsza próba zde�-
niowania konkretnej rodziny falek wywiedzionej z identyczno±ci aproksymowanych, która
to rodzina nie byªaby osiowo symetryczna. Jest to podej±cie alternatywne do sferycznych
curvelets oraz ridgelets wprowadzonych w artykuªach [58, 59]. Jego zalet¡ jest to, »e nie
wymaga podziaªu sfery, kªopotliwego w przypadku n-wymiarowym.

W artykule [H4] zbadaªam niektóre wªasno±ci kierunkowych falek Poissona, m.in. wyprowa-
dziªam wzory rekurencyjne na ich wspóªczynniki Fouriera, jawne przedstawienia niektórych
falek jako funkcji wspóªrz¦dnych sferycznych oraz jawny wzór na granice euklidesowe.

Celem moich bada« byªo skonstruowanie w peªni dyskretnych ramek falek niezonalnych.
Udaªo si¦ to kosztem osªabienia warunków de�nicji falki u»ytej w [H1]. W artykule [H5]
wprowadziªam ci¡gª¡ transformat¦ falkow¡ na sferze n-wymiarowej, odwracaln¡ wyª¡cznie
za pomoc¡ metod znanych z teorii ramek. Bazuj¡c na tej de�nicji, skonstruowaªam obszern¡
klas¦ falek zawieraj¡c¡ zarówno funkcje zonalne, jak i niezonalne i zawieraj¡c¡ wszystkie
dotychczas opisane rodziny falek (wywiedzionych z identyczno±ci aproksymowanych). Po-
nadto wykazaªam, »e istniej¡ ich dyskretne ramki. Wszystkie znane mi dotychczas ramki
na sferach wielowymiarowych konstruowane s¡ na bazie falek osiowo symetrycznych. Moje
badania stanowi¡ pierwsz¡ prób¦ dyskretyzacji transformaty falkowej kierunkowej.

4.3 Wiadomo±ci wst¦pne

4.3.1 Funkcje na sferze

Sn oznacza n-wymiarow¡ sfer¦ jednostkow¡ w n+1-wymiarowej przestrzeni euklidesowej Rn+1

z obrotowo niezmiennicz¡ miar¡ dσ unormowan¡ tak, »e

Σn =

∫
Sn
dσ =

2π(n+1)/2

Γ
(
(n+ 1)/2

) .
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Element powierzchni dσ dany jest wzorem

dσ = sinn−1 ϑ1 sinn−2 ϑ2 . . . sinϑn−1dϑ1 dϑ2 . . . dϑn−1dϕ,

gdzie (ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn−1, ϕ) ∈ [0, π]n−1 × [0, 2π) to wspóªrz¦dne sferyczne:

x1 = cosϑ1,

x2 = sinϑ1 cosϑ2,

x3 = sinϑ1 sinϑ2 cosϑ3,

. . .

xn−1 = sinϑ1 sinϑ2 . . . sinϑn−2 cosϑn−1,

xn = sinϑ1 sinϑ2 . . . sinϑn−2 sinϑn−1 cosϕ,

xn+1 = sinϑ1 sinϑ2 . . . sinϑn−2 sinϑn−1 sinϕ.

〈x, y〉 lub x ·y oznacza iloczyn skalarny wektorów o pocz¡tku w O i ko«cu na sferze. Dopóki
jest to jednoznaczne, wektory takie s¡ identy�kowane z punktami na sferze.

Norma w L2(Sn) dana jest wzorem

‖f‖2 =

[
1

Σn

∫
Sn
|f(x)|2 dσ(x)

]1/2

,

natomiast iloczyn skalarny funkcji f, g ∈ L2(Sn) jest zde�niowany jako

〈f, g〉L2(Sn) =
1

Σn

∫
Sn
f(x) g(x) dσ(x),

tak »e ‖f‖2
2 = 〈f, f〉. Funkcj¦ nazywamy zonaln¡, je±li jej warto±¢ zale»y wyª¡cznie od

ϑ = ϑ1 = 〈ê, x〉, gdzie ê oznacza biegun póªnocny sfery:

ê = (1, 0, 0, . . . , 0).

Funkcja taka jest niezmiennicza wzgl¦dem obrotu wokóª osi przechodz¡cej przez O i ê.
Dopóki nie jest to ¹ródªem nieporozumie«, u»ywam oznaczenia

f(x) = f(cosϑ1).

Wielomiany Gegenbauera Cλ
l rz¦du λ ∈ R i stopnia l ∈ N0 zde�niowane s¡ poprzez funkcj¦

generuj¡c¡:
∞∑
l=0

Cλ
l (t) rl =

1

(1− 2tr + r2)λ
, t ∈ [−1, 1].

Zbiór wielomianów Gegenbauera
{
Cλ
l

}
l∈N0

stanowi zupeªny system ortogonalny na [−1, 1]

z wag¡ (1− t2)λ−1/2. Jest on zatem baz¡ ortogonaln¡ funkcji zonalnych na 2λ+ 1-wymia-
rowej sferze. Liczby n i λ, speªniaj¡ce zale»no±¢

n = 2λ+ 1,

u»ywane b¦d¡ zamiennie.
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Niech Ql oznacza wielomian na Rn+1, jednorodny stopnia l, tzn. taki, »e Ql(az) = alQl(z)
dla ka»dego a ∈ R oraz z ∈ Rn+1, i harmoniczny w Rn+1, tzn. speªniaj¡cy warunek
∇2Ql(z) = 0. Wówczas Yl(x) = Ql(x), x ∈ Sn, nazywana jest harmonik¡ hipersferycz-
n¡ stopnia l. Zbiór harmonik hipersferycznych stopnia l oznaczany jest Hl(Sn). Liczb¦
liniowo niezale»nych harmonik hipersferycznych stopnia l oznacza si¦ przez N = N(n, l).
Harmoniki hipersferyczne ró»nych stopni s¡ do siebie prostopadªe. Twierdzenie o sumie
harmonik hipersferycznych mówi, »e

Cλ
l (x · y) =

λ

λ+ l

N∑
κ=1

Y κ
l (x)Y κ

l (y) (2)

dla ka»dego ortonormalnego zbioru {Y κ
l }κ=1,2,...,N(n,l) harmonik hipersferycznych stopnia l

na Sn. Baza ortonormalna przestrzeni L2(Sn) =
⊕∞

l=0Hl, której u»ywaªam w moich pra-
cach, skªada si¦ z harmonik hipersferycznych danych wzorami

Y k
l (x) = Akl

n−1∏
τ=1

C
n−τ
2

+kτ
kτ−1−kτ (cosϑτ ) sinkτϑτ · e±ikn−1ϕ, (3)

gdzie l = k0 ≥ k1 ≥ · · · ≥ kn−1 ≥ 0, k jest ci¡giem (k1, . . . ,±kn−1) liczb caªkowitych,
natomiast Akl s¡ pewnymi staªymi, patrz [62, Rozdziaª IX.3.6, wzory (4) i (5)]. Zbiór
ci¡gów nierosn¡cych k w Nn−1

0 × Z, których elementy s¡ ograniczone liczb¡ l, oznaczamy
przezMn−1(l).

Ka»da funkcja f z przestrzeni L1(Sn) mo»e by¢ rozwini¦ta w szereg harmonik hipersfe-
rycznych zwany szeregiem Laplace'a:

S(f ;x) ∼
∞∑
l=0

Yl(f ;x).

Dla funkcji zonalnych zachodzi

Yl(f ; t) = f̂(l)Cλ
l (t), t = cosϑ,

gdzie

f̂(l) = c(l, λ)

∫ 1

−1

f(t)Cλ
l (t)

(
1− t2

)λ−1/2
dt

s¡ wspóªczynnikami Gegenbauera, natomiast c(l, λ) jest staª¡ zale»n¡ wyª¡cznie od l i λ,
patrz [6, str. 207]. Szereg

∞∑
l=0

f̂(l)Cλ
l (t) (4)

nazywany jest szeregiem Gegenbauera funkcji f . Dla f, h ∈ L1(Sn), gdzie h jest funkcj¡
zonaln¡, splot f ∗ h okre±lony jest jako

(f ∗ h)(x) =
1

Σn

∫
Sn
f(y)h(x · y) dσ(y).
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Ka»da funkcja f ∈ L2(Sn) ma jednoznaczne rozwini¦cie w zbie»ny wzgl¦dem normy szereg

f(x) =
∞∑
l=0

∑
k∈Mn−1(l)

akl Y
k
l (x), x ∈ Sn, (5)

gdzie

akl = akl (f) =
1

Σn

∫
Sn
Y k
l (x) f(x) dσ(x) =

〈
Y k
l , f

〉
.

Dowód tego stwierdzenia znajduje si¦ w monogra�i [62]. akl s¡ nazywane wspóªczynnikami
Fouriera funkcji f . Splot z funkcj¡ zonaln¡ mo»e by¢ zatem przedstawiony jako

f ∗ g =
∞∑
l=0

∑
k∈M(n−1l)

λ

λ+ l
akl (f) ĝ(l)Y k

l .

Dla funkcji zonalnych zachodzi nast¦puj¡ca zale»no±¢:

f̂(l) = A0
l · a0

l (f) (6)

pomi¦dzy ich wspóªczynnikami Fouriera i Gegenbauera.

Zbiór obrotów przestrzeni Rn+1 oznaczamy przez SO(n+1). Jest on izomor�czny ze zbiorem
macierzy kwadratowych stopnia n+ 1 o wyznaczniku równym 1. Sfera n-wymiarowa mo»e
by¢ identy�kowana z klas¡ lewych warstw SO(n+ 1) modulo SO(n),

Sn = SO(n+ 1)/SO(n),

patrz [62, Rozdziaª I.2].

Iloczyn zonalny dowolnych funkcji f, h ∈ L2(Sn) jest zde�niowany jako

(f ∗̂g)(x · y) =

∫
SO(n+1)

f(Υ−1x) g(Υ−1y) dν(Υ), x, y ∈ Sn,

i przedstawia si¦ za pomoc¡ szeregu

(f ∗̂g)(x · y) =
∞∑
l=0

∑
k∈Mn−1(l)

akl (f) akl (g)

N(n, l)

λ+ l

λ
Cλ
l (x · y). (7)

4.3.2 Caªki osobliwe i identyczno±ci aproksymowane

Caªki osobliwe na sferach n-wymiarowych wprowadzone zostaªy przez Berensa i in. w arty-
kule [6]. Praca ta inspirowana jest wcze±niejszymi artykuªami dotycz¡cymi caªek osobliwych
na liczbach rzeczywistych [11], okr¦gu jednostkowym [12, 61], w k-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej [13] czy na k-wymiarowym torusie [55].
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De�nicja 1 Niech L1
λ([−1, 1]) oznacza klas¦ funkcji zde�niowanych na [−1, 1] i caªkowal-

nych wzgl¦dem wagi t 7→ (1− t2)λ−1/2. Niech {Kρ}ρ∈R+ ⊆ L1
λ

(
[−1, 1]

)
b¦dzie rodzin¡ j¡der

takich, »e

K̂ρ(0) = c(0, λ)

∫ 1

−1

Kρ(t)
(
1− t2

)λ−1/2
dt = 1. (8)

Wówczas
Iρ(f) = f ∗ Kρ (9)

jest nazywane sferyczn¡ caªk¡ osobliw¡. Rodzin¦ {Kρ} nazywa si¦ j¡drem caªki osobliwej.

Uwaga. L1
λ mo»e by¢ uto»samiana z klas¡ caªkowalnych funkcji zonalnych na 2λ + 1-wy-

miarowej sferze.

Identyczno±ci aproksymowane (bez u»ycia tej nazwy) byªy badane w artykule [6]. Pocz¡tkowo
poj¦cie to dotyczyªo caªek osobliwych o dodatkowej wªasno±ci

lim
ρ→0+

‖Iρf − f‖X = 0, (10)

gdzie X (Sn) oznacza przestrze« Lp(Sn), p ∈ [1,∞), lub C(Sn). Takiej de�nicji u»ywa si¦
m.in. w [7, 8, 9, 28, 27, 24, 3]. Okazuje si¦ jednak, »e warunek (8) nie jest potrzebny ani
do aproksymacji (10), ani do zde�niowania falek sferycznych. Ponadto okazuje si¦, »e nie
jest speªniony przez wiele rodzin falek. Z tego powodu, podobnie jak autorzy [20], u»ywam
nast¦puj¡cej de�nicji:

De�nicja 2 Niech dana b¦dzie rodzina {Kρ}ρ∈R+ caªkowalnych funkcji zonalnych speªnia-
j¡cych warunek (10). Wówczas rodzina {Kρ∗}ρ∈R+ stanowi identyczno±¢ aproksymowan¡
z j¡drem {Kρ}ρ∈R+.

Inna wa»na wªasno±¢ identyczno±ci aproksymowanych przedstawiona jest w nast¦puj¡cym
twierdzeniu, patrz [20, Twierdzenie 3.8].

Twierdzenie 3 Zaªó»my, »e j¡dro {Kρ}ρ∈R+ ⊆ L1
λ

(
[−1, 1]

)
jest jednostajnie ograniczone

w normie L1
λ, ∫ 1

−1

|Kρ(t)|
(
1− t2

)λ−1/2
dt ≤ c (11)

jednostajnie wzgl¦dem ρ ∈ R+, gdzie c jest dodatni¡ staª¡. Wtedy caªka Iρ dana wzorem (9)
jest identyczno±ci¡ aproksymowan¡ w X (Sn) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
ρ→0+

K̂ρ(l) =
λ+ l

λ
(12)

dla wszystkich l ∈ N0.

Wªasno±ci identyczno±ci aproksymowanych s¡ szczegóªowo opisane w pracy [6].
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4.3.3 Ramki

Wi¦kszo±¢ stwierdze« z tego rozdziaªu pochodzi z [45].

De�nicja 4 Rodzin¦ wektorów {gx, x ∈ X} ⊂ H w przestrzeni Hilberta H, indeksowan¡
elementami przestrzeni X z dodatni¡ miar¡ µ nazywamy ramk¡ z wag¡ µ, je±li przeksztaª-
cenie x 7→ gx jest sªabo mierzalne, tzn. x 7→ 〈gx, u〉 jest mierzalne, i je±li dla pewnego
ε ∈ [0, 1) zachodzi

(1− ε) ‖u‖2 ≤
∫
X

| 〈gx, u〉 |2d µ(x) ≤ (1 + ε) ‖u‖2 (13)

dla ka»dego u ∈ H. Liczby 1− ε i 1 + ε nazywamy ograniczeniami ramki. Ramk¦ nazywamy
±cisª¡, je±li ε = 0.

Niech H = L2(X, dµ) b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta funkcji na zbiorze X z j¡drem repro-
dukuj¡cym Π

u(x) =

∫
X

Π(x, y)u(y) dµ(y).

Rodzina funkcji {gx = Π(x, ·), x ∈ X} jest ±cisª¡ ramk¡ z wag¡ µ. Odwrotnie, ±cisªa
ramka {gx, x ∈ X} i miara µ w przestrzeni Hilberta H s¡ w naturalny sposób powi¡zane
z przestrzeni¡ Hilberta L2(X, dµ) z j¡drem reprodukuj¡cym.

Twierdzenie 5 Przeksztaªcenie

S : H → L2(X, dµ), Su(x) = 〈gx, u〉 (14)

jest cz¦±ciow¡ izometri¡, a jego obraz U jest scharakteryzowany przez j¡dro reprodukuj¡ce

Π(x, y) = 〈gx, gy〉 .

To znaczy, »e u ∈ L2(X, dµ) nale»y do obrazu przeksztaªcenia S wtedy i tylko wtedy, gdy∫
X

Π(x, y)u(y) dµ(y) = u(x).

Caªka ta jest bezwzgl¦dnie zbie»na, poniewa» Π(x, ·) jest elementem L2(X, dµ). W szczegól-
no±ci:

Twierdzenie 6 Niech {gx, x ∈ X} b¦dzie ±cisª¡ ramk¡ z wag¡ µ na H. Rodzina {gy, y ∈
Λ ⊂ X} z miar¡ m na Λ stanowi ramk¦ dla H wtedy i tylko wtedy, gdy {Π(y, ·), y ∈ Λ},
Π(ξ, η) = 〈gξ, gη〉, jest ramk¡ dla S(H), gdzie S dane jest wzorem (14).
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Ramki postaci {Π(y, ·)} mog¡ by¢ scharakteryzowane w nast¦puj¡cy sposób:

Twierdzenie 7 Niech Λ ⊂ X i niech m b¦dzie miar¡ na Λ, a µ miar¡ na X. Rodzina
funkcji {gy = Π(y, ·), y ∈ Λ} ⊂ L2(X, dµ) jest ramk¡ z wag¡ m dla U = S(H) wtedy i tylko
wtedy, gdy

F (x, z) =

∫
Λ

Π(x, y) Π(y, z) dm(y)− Π(x, z) (15)

jest j¡drem operatora ograniczonego F na U takiego, »e ‖F‖ < 1.

Poniewa» Π(x, z) =
∫
X

Π(x, y) Π(y, z) dµ(y), z twierdzenia wynika, »e istnienie ramek jest
±ci±le zwi¡zane z istnieniem dobrej kwadratury dla funkcji z U . Tej ogólnej zasady u»ywa
si¦ wraz z poni»szym:

Wniosek 8 Zaªó»my, »e dla pewnego zbioru Λ rodzina {gy = Π(y, ·), y ∈ Λ} jest ramk¡
dla U z wag¡ m. Je±li dla innego zbioru Υ rodzina {gy = Π(y, ·), y ∈ Υ} ⊂ U i waga υ
speªniaj¡ warunek taki, »e

G(x, z) =

∫
Λ

Π(x, y) Π(y, z) dm(y)−
∫

Υ

Π(x, y) Π(y, z) dυ(y)

jest j¡drem operatora G z norm¡ ‖G‖ ≤ 1− ‖F‖, gdzie j¡dro F dane jest wzorem (15), to
{gy, y ∈ Υ} jest ramk¡ z wag¡ υ.

Wi¦cej szczegóªów na ten temat mo»na znale¹¢ w artykuªach [45], [17] oraz [16].

4.4 Sferyczna transformata falkowa i jej wªasno±ci [H1]

Nast¦puj¡ce dwie de�nicje pochodz¡ z [20].

De�nicja 9 Niech α : R+ → R+ b¦dzie wag¡. Rodzina {Ψρ}ρ∈R+ ⊆ L2(Sn) jest nazywana
dwuliniow¡ falk¡ sferyczn¡, je±li speªnia nast¦puj¡ce warunki:

1. dla l ∈ N0 zachodzi

N(n,l)∑
κ=1

∫ ∞
0

∣∣aκl (Ψρ)
∣∣2 α(ρ) dρ = N(n, l), (16)

2. dla R ∈ R+ i x ∈ Sn zachodzi∫
Sn

∣∣∣∣∫ ∞
R

(Ψρ∗̂Ψρ)(x · y)α(ρ) dρ

∣∣∣∣ dσ(y) ≤ c, (17)

gdzie c jest niezale»ne od R.
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Czynnik Σn =
∫
Sn jest skorygowany (w stosunku do wzorów z [20]). Przyczyn¡ jest fakt, »e

twierdzenie o dodawaniu harmonik hipersferycznych w artykule [6] zacytowane jest z bª¦dn¡
staª¡, a na artykule tym bazuje kilka kolejnych prac. Dowód twierdzenia znajduje si¦ w
monogra�i [22], gdzie stosowana jest stara konwencja normalizacyjna dla harmonik hiper-
sferycznych, tymczasem zacytowano je w artykule [6] bez zmiany odpowiednich staªych.

De�nicja 10 Niech {Ψρ}ρ∈R+ b¦dzie falk¡ sferyczn¡. Transformata falkowa

WΨ : L2(Sn)→ L2(R+ × SO(n+ 1))

jest zde�niowana jako

WΨf(ρ,Υ) =
1

Σn

∫
Sn

Ψρ(Υ−1x) f(x) dσ(x).

Ograniczj¡c si¦ do dwu wymiarów, otrzymamy dobrze znane de�nicje z lat dziewi¦¢dziesi¡-
tych [24, 27, 28]. Nowo±ci¡ w podej±ciu autorów artykuªu [20] jest uogólnienie do n wy-
miarów oraz uwzgl¦dnienie falek, które nie s¡ obrotowo symetryczne. Tak zde�niowana
transformata falkowa jest odwracalna [20, Twierdzenie 5.3]:

f (x ) =

∫ ∞
0

∫
SO(3)

(WΨf )(ρ,Υ) Ψρ(Υ
−1x ) dν(Υ)α(ρ) dρ prawie wsz¦dzie.

Dowód tego opiera si¦ na Twierdzeniu 3. W podobny sposób udowodniªam, »e transformata
falkowa jest izometri¡ [H1, Twierdzenie 3.3]:

〈WΨf,WΨg〉 = 〈f, g〉 ,

gdzie iloczyn skalarny w przestrzeni L2(R+ × SO(n+ 1)) dany jest wzorem

〈F,G〉 =

∫ ∞
0

∫
SO(n+1)

F (ρ,Υ)G(ρ,Υ) dν(Υ)α(ρ) dρ.

4.4.1 Granica euklidesowa

Wªasno±¢ granicy euklidesowej jest poj¦ciem, które w tym kontek±cie wprowadziª Holschnei-
der w artykule [39]. Rozumiemy przez nie, »e dla maªych skal, tzn. w sytuacji, gdy falka
skoncentrowana jest na obszarze Sn, maªym na tyle, »e mo»na go traktowa¢ jako pªaski,
falka zachowuje si¦ tak, jakby byªa zde�niowana na przestrzeni euklidesowej, tzn.

Ψρ

(
Φ−1(ξ)

)
≈ 1

ρn
F

(
ξ

ρ

)
dla pewnego F ∈ L2(Rn),

gdzie Φ−1 oznacza odwrotn¡ projekcj¦ stereogra�czn¡. Dokªadniej ([H1, Twierdzenie 3.4]):
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Rys. 1: Rzut stereogra�czny

Twierdzenie 11 Niech dana b¦dzie falka sferyczna {Ψρ} ⊆ L2(Sn) speªniaj¡ca warunek

akl (Ψρ) =
1

lk1−1Akl
O (ψk(lρ)) , ρ→ 0,

l ∈ N0, k = (k1, k2, . . . , kn−1) ∈ Mn−1(l), k1 ≤ K, gdzie ψk ∈ L2(R+, t
n−1 dt) jest prze-

dziaªami gªadk¡ funkcj¡ tak¡, »e

ρn
[c/ρ]∑
l=0

ln−1 ψk(lρ) < ε,

dla pewnych c > 0, ε� 1 oraz ρ < ρ0. Dalej niech

lim
ρ→0

akl (Ψρ) = 0

dla k1 ≥ K. Wówczas istnieje funkcja F : Rn → C caªkowalna w kwadracie i taka, »e

lim
ρ→0

ρn Ψρ

(
Φ−1(ρξ)

)
= F (ξ)

zachodzi punktowo dla ka»dego ξ ∈ Rn.

Dowód jest skomplikowany obliczeniowo i wykorzystuje elementy teorii funkcji specjalnych
oraz transformat Fouriera na przestrzeni Rn.
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4.4.2 Falki zonalne

W artykule [H1] osobny rozdziaª po±wi¦cony jest falkom osiowo symetrycznym. W tym
przypadku obroty SO(3) redukuj¡ si¦ do translacji (rotacji) na sferze Sn, warunki do-
puszczalno±ci upraszczaj¡ si¦, a w transformacie odwrotnej wyst¦puje caªka po sferze za-
miast falki po caªej grupie SO(3).

De�nicja 12 Rodzin¦ {Ψρ}ρ∈R+ b¦d¡c¡ podzbiorem przestrzeni L1
λ

(
[−1, 1]

)
nazywa si¦

zonaln¡ falk¡ sferyczn¡, je±li speªnia nast¦puj¡ce warunki:

1. dla l ∈ N0 ∫ ∞
0

∣∣Ψ̂ρ(l)
∣∣2 α(ρ) dρ =

(
λ+ l

λ

)2

, (18)

2. dla R ∈ R+ ∫ 1

−1

∣∣∣∣∫ ∞
R

(
Ψρ ∗Ψρ

)
(t)α(ρ) dρ

∣∣∣∣ (1− t2)λ−1/2
dt ≤ c, (19)

gdzie c jest niezale»ne od R.

De�nicja 13 Niech {Ψρ}ρ∈R+ b¦dzie falk¡ sferyczn¡. Transformata falkowa

WΨ : L2 (Sn)→ L2 (R+ × Sn)

dana jest wzorem
WΨf(ρ, x) =

(
f ∗Ψρ

)
(x). (20)

Transformata falkowa jest izometri¡ i jest odwracalna (w sensie L2) za pomoc¡ przeksztaª-
cenia

f(x) =
1

Σn

∫ ∞
0

∫
Sn
WΨf(ρ, y) Ψρ,y(x) dσ(y)α(ρ) dρ. (21)

W ten sposób teoria falek zonalnych badana przez wielu autorów [25, 28, 27, 24, 8, 9, 19]
jest uogólniona do sfer n-wymiarowych.

4.4.3 Falki wywiedzione z identyczno±ci aproksymowanej

Teoria identyczno±ci aproksymowanych wykorzystywana byªa dotychczas przy dowodzie
odwracalno±ci transformaty falkowej. Zostaªo wykazane, »e zªo»enie transformaty falkowej
i transformaty odwrotnej stanowi identyczno±¢ aproksymowan¡. Okazuje si¦ jednak, »e
zachodzi równie» zale»no±¢ odwrotna: odpowiedniemu j¡dru identyczno±ci aproksymowanej
mo»na przyporz¡dkowa¢ falk¦ sferyczn¡, patrz [20, Twierdzenie 6.1].
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Twierdzenie 14 Niech j¡dro {ΦR}R∈R+ jednostajnie ograniczonej identyczno±ci aproksy-
mowanej dane b¦dzie za pomoc¡ wspóªczynników Gegenbauera, ró»niczkowalnych wzgl¦-
dem R i monotonicznie malej¡cych wzgl¦dem R. Zaªó»my ponadto, »e

lim
R→∞

Φ̂R(l) = 0

dla l ∈ N. Wówczas falka wywiedziona z tej identyczno±ci aproksymowanej {Ψρ}ρ∈R+ dana
jest poprzez

Ψ̂ρ(l) =

(
− 1

α(ρ)

d

dρ

∣∣Φ̂ρ(l)
∣∣2)1/2

dla l ∈ N0, ρ ∈ R+.

Istnieje zatem wzajemnie jednoznaczna zale»no±¢ pomi¦dzy identyczno±ciami aproksy-
mowanymi speªniaj¡cymi warunki podane w Twierdzeniu 14 a falkami sferycznymi. St¡d
nazwa falki wywiedzione z identyczno±ci aproksymowanych dla falek speªniaj¡cych warunki
De�nicji 13. Ma to pomóc w odró»nieniu ich od zde�niowanych przez Antoine'a i Van-
dergheynsta falek wywiedzionych z teorii grup [5, 4].

4.4.4 Falki liniowe

Oprócz bada« opisanych powy»ej, a dotycz¡cych falek dwuliniowych, w pracy swojej za-
j¦ªam si¦ równie» falkami liniowymi. Zde�niowaªam je dla sfer n-wymiarowych podobnie
jak autorzy monogra�i [24] (dotycz¡cej funkcji na sferze dwuwymiarowej) oraz zgodnie
z koncepcj¡ zawart¡ w artykule [20] (patrz [H1, Rozdziaª 4]):

De�nicja 15 Niech α : R+ → R+ b¦dzie wag¡. Rodzina {ΨL
ρ }ρ∈R+ ⊆ L2(Sn) nazywana

jest liniow¡ falk¡ sferyczn¡, je±li speªnia nast¦puj¡ce warunki:

1. dla l ∈ N0

A0
l ·
∫ ∞

0

a0
l (Ψ

L
ρ )α(ρ) dρ =

λ+ l

λ
,

2. dla R ∈ R+ i x ∈ Sn ∫
Sn

∣∣∣∣∫ ∞
R

ΨL
ρ (x · y)α(ρ) dρ

∣∣∣∣ dσ(y) ≤ c, (22)

gdzie c jest niezale»ne od R.

De�nicja 16 Niech {ΨL
ρ }ρ∈R+ b¦dzie liniow¡ falk¡ sferyczn¡. Liniowa transformata falkowa

WL
Ψ : L2(Sn)→ L2 (R+ × SO(n+ 1))

dana jest wzorem

WL
Ψf(ρ,Υ) =

1

Σn

∫
Sn

ΨL
ρ (g−1x) f(x) dσ(x).
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Twierdzenie 17 (Rekonstrukcja) Niech {ΨL
ρ }ρ∈R+ b¦dzie falk¡ liniow¡ i niech f ∈ L2(Sn).

Wtedy

f(x) =

∫ ∞
0

∫
SO(n)

WL
Ψf(ρ, x̂g̃) dν(g̃)α(ρ) dρ

w sensie L2, gdzie x̂ oznacza ustalony element SO(n+ 1) taki, »e x̂ê = x.

Dowód bazuje na wªasno±ciach przedstawie« grupy SO(n) ⊆ SO(n+ 1) w L2(Sn).

W tym przypadku do rekonstrukcji sygnaªu nie u»ywa si¦ falki. Dlatego opisan¡ w tym
rozdziale transformat¦ nazywa si¦ liniow¡.

4.4.5 Falki wywiedzione z identyczno±ci aproksymowanych wzgl¦dem innych
falek sferycznych

Du»¡ zalet¡ de�nicji przedstawionej w [H1] jest jej ogólno±¢. W ostatnim rozdziale [H1]
wykazaªam, »e kilka innych rodzin ci¡gªych falek sferycznych speªnia warunki De�nicji 9.
Nale»¡ do nich falki Holschneidera,Mexican needlets, dyfuzyjne falki Eberta. Okazuje si¦, »e
istniej¡ tylko dwie istotnie ró»ne de�nicje falek sferycznych: bazuj¡ca na teorii identyczno±ci
aproksymowanych [H1] oraz bazuj¡ca na teorii grup [5, 4].

4.5 Falki Poissona [H2-H3]

Przykªadem rodziny falek s¡ falki Poissona wprowadzone (dla przypadku dwuwymiaro-
wego) przez Holschneidera i in. w artykule [40], a bardziej szczegóªowo przebadane w pra-
cach [41, 42, 45]. Falki Poissona s¡ bardzo przydatne w zastosowaniach, patrz [40, 15].
Ponadto istniej¡ ich dyskretne ramki, jak wykazaªam w swojej rozprawie doktorskiej [42],
patrz równie» [45]. Falki Poissona posiadaj¡ te» swój odpowiednik kierunkowy (niezonal-
ny) [38]. Du»¡ zalet¡ w porównaniu z innymi rodzinami falek jest jawny wzór przedstawia-
j¡cy falki Poissona jako funkcje wspóªrz¦dnych sferycznych ϑ i ϕ. Jednak falki Poissona
wprowadzone zostaªy jako falki speªniaj¡ce warunki de�nicji podanej w artykule [39], która
nie cieszy si¦ uznaniem w±ród spoªeczno±ci matematycznej. Byªo to dla mnie motywacj¡
do zbadania falek Poissona z perspektywy falek wywiedzionych z identyczno±ci aproksy-
mowanych.

W artykule [H2] uogólniªam de�nicj¦ falek Poissona do n wymiarów (De�nicja 3.1).

De�nicja 18 Falka Poissona rz¦du m, m ∈ N, dla skali ρ, ρ ∈ R+, dana jest wzorem
rekurencyjnym

Ψ1
ρ = ρr∂rprê, r = e−ρ,

Ψm+1
ρ = ρr∂rΨ

m
ρ , (23)
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gdzie prê jest j¡drem Poissona na sferze jednostkowej:

pζ(y) =
1

Σn

1− |ζ|2

|ζ − y|n+1
=

1

Σn

1− r2

(1− 2r cosϑ+ r2)(n+1)/2
(24)

dla ζ, y ∈ Rn+1,
r = |ζ| < |y| = 1,

gdzie ϑ oznacza k¡t mi¦dzy wektorami ζ i y, tzn.

r cosϑ = ζ · y.

Analogicznie jak w artykule [41] wyprowadziªam wzór na rozwini¦cie Gegenbauera falek
Poissona:

Ψm
ρ (y) =

1

Σn

∞∑
l=0

λ+ l

λ
(ρl)me−ρl Cλl (cosϑ),

[H2, Lemat 3.2]. Wykazaªam równie», »e falki te mo»na przedstawi¢ jako kombinacj¦ li-
niow¡ harmonik hipersferycznych, w tym wypadku wyznaczonych wzgl¦dem ¹ródªa pola
(bieguna). Udowodniªam ponadto, »e istnieje rozszerzenie harmoniczne tych funkcji do
funkcji zde�niowanych na caªej przestrzeni z wyª¡czeniem bieguna [H2, Twierdzenie 4.1].

Twierdzenie 19 Falki Poissona gmρ , m ∈ N, mog¡ by¢ w sposób jednoznaczny rozszerzone
harmonicznie do funkcji na Rn+1 \ {rê}. Dane s¡ one wzorem

gmρ (x) =
ρm

Σn

m+1∑
l=0

l!

(
αml +

αm+1
l

λ

)
e−ρl

Cλ
l (cosχ)

|x− rê|l+2λ
, (25)

gdzie r = e−ρ,

cosχ =
x− rê
|x− rê|

· ê,

a wspóªczynniki αml wyznacza si¦ rekurencyjnie przez:

α0
0 = 1,

αm0 = 0 dla m ≥ 1,

αlm = 0 dla l > m,

αm+1
l = lαml + αml−1.

W pracy swojej wyprowadziªam te» wzory na falki Poissona jako funkcje niewymierne
zmiennej cosϑ. Ich istnienie jest jednym z powodów, dla których falki Poissona s¡ tak
przydatne w obliczeniach, bowiem zarówno falki Gaussa [24, Rozdziaª 10], jak i Mexican
needlets [48] oraz dyskretne falki opisane w Rozdziale 11 [24] dane s¡ wyª¡cznie w postaci
szeregu Laplace'a.
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Twierdzenie 20 Falki Poissona rz¦du m ∈ N równe s¡

gmρ (y) =
ρm

Σn

Dλ+m+1

m∑
k=0

Rm
k (r) cosk ϑ, (26)

gdzie
Dj = Dj(r, ϑ) =

r

(1− 2r cosϑ+ r2)j
,

a Rm
k s¡ wielomianami stopnia 2m− k + 1 postaci

Rm
k (r) =

[(2m−k+1)/2]∑
j=0

am,kj r2j+(k−1)mod 2 .

Wspóªczynniki am,kj dane s¡ wzorem rekurencyjnym

am+1,0
j = bm+1,0

j , j = 0, . . . ,m+ 1,

am+1,k
j = bm+1,k

j + cm+1,k
j ,

k = 1, . . . ,m,

j = 0, . . . ,m+ 1−
[
k−1

2

]
,

am+1,m+1
j = cm+1,m+1

j , j = 0, . . . ,

[
m+ 1

2

]
,

gdzie dla k parzystych
a1,0

0 = −(n+ 3), a1,0
1 = n− 1,

a1,1
0 = n+ 1, a1,1

1 = −(n− 3)
oraz

bm+1,k
0 = 2 am,k0 ,

bm+1,k
j = 2 (j + 1) am,kj + 2 (j − λ−m− 1) am,kj−1, j = 1, . . . ,m− k/2,

bm+1,k
m+1−k/2 = −(2λ+ k) am,km−k/2,

cm+1,k
0 = 2 (λ+m) am,k−1

0 ,

cm+1,k
j = 2 (λ+m) am,k−1

j − 2 · 2j am,k−1
j

= 2 (λ+m− 2j) am,k−1
j , j = 1, . . . ,m+ 1− k/2,

natomiast dla k nieparzystych

bm+1,k
0 = am,k0 ,

bm+1,k
j = (2j + 1) am,kj + (2 (j − λ−m)− 3) am,kj−1, j = 1, . . . ,m− [k/2],

bm+1,k
m+1−[k/2] = −(2λ+ 2m+ 1) am,km−[k/2] + (2m− k + 1) am,km−[k/2]

= −(2λ+ k) am,km−[k/2],

cm+1,k
0 = 0,

cm+1,k
j = 2 (λ+m− 2j + 1) am,k−1

j−1 , j = 1, . . . ,m+ 1− [k/2]
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U»ywaj¡c jawnego wzoru na falki Poissona, udowodniªam, »e s¡ one zlokalizowane wielo-
mianowo jako funkcje odlegªo±ci geodezyjnej ϑ [H2, Twierdzenie 6.5]:

Twierdzenie 21 Niech Ψm
ρ b¦dzie falk¡ Poissona rz¦du m. Istnieje staªa c taka, »e

|ρnΨm
ρ (cos(ρϑ)) | ≤ c · e−ρ

ϑm+n
, ϑ ∈

(
0,
π

ρ

]
,

jednostajnie wzgl¦dem ρ. m+n jest najwi¦kszym mo»liwym wykªadnikiem w tej nierówno±ci.

Dalej, korzystaj¡c z przedstawienia falek Poissona w postaci sum sko«czonych harmonik
hipersferycznych, znalazªam wzory na granice euklidesowe tych falek [H2, Twierdzenie 7.1]:

Twierdzenie 22 Granice euklidesowe falek Poissona dane s¡ wzorem

Gm(|ξ|) =
1

Σnλ
(m+ 1)!

Cλ
m+1(1/

√
1 + |ξ|2)

(1 + |ξ|2)(m+n)/2
. (27)

Wykazaªam równie», »e s¡ one zlokalizowane wielomianowo [H2, Twierdzenie 7.2]:

Twierdzenie 23 Dla |ξ| → ∞ zachodzi

Gm(|ξ|) = O(|ξ|−[m+n+(m+1)mod 2]).

Wymienione wy»ej wªasno±ci falek Poissona stanowi¡ uogólnienie wªasno±ci udowodnionych
dla przypadku dwuwymiarowego w artykuªach [41, 42, 45]. Jednak najwa»niejszym wyni-
kiem w pracy [H2] jest dowód tego, »e falki Poissona (odpowiednio znormalizowane i z miar¡
α(ρ) = 1

ρ
) speªniaj¡ warunki powszechnie akceptowanej de�nicji falek z [H1] (patrz te» [24])

zarówno jako falki dwuliniowe, jak i liniowe [H2, Rozdziaªy 8 i 9]. Przy udowadnianiu, »e
rodzina funkcji stanowi falk¦, najwi¦ksz¡ trudno±¢ stanowi oszacowanie potrójnej caªki
po lewej stronie nierówno±ci (17) lub (22). W przypadku falek Poissona wykorzystaªam
omówione powy»ej nierówno±ci, »eby wykaza¢, »e warunki (17) oraz (22) s¡ speªnione.

4.5.1 Ramki falek Poissona

Jeszcze jednym powodem, dla którego falki Poissona s¡ tak u»yteczne, jest istnienie ich
dyskretnych ramek. Dowód tego stwierdzenia dla przypadku dwuwymiarowego stanowiª
temat mojej rozprawy doktorskiej. W artykule [H3] uogólniªam te wyniki na przypadek
n-wymiarowy. Fakt, »e falki Poissona stanowi¡ ramk¦ dyskretn¡, jest niezwykle wa»ny dla
przechowywania danych: warto±ci transformaty falkowej na przeliczalnym zbiorze argu-
mentów zawieraj¡ peªn¡ informacj¦ o analizowanym sygnale.

Mo»na wykaza¢ za pomoc¡ prostych rachunków, »e istnieje szeroka klasa falek sferycznych
(zawieraj¡ca falki Poissona), dla których istniej¡ ramki póªci¡gªe, tzn. takie, »e zmienna
skali ρ poddana jest dyskretyzacji, natomiast zmienna sferyczna pozostaje ci¡gªa [H3,
Twierdzenie 3.2].
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Twierdzenie 24 Niech {Ψρ : ρ ∈ R+} b¦dzie rodzin¡ falek tak¡, »e

Ψ̂ρ(l) =
l + λ

λ
· γ
(
ρ · τ(l)

)
,

gdzie τ jest dowoln¡ funkcj¡, γ jest takie, »e
∫∞

0
||γ2|′(t)| dt < ∞. Wówczas dla ka»dych

ε > 0 i δ > 0 istnieje staªa q taka, »e dla ka»dego ci¡gu B = (bj)j∈N0 speªniaj¡cego
warunki b0 ≥ − log q i 1 < bj/bj+1 < 1 + q · δ rodzina {Ψbj ,x, bj ∈ B, x ∈ Sn} z miar¡
{νj = C · log

bj
bj+1
} stanowi póªci¡gª¡ ramk¦ dla L2(Sn). Warunek (13) jest speªniony dla

zadanego ε.

Peªna dyskretyzacja ramek zasadniczo oparta jest na szacowaniu bª¦du pojawiaj¡cego si¦
przy dyskretyzacji splotu dwu j¡der falkowych. J¡dro reprodukuj¡ce transformaty falkowej
wzgl¦dem falek zonalnych, które speªnia warunek

WΨf(a, x) = Π(a, x; b, y) ∗WΨf(b, y)

=

∫ ∞
0

∫
Sn

Π(a, x; b, y)WΨf(b, y) dσ(y)α(b),

dane jest wzorem
Π(a, x; b, y) = C ·

〈
Ψ(x,a),Ψ(y,b)

〉
L2(Sn)

,

gdzie C jest staª¡. W przypadku falek Poissona wyra»a si¦ ono w postaci falek:

Πm(a, x; b, y) = C · (ab)m

(a+ b)2m
Ψ2m
a+b(x · y).

Jest zatem zlokalizowane wielomianowo wzgl¦dem zmiennej k¡towej x · y. Wªasno±¢ ta
oraz ograniczono±¢ gradientu j¡dra wykorzystane s¡ przy oszacowaniu warto±ci wyra»enia∣∣∣∣∣∣

∑
(b,y)∈Λ

Π(a, x; b, y) Π(b, y; c, z)µ(b, y)

−C̃
∑
b∈B

∫
Sn

Π(a, x; b, y) Π(b, y; c, z) dσ(y) ν(b)

∣∣∣∣∣ ,
(28)

patrz Twierdzenie 7. Siatka punktów Λ ⊆ B × Sn ma by¢ typu (δ,Ξ). Oznacza to, »e

dla ka»dej skali b = bj, istnieje mierzalny podziaª Pb = {O(b)
k , k = 1, 2, . . . , Kb} sfery

Sn na jednospójne zbiory, takie »e ±rednica ka»dego z tych zbiorów (mierzona za pomoc¡
odlegªo±ci geodezyjnej) jest nie wi¦ksza ni» Ξ b. Ka»dy ze zbiorów zawiera dokªadnie jeden

punkt siatki, a miara dana jest poprzez µ(b, y) = σ(O(b)
k ).

Wykazaªam, »e bª¡d (28) jest mniejszy ni»

1

cn
f

(
a

c
,
∠(x, z)

c

)
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Rys. 2: Przykªad siatki typu (δ,Ξ)

dla pewnej funkcji f ∈ L1
(
R+ × R+, (

da
a
, ϑn−1 dϑ)

)
, takiej »e ‖f‖ jest dowolnie maªe dla

dostatecznie maªego Ξ. Rachunki wymagaj¡ pomysªowego podziaªu obszaru caªkowania
oraz starannych oszacowa« j¡der, patrz dowód Twierdzenia 4.2 w [H3]. Zgodnie z Twierdze-
niem 7, fakt, »e caªka bª¦du (28) jest zbie»na i mniejsza ni» zadana warto±¢, implikuje
istnienie w peªni dyskretnej ramki

{Ψb,x, (b, x) ∈ Λ}

z miar¡ µ, patrz [H3, Wniosek 2.10].

Najwa»niejsza teza pracy [H3], istnienie dyskretnych ramek falkowych na sferach n-wymia-
rowych, udowodniona jest przy pewnych zaªo»eniach dotycz¡cych lokalizacji j¡dra falkowego.
Wedªug mojej wiedzy spo±ród falek dotychczas skonstruowanych tylko falki Poissona (rz¦du
m ≥ n+ 1) speªniaj¡ te warunki, patrz [H3, Twierdzenie 6.7]. Twierdzenie 4.2 w [H3] doty-
czy jednak szerszej grupy falek. Nale»y równie» doda¢, »e ten sposób dowodzenia, tzn. sza-
cowanie bª¦du dyskretyzacji przy splataniu j¡der, cho¢ wymaga skomplikowanych oblicze«,
daje dodatkow¡ informacj¦ o strukturze siatki, w szczególno±ci o proporcjonalno±ci ±rednicy
zbioru w podziale Pb do skali b.
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4.6 Falki kierunkowe [H4]

Jak ju» byªo powiedziane, jednym z najwa»niejszych osi¡gni¦¢ Eberta i in. w artykule [20]
byªo zde�niowanie falek niezonalnych i niezonalnej transformaty falkowej. Autorzy artykuªu
nie podali jednak »adnego przykªadu, trudno zatem byªo oszacowa¢ przydatno±¢ de�nicji.
W pracy [H4] podj¦ªam prób¦ skonstruowania rodziny falek niezonalnych. Pomysª za-
czerpn¦ªam z artykuªu [38], w którym j¡dro Poissona poddane jest ró»niczkowaniu przy
poruszeniu ¹ródªa rê prostopadle do osi z. Stanowi to dopeªnienie dla ró»niczkowania
wzdªu» osi z zgodnie z (23).

Rys. 3: Pochodna kierunkowa j¡dra Poissona

De�nicja 25 [H4, De�nicja 3.1] Kierunkowa falka Poissona rz¦du d ∈ N dana jest jako

Ψ[d]
ρ (x) = ρd

∂d

∂ϑd

(
pΥ−1

ϑ ζ(x)
)∣∣∣∣

ϑ=0

,

gdzie Υϑ oznacza obrót przestrzeni Rn+1 w pªaszczy¹nie (ê, x2) o k¡t ϑ, natomiast ζ = e−ρ ê.

Aby bada¢ falki powstaj¡ce w ten sposób, wyprowadziªam wzory rekurencyjne na pochodne
kierunkowe harmonik hipersferycznych [H4, Lemat 4.2].

Lemat 26 Niech n ≥ 3 i l ∈ N b¦d¡ ustalone. Wtedy

∂

∂ϑ
Y

(k1,0,...,0)
l (Υϑx)

∣∣∣∣
ϑ=0

= βl,k1−1 Y
(k1−1,0,...,0)
l (x)− βl,k1 Y

(k1+1,0,...,0)
l (x) (29)

dla

βl,k1 =

√
(k1 + 1) (2λ+ k1 − 1) (l − k1) (2λ+ l + k1)

(2λ+ 2k1 − 1) (2λ+ 2k1 + 1)
, (30)
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k1 = 0, 1, . . . , l oraz
βl,−1 = 0.

Niech n = 2 i l ∈ N b¦dzie ustalone i niech Ỹ k
l oznacza

Ỹ k
l =

{
Y −kl + Y k

l dla k = 0, 1, . . . , l,

0 dla pozostaªych k.

Wówczas zachodzi
∂

∂ϑ
Ỹ 0
l (Υϑx)

∣∣∣∣
ϑ=0

= −
√
l(l + 1) Ỹ 1

l (x) (31)

i
∂

∂ϑ
Ỹ k
l (Υϑx)

∣∣∣∣
ϑ=0

= βl,k−1 Ỹ
k−1
l (x)− βl,k Ỹ k+1

l (x) (32)

dla k = 1, 2, . . . , l.

W dowodzie wykonane s¡ obliczenia wykorzystuj¡ce wªasno±ci wielomianów Gegenbauera.
Bazuj¡c na powy»szym lemacie, wyprowadziªam algorytm do wyznaczania wspóªczyn-
ników Fouriera pochodnej kierunkowej funkcji zonalnej [H4, Twierdzenie 4.3].

Twierdzenie 27 Niech dana b¦dzie funkcja zonalna

f =
∞∑
l=0

a0
l (f)Y 0

l .

Zachodzi

f (d) :=
∂d

∂ϑd
(f(Υϑx))

∣∣∣∣
ϑ=0

=
∞∑
l=0

[ d2 ]∑
j=0

a2j+dmod2
l (f (d))Y

(2j+dmod2,0,...,0)
l (x) (33)

dla n ≥ 3 oraz

f (d) =
∞∑
l=0

[ d2 ]∑
j=0

a2j+dmod2
l (f (d))

(
Y 2j+dmod2
l + Y

−(2j+dmod2)
l

)
(34)

dla n = 2, gdzie wspóªczynniki akl (f
(d)) dane s¡ wzorem rekurencyjnym

a2j+1
l (f (d)) = βl,2j+1a

2j+2
l (f (d−1))− βl,2ja2j

l (f (d−1)),

a2j
l (f (d)) = 0
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dla nieparzystych d oraz

a0
l (f

(d)) = −βl,0 a1
l (f

(d−1)) (dla n ≥ 3),

a0
l (f

(d)) = −2βl,0 a
1
l (f

(d−1)) (dla n = 2),

a2j
l (f (d)) = βl,2j−1 a

2j−1
l (f (d−1))− βl,2j a2j+1

l (f (d−1)),

a2j+1
l (f (d)) = 0

dla parzystych d, natomiast βl,k zde�niowane s¡ jak w Lemacie 26.

Struktura wspóªczynników βl,k1 pojawiaj¡cych si¦ przy ró»niczkowaniu kierunkowym spra-
wia, »e »adna z rodzin falkowych znanych dotychczas b¡d¹ skonstruowanych w podobny
sposób, tzn. takich, których wspóªczynniki Gabora stanowi¡ próbki funkcji b¦d¡cej iloczy-
nem dodatniej caªkowitej b¡d¹ poªówkowej pot¦gi wielomianu oraz funkcji wykªadniczej
z wykªadnikiem wielomianowym, nie speªnia warunków De�nicji 9. (De�nicja z artykuªu [38]
jest nieco inna i dopuszcza szersz¡ klas¦ falek. Jednak w tym przypadku rekonstrukcja jest
mo»liwa tylko z dokªadno±ci¡ do multyplikatora Fouriera). Sposobem na przezwyci¦»enie
tej trudno±ci byªo u»ycie dwóch ró»nych rodzin falek dla analizy i syntezy sygnaªu. Manewr
taki cz¦sto stosuje si¦ w przypadku falek na przestrzeni euklidesowej.

De�nicja 28 [H4, De�nicja 5.1] Niech α : R+ → R+ b¦dzie wag¡. Rodziny {Ψρ}ρ∈R+ ⊆
L2(Sn) oraz {Ωρ}ρ∈R+ ⊆ L2(Sn) nazywamy par¡ falek, je±li speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

1. dla l ∈ N0
N(n,l)∑
κ=1

∫ ∞
0

aκl (Ψρ) a
κ
l (Ωρ)α(ρ) dρ = N(n, l), (35)

2. dla R ∈ R+ i x ∈ Sn ∫
Sn

∣∣∣∣∫ ∞
R

(Ψρ∗̂Ωρ)(x · y)α(ρ) dρ

∣∣∣∣ dσ(y) ≤ c, (36)

gdzie c jest staª¡ niezale»n¡ od R.

Transformata falkowa dana jest tym samym wzorem co w [H1], patrz [H4, De�nicja 5.2], i
jest odwracalna za pomoc¡ przeksztaªcenia:

f(x) =

∫ ∞
0

∫
SO(n+1)

WΨf(ρ,Υ) Ωρ(g
−1x) dν(Υ)α(ρ) dρ.

Je»eli {Ψρ} i {Ωρ} nie s¡ sobie równe, transformata falkowa nie jest izometri¡.
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WTwierdzeniu 5.7 z artykuªu [H4] udowodnione jest, »e pewne kombinacje liniowe pochod-
nych kierunkowych j¡dra Poissona oraz j¡dra

hρ(x) =
∞∑
l=0

e−
ρl2

2λ Cλl (37)

stanowi¡ par¦ falek z wag¡ α(ρ) = 1
ρ
. Mo»na powiedzie¢, »e falki kierunkowe powstaªe

z (37) stanowi¡ falk¦ rekonstruuj¡c¡ dla kierunkowych falek Poissona.

W artykule [H4] wyprowadziªam równie» jawne wzory na granic¦ euklidesow¡ kierunkowych
falek Poissona (Twierdzenie 6.1).

Twierdzenie 29 Granice euklidesowe kierunkowych falek Poissona wynosz¡

G[d](ξ) =
∂d

∂ξd2

2

Σn(1 + |ξ|2)λ+1
, (38)

ξ = (ξ2, ξ3, . . . , ξn+1) ∈ Rn.

W Dodatku w artykule [H4] zastosowaªam wzory rekurencyjne z Twierdzenia 4.3 do wy-
prowadzenia jawnego przedstawienia drugiej pochodnej kierunkowej j¡dra Poissona:

(
pλζ
)(2)

(x) =− 2(λ+ 1) e−ρ (1− e−2ρ)

Σn (1− 2e−ρ cosϑ1 + e−2ρ)λ+2
cosϑ1

+
4(λ+ 1)(λ+ 2) e−2ρ (1− e−2ρ)

Σn (1− 2e−ρ cosϑ1 + e−2ρ)λ+3
sin2 ϑ1 cos2 ϑ2.

4.7 Ramki dyskretne falek niezonalnych [H5]

Celem mojej kolejnej pracy [H5] byªo skonstruowanie dyskretnych ramek falek kierunko-
wych. Ze wzgl¦du na du»¡ liczb¦ zmiennych pojawiaj¡cych si¦ przy obliczeniach wyko-
rzystuj¡cych falki niezonalne, jak równie» nieistnienie falek standardowej budowy, które
byªyby dla siebie falkami rekonstrukcyjnymi, zastosowanie metody u»ytej w [H3] wydaje
si¦ niemo»liwe. Zastosowaªam zatem inny sposób: bezpo±rednie oszacowanie∣∣∣∣∫

X

|〈fx, f〉| dµ(x)− ‖f‖2

∣∣∣∣
przy odpowiednio wybranym {fx}, zgodnie z (13). Metoda ta wymaga kolejnej mody�kacji
de�nicji falek, patrz [H5, De�nicja 2.3].
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De�nicja 30 Niech α : R+ → R+ b¦dzie wag¡. Rodzina {Ψρ}ρ∈R+ ⊆ L2(Sn) nazywana
jest falk¡ rz¦du m, je±li speªnia warunek

A ≤ β(l) ≤ B (39)

dla dodatnich staªych A i B niezale»nych od l ∈ N0, l > m, oraz β(l) = 0 dla l ∈ N0,
l ≤ m, gdzie β(l) dane jest wzorem

β(l) :=

∑N(n,l)
κ=1

∫∞
0
|aκl (Ψρ)|2 α(ρ) dρ

N(n, l)
.

Opuszczenie warunku (17) (wzgl¦dnie (36)) pozwala na du»¡ dowolno±¢ w konstrukcji falek.
W Twierdzeniu 2.6 w [H5] wykazaªam istnienie szerokiej klasy funkcji o nieograniczonym
spektrum, które s¡ falkami.

Twierdzenie 31 Niech {Ψρ} ⊂ L2(Sn) b¦dzie rodzin¡ funkcji zonalnych speªniaj¡cych
warunek

Ψ̂ρ(l) =
(
ρa [qγ(l)]

b
)c
e−ρ

a [qγ(l)]b · l + λ

λ
dla l ∈ N0, (40)

gdzie qγ jest wielomianem stopnia γ, dodatnim dla dodatnich l, natomiast a, b, c s¡ staªymi
dodatnimi. Symbolem Υς̂ ,ϑ oznaczony jest obrót przestrzeni Rn+1 w pªaszczy¹nie (ê, ς̂), gdzie
ς̂ jest osi¡ obrotu równolegª¡ do przestrzeni stycznej do sfery w punkcie ê. K¡t obrotu
wynosi ϑ. Wówczas dla ka»dego d ∈ N{

Ψς̂ ,d
ρ (x)

}
=

{
ρad/(νb)

∂d

∂ϑd
Ψρ(Υς̂ ,ϑx)

∣∣∣∣
ϑ=0

}
jest falk¡ rz¦du 0 zgodnie z De�nicj¡ 30, gdzie α(ρ) = 1

ρ
.

Przyj¡wszy tak¡ de�nicj¦ falki, tracimy mo»liwo±¢ bezpo±redniej rekonstrukcji sygnaªu za
pomoc¡ caªki. Jednak falki speªniaj¡ce jej warunki stanowi¡ ci¡gª¡ ramk¦ [H5, Twierdze-
nie 2.5]. Rekonstrukcja jest zatem mo»liwa np. za pomoc¡ algorytmu iteracyjnego. Ponad-
to dla falek opisanych w Twierdzeniu 31 mo»liwa jest dyskretyzacja wzgl¦dem skali [H5,
Twierdzenie 3.1].

Twierdzenie 32 Niech {Ψρ} ⊂ L2(Sn) b¦dzie rodzin¡ falek jak w Twierdzeniu 31. Wtedy
dla ka»dego ε > 0 istniej¡ staªe a0 i X takie, »e dla ka»dego ci¡gu R = (ρj)j∈N0 speªniaj¡cego
warunki ρ0 ≥ a0 oraz 1 < ρj/ρj+1 < X rodzina {Ψρj(Υ

−1◦), ρj ∈ R, Υ ∈ SO(n+ 1)} sta-
nowi póªci¡gª¡ ramk¦ przestrzeni L2(Sn).

Gªówne twierdzenie artykuªu [H5] dotycz¡ce dyskretyzacji obrotów udowodnione jest dla
ka»dej rodziny falek, dla której istnieje ramka póªci¡gªa. Grupa obrotów SO(n+1) interpre-
towana jest jako iloczyn kartezja«ski sfer SJ , J = 1, 2, . . . , n, a dyskretyzacja wykonywana
jest osobno na ka»dym SJ [H5, De�nicja 4.1 i Twierdzenie 4.2].
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Rys. 4: Przykªad ci¡gu R i siatki typu (δ2, δ1)

De�nicja 33 Niech dane b¦dzie n. Mówimy, »e Λ jest siatk¡ typu (δn, δn−1, . . . , δ1), je±li
jest dyskretnym mierzalnym zbiorem obrotów w SO(n + 1) skonstruowanym iteracyjnie
w nast¦puj¡cy sposób: Istnieje mierzalny podziaª Pn = {Onαn : αn = 1, . . . , Kn} sfery Sn
na jednospójne zbiory, takie »e ±rednica ka»dego z tych zbiorów (mierzona za pomoc¡
odlegªo±ci geodezyjnej) jest nie wi¦ksza ni» δn. Ka»dy z tych zbiorów zawiera dokªadnie
jeden punkt xnαn, αn = 1, . . . , Kn. Dla J < n niech (αn, αn−1, . . . , αJ+1) b¦dzie ustalonym
multiindeksem, a

PJ = Pj(αn, αn−1, . . . , αJ+1) = {OJαJ : αJ = 1, . . . , KJ}

mierzalnym podziaªem sfery SJ na KJ = KJ(αn, αn−1, . . . , αJ+1) jednospójnych zbiorów o
±rednicy nie wi¦szej ni» δJ , z których ka»dy zawiera dokªadnie jeden punkt xJαJ = xJ(αn,...,αJ ).
Wówczas Λ jest zbiorem obrotów danym przez

Υ(αn,...,α1) = Υ1(x1
α1

) Υ2(x2
α2

) . . .Υn(xnαn)

z miar¡

λ(Υ(αn,...,α1)) :=
n∏
J=1

λJ
(
xJαJ
)
, λJ

(
xJαJ
)

:= σJ
(
OJαJ

)
.

Dla poszczególnych SJ

ΥJ(xJ) = Υ1(ϑJ1 ) Υ2(ϑJ2 ) . . .ΥJ−1(ϑJJ−1) ΥJ(ϕJ), J = 1, 2, . . . , n,

dla

xJ = (ϑJ1 , . . . , ϑ
J
J−1, ϕ

J) ∈ SJ ,

gdzie Υι(ϑ) oznacza obrót w pªaszczy¹nie (xι, xι+1) o k¡t ϑ, natomiast ϑJι oraz ϕJ , ι =
1, 2, . . . , J − 1, s¡ k¡tami Eulera Υ.
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Twierdzenie 34 Niech Ψρ b¦dzie rodzin¡ falek klasy C1 tak¡, »e {Ψρj ,x, j ∈ N0, x ∈ Sn}
jest ramk¡ póªci¡gª¡. Wtedy dla ka»dego j ∈ N0 istniej¡ ci¡gi (δjn, δ

j
n−1, . . . , δ

j
1) takie, »e

{Ψρj(Υ
−1

(αjn,...,α
j
1)
◦), j ∈ N0, Υ(αjn,...,α

j
1) ∈ Λj}

jest ramk¡ dla L2(Sn), je±li tylko Λj jest siatk¡ typu (δjn, δ
j
n−1, . . . , δ

j
1).

W dowodzie wykorzystuje si¦ ograniczono±¢ norm L2 falki i jej gradientu powierzchniowego
na ka»dej skali ρj. Wykazane jest, »e mo»na wykona¢ dyskretyzacj¦ na tyle g¦sto, »eby
caªkowity bª¡d speªniaª wymagane warunki.

5 Omówienie pozostaªych osi¡gni¦¢

naukowo-badawczych

Poza pi¦cioma pracami stanowi¡cymi jednotematyczny cykl publikacji, po uzyskaniu stop-
nia doktora opublikowaªam osiem artukuªów, a kolejne cztery zostaªy wysªane do redakcji.
�¡cznie jestem autork¡ lub wspóªautork¡ trzynastu publikacji. Liczba cytowa« wedªug
bazy Web of Science (na dzie« 22 XI 2018 r.) wynosi 62 (16 bez autocytowa«), za±
h-indeks (indeks Hirscha) jest równy 5. Sumaryczny impact factor czasopism dla pi¦ciu pub-
likacji wchodz¡cych w skªad osi¡gni¦cia naukowego, wedªug listy Journal Citation Reports,
to 11, 306; sumaryczny impact factor dla wszystkich trzynastu publikacji wynosi 21, 529,
patrz Tabela 1.

(a) Lista prac niewchodz¡cych w skªad osi¡gni¦cia naukowego

[P1] M. Holschneider, I. Iglewska-Nowak, Poisson wavelets on the sphere, J. Fourier Anal.
Appl. 13 (2007), no. 4, 405�419.

[P2] I. Iglewska-Nowak, M. Holschneider, Frames of Poisson wavelets on the sphere, Appl.
Comput. Harmon. Anal. 28 (2010), no. 2, 227�248.

[P3] I. Iglewska-Nowak, M. Holschneider, Irregular Gabor frames, Kyushu J. Math. 67
(2013), no. 1, 237�247.

[P4] I. Iglewska-Nowak, Multiresolution on n-dimensional spheres, Kyushu J. Math., 70
(2016), no. 2, 353�374.

[P5] I. Iglewska-Nowak, On the uncertainty product of spherical wavelets,
Kyushu J. Math. 71 (2017), no. 2, 407�416.
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Tab. 1: Impact factor czasopism wedªug listy Journal Citation Report zgodnie z rokiem
opublikowania (lub 2017 dla publikacji z roku 2018)

rok impact

praca czasopismo publikacji factor

[H1] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2015 2,094
[H2] J. Fourier Anal. Appl. 2015 0,912
[H3] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2016 2,634
[H4] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2018 2,833
[H5] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2017 2,833

[P1] J. Fourier Anal. Appl. 2007 1,125
[P2] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2010 3,144
[P3] Kyushu J. Math. 2013 0,25
[P4] Kyushu J. Math. 2016 0,375
[P5] Kyushu J. Math. 2017 0,478
[P6] Kyushu J. Math. 2017 0,478
[P7] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2018 2,833
[P8] Int. J. Wavelets Multiresolution Inf. Process. 2018 0,54

[P6] I. Iglewska-Nowak, Uncertainty of Poisson wavelets, Kyushu J. Math. 71 (2017),
no. 2, 349�362.

[P7] I. Iglewska-Nowak, Angular multiselectivity with spherical wavelets, Appl. Comput.
Harmon. Anal. 45 (2018), no. 3, 729�741.

[P8] I. Iglewska-Nowak, Uncertainty product of the spherical Gauss-Weierstrass wavelet,
Int. J. Wavelets Multiresolution Inf. Process. 16 (2018), no. 4, 1850030, 14 pp.

[Pre1] I. Iglewska-Nowak, A continuous spherical wavelet transform for C(Sn),
arXiv: https://arxiv.org/abs/1806.07881.

[Pre2] I. Iglewska-Nowak, Spin weighted wavelets on the sphere,
arXiv: https://arxiv.org/abs/1804.04947.

[Pre3] I. Iglewska-Nowak, Uncertainty product of the spherical Abel-Poisson wavelet,
arXiv: https://arxiv.org/abs/1806.07883.

[Pre4] I. Iglewska-Nowak, On the uncertainty product of spherical functions,
arXiv: https://arxiv.org/abs/1806.07880.
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(b) Omówienie wyników uzyskanych w wy»ej wymienionych pracach

5.1 Badania opisane w rozprawie doktorskiej [P1�P3]

Dowód istnienia dyskretnych ramek falek Poissona na S2 byª tematem mojej pracy dok-
torskiej zadanym mi przez promotora prof. Matthiasa Holschneidera. Artykuªy [P1] i [P2]
przedstawiaj¡ wyniki b¦d¡ce tre±ci¡ rozprawy. Strategia jest analogiczna do tej, któr¡
wykorzystaªam w pracach nad falkami n-wymiarowymi i jest szczegóªowo opisana w poprzed-
niej cz¦±ci tego autoreferatu.

W pracy [P3] zastosowaªam metod¦ szacowania bª¦du dyskretyzacji przy splocie j¡der
transformaty Gabora, by pokaza¢, »e istniej¡ dyskretne ramki Gabora. W dowodzie wyko-
rzystaªam fakt, »e istniej¡ caªkowalne majoranty j¡dra, podaªam te» przykªad takiej ma-
joranty. Dodatkowo do tych wyników, które byªy ju» opublikowane wcze±niej w mojej
rozprawie doktorskiej, w artykule [P3] wykazaªam, »e istnienie opisanej wy»ej majoranty
implikuje ograniczono±¢ gradientu iloczynu j¡der Gabora. Wªasno±¢ ta jest wykorzys-
tana przy dowodzie gªównego twierdzenia. W przypadku falek sferycznych wymagana jest
ograniczono±¢ gradientu j¡dra (i konieczna jest bezpo±rednia wery�kacja tej wªasno±ci),
tutaj natomiast gradient j¡dra oscyluje, st¡d dla dowodu u»ywa si¦ oszacowania gradientu
iloczynu j¡der.

Udowodniªam ponadto, »e z ograniczono±ci j¡dra transformaty Gabora wynika, »e okno
czasowe jest funkcj¡ klasy Schwartza (implikacja odwrotna jest oczywista).

Przykªad numeryczny pokazuje, »e dzi¦ki tej metodzie mo»na wyznaczy¢ górn¡ granic¦
g¦sto±ci siatki tak¡, »e próbkowanie na tej siatce wygeneruje dyskretn¡ ramk¦. Okazuje si¦
jednak, »e wielko±¢ ta jest daleka od optymalnej (wyznaczonej innymi metodami). Oznacza
to, »e prezentowana metoda sªu»y¢ powinna raczej do dowodzenia istnienia ramek.

5.2 Falki wielomianowe i analiza wielorozdzielcza [P4]

W artykule [P4] zde�niowane s¡ falki i transformata falkowa na sferze Sn, istotnie ró»ne
od tych wywiedzionych z identyczno±ci aproksymowanych. Zaprezentowana konstrukcja
jest uogólnieniem wyników z [18] dotycz¡cych falek na S2. Falki w [P4] s¡ kombina-
cjami liniowymi harmonik hipersferycznych. Z jednej strony powoduje to, »e falki oscyluj¡,
z drugiej jednak gwarantuje, »e falki i funkcje skaluj¡ce (przy tej konstrukcji falki stanowi¡
ró»nic¦ funkcji skaluj¡cych o ró»nych skalach) s¡ prostopadªe, maj¡ wªasno±¢ reproduku-
j¡c¡ oraz s¡ w pewien sposób zlokalizowane. Falki i funkcje skaluj¡ce s¡ próbkowane na
siatkach równok¡tnych. Prosta zale»no±¢ ª¡czy falki i funkcje skaluj¡ce na ró»nych skalach,
a ponadto stanowi¡ one ramki rozpi¦tych na nich przestrzeni. Podany jest prosty algo-
rytm rekonstrukcji sygnaªu, jednak mo»e on by¢ niestabilny ze wzgl¦du na koncentracj¦
próbek w pobli»u biegunów. Jednym z najwa»niejszych wyników prezentowanych w [P4]
jest de�nicja analizy wielorozdzielczej (MRA). Wedªug mojej wiedzy, jest to pierwsza próba
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zde�niowania MRA na Sn. Ponadto w pracy wyprowadzony jest wzór na staª¡ nieoznaczo-
no±ci dla funkcji zonalnych oraz wyznaczone staªe nieoznaczono±ci falek i funkcji skaluj¡-
cych.

5.3 Dalsze prace dotycz¡ce falek wywiedzionych z identyczno±ci
aproksymowanych [P5�P8,Pre1�Pre3]

5.3.1 Staªa nieoznaczono±ci

Wyniki opublikowane w artykuªach [H1�H5] otwieraj¡ szerokie mo»liwo±ci bada«. Ze wzgl¦du
na ogólno±¢ de�nicji kierunkowe falki sferyczne mog¡ by¢ konstruowane b¡d¹ oceniane
wedªug ró»nych kryteriów. Jest to tematem moich dalszych prac.

Jednym ze wsk¹ników jako±ci funkcji analizuj¡cej jest jej staªa nieoznaczono±ci [54, 57]. Jest
ona miar¡ kompromisu pomi¦dzy lokalizacj¡ w przestrzeni a lokalizacj¡ w cz¦stotliwo±ci.
W przypadku ci¡gªych funkcji sferycznych dana jest wzorem

U(F ) =

√
1− ‖ξO(F )‖2

‖ξO(F )‖2
· ‖∇S

nF‖2

‖F‖2

,

gdzie

ξO(F ) =
1

‖F‖2
2

∫
Sn
x |F (x)|2 dσ(x)

dla F ∈ C(Sn). Jest ograniczona z doªu liczb¡ n
2
[57, 36]. Oznacza to, »e nie mo»na jed-

nocze±nie uzyska¢ ostro±ci i w przestrzeni, i w cz¦stotliwo±ci. Jest to odpowiednik reguªy
nieoznaczono±ci Heisenberga.

W pracy [47] wykazano, »e staªa nieoznaczono±ci j¡dra Gaussa-Weierstrassa na S2 d¡»y do
warto±ci minimalnej przy ρ → 0. Ciekawym zagadnieniem jest klasy�kacja innych funkcji
opisanych Twierdzeniem 31 wedªug kryterium warto±ci staªej nieoznaczono±ci albo wyz-
naczenie jej dla falek o sko«czonym spektrum, jak to zostaªo zrobione w [P4] (dla innej
klasy falek, dla której skala jest z zaªo»enia dyskretna). W artykule [P5] zawarte s¡ ogólne
wyniki dotycz¡ce staªej nieoznaczono±ci falek zde�niowanych poprzez (40) [P5, Twierdze-
nie 3.4].

Twierdzenie 35 Niech {Ψρ} b¦dzie rodzin¡ falek zonalnych takich danych wzorem (40),
gdzie a > 0, c > 0, a qν(l) = aνl

ν + aν−1l
ν−1 + · · · + a1l + a0 jest wielomianem stopnia ν,

dodatnim i monotonicznie rosn¡cym dla l ≥ 1. Staªa nieoznaczono±ci funkcji Ψρ dla ρ→ 0
speªnia warunek

U(Ψρ) ≤ O
(
ρ

−a
2ν

)
.
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Oznacza to, »e w ogólno±ci staªa nieoznaczono±ci falek sferycznych skonstruowanych w po-
wy»szy sposób nie musi by¢ ograniczona. Dalsze badania wykazaªy, »e jest ona ograniczona
przy ρ → 0 dla pewnych klas funkcji speªniaj¡cych warunki Twierdzenia 35. Funkcjami
tymi s¡ falka Gaussa-Weierstrassa {ΨG

ρ } (b¦d¡ca pochodn¡ j¡dra Gaussa-Weierstrassa),
dla której zachodzi [P8]

U(ΨG
ρ ) ≤

√
2

(
1 +

6

e
+

16

e2

)
+O(1), ρ→ 0,

oraz falka Abela-Poissona {ΨA
ρ } (któr¡ mo»na interpretowa¢ jako falk¦ Abela-Poissona

rz¦du 1
2
) speªniaj¡ca warunek [Pre4]

lim
ρ→0

U(ΨA
ρ ) =

1

2

√
(n+ 1)(n+ 2)(n2 − 3n+ 3)

n(n− 1)
.

Jednak najciekawsze wyniki dotycz¡ falek Poissona {gmρ } [P6]. Ich staªa nieoznaczono±ci
nie tylko jest ograniczona przy ρ → 0, ale te» w pewnych przypadkach granicznych d¡»y
do warto±ci optymalnej. Dokªadniej: dla danego n falka Poissona rz¦du [(n− 1)/2] ma naj-
mniejsz¡ spo±ród falek Poissona wszystkich rz¦dów warto±¢ granicy staªej nieoznaczono±ci
przy ρ→ 0:

min
m∈N

lim
ρ→0

U(gmρ ) =
1

2

√
n(n− 1)(2n− 1)

2n− 3
.

Przy n→∞ warto±¢ tego wyra»enia zachowuje si¦ jak n
2
, tzn. d¡»y do warto±ci optymalnej.

Pokazuje to, »e w przypadku funkcji sferycznych nie tylko j¡dro Gaussa ma minimaln¡
nieoznaczono±¢, jak to ma miejsce przy funkcjach na przestrzeni euklidesowej.

5.3.2 Wielorozdzielczo±¢ k¡towa

Inn¡ wªasno±ci¡ falek, któr¡ mo»na wyrazi¢ liczb¡, jest rozdzielczo±¢ k¡towa. Ciekawym za-
gadnieniem jest konstrukcja falek kierunkowych maj¡cych wyra¹ny pro�l wzgl¦dem zmien-
nej k¡towej ϕ, patrz [P7]. Falki takie pozwalaj¡ na dokªadn¡ analiz¦ skªadowych kierunko-
wych sygnaªu.

Pierwsza pochodna kierunkowa j¡dra Poissona jest funkcj¡ o zmiennych rozdzielonych:

g1
ρ(ϑ, ϕ) = υρ(ϑ) · cos(ϕ).

Aby osi¡gn¡¢ opisany powy»ej cel, próbowaªam zast¡pi¢ cos(ϕ) funkcj¡

fτ (ϕ) =
∑
j∈Z

Fτ (ϕ+ 2jπ), ϕ ∈ [0, 2π),
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Rys. 5: Falka o maªej i falka o du»ej rozdzielczo±ci k¡towej

gdzie Fτ dane jest wzorem

Fτ (φ) = e−
τ2φ2

2 − e−
τ2(φ−π)2

2 , φ ∈ R.

Okazaªo si¦ jednak, »e funkcja (ϑ, ϕ) 7→ υρ(ϑ) · cos(ϕ) nie jest falk¡. Niezb¦dne zatem byªo
znale¹¢ funkcj¦ ωρ tak¡, »e (ϑ, ϕ) 7→ ωρ(ϑ)·fτ (ϕ) speªnia warunki De�nicji 30. Sposobem na
to byªo manipulowanie wspóªczynnikami ró»nych pochodnych j¡dra Poissona i sprawdzanie,
czy nierówno±ci (16) i (17) s¡ speªnione. Znalazªam dwie funkcje:

ω(1)
ρ (ϑ) = ρ · sin5 ϑ · r · ∂

∂r

[
r · ∂

∂r
prê(cosϑ)

]
,

ω(2)
ρ (ϑ) = ρ · sin5 ϑ · r2 · ∂

2

∂r2
prê(cosϑ),

gdzie r = e−ρ. W obu przypadkach ωρ · fτ jest falk¡ dla ka»dej warto±ci τ ≥ 1. W zwi¡zku
z tym, je±li transformata falkowa jest dyskretyzowana zgodnie ze schematem opisanym
w [H5], poprzez odpowiedni dobór parametru τ mo»na adaptowa¢ rozdzielczo±¢ k¡tow¡
falki do wªasno±ci analizowanego sygnaªu wykrytych w danym punkcie.
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Rys. 6: fτ dla ró»nych τ

5.3.3 Falki o wadze spinowej [Pre2]

W kolejnej pracy zde�niowaªam falki o wadze spinowej. Mog¡ one mie¢ zastosowanie w kos-
mologii, w szczególno±ci przy badaniu polaryzacji mikrofalowego promieniowania tªa. Falki
te s¡ uogólnieniem falek spinowych typu needlet z artykuªu [30]. Polaryzacj¦ mo»na inter-
pretowa¢ jako ci¦cie wi¡zki liniowej na sferze, a needlet-type spin wavelets s¡ narz¦dziem
sªu»¡cym do badania takich ci¦¢. Mo»na je te» traktowa¢ jako uogólnienie needlets [32],
które s¡ przypadkiem szczególnym falek sferycznych [H1]. Zatem spin-weighted spherical
wavelets rozszerzaj¡ klas¦ funkcji sªu»¡cych do badania polaryzacji promieniowania tªa.

5.3.4 Transformata falkowa funkcji ci¡gªych [Pre1]

Innym ciekawym zagadnieniem jest analiza wielorozdzielcza oparta na falkach sferycznych
(w miejsce harmonik hipersferycznych). Gdyby j¡ zde�niowa¢, mogªaby sªu»y¢ za podstaw¦
konstrukcji baz Schaudera dla funkcji ci¡gªych na Sn lub przynajmniej na S2, analogicznie
jak to jest opisane np. w artykule [21]. Niezb¦dny jest staranny dobór funkcji rozpinaj¡cych
poszczególne przestrzenie, tak »eby staªe Lebesgue'a byªy jednostajnie ograniczone, patrz
równie» [56]. W artykule [Pre1] skonstruowaªam falk¦ sferyczn¡ sªu»¡c¡ do analizy funkcji
ci¡gªych tak¡, »e odwrotna transformata falkowa jest zbie»na w normie supremum.

5.4 Staªa nieoznaczono±ci funkcji sferycznych [Pre4]

Moje wcze±niejsze badania dotycz¡ce staªej nieoznaczono±ci ró»nych klas falek dotyczyªy
funkcji obrotowo symetrycznych. Jednym z powodów byª fakt, »e wyznaczenie staªej nieoz-
naczono±ci dla funkcji niezonalnych wymaga skomplikowanych rachunków. W artykule [Pre4]
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wyprowadziªam wzór wyra»aj¡cy staª¡ nieoznaczono±ci funkcji ci¡gªej za pomoc¡ jej wspóªczyn-
ników Fouriera i zastosowaªam go do drugiej pochodnej kierunkowej falki Poissona g1

ρ.
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