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4.1 Troche historii

W ostatnich dekadach widoczny jest istotny wzrost zainteresowania analiza danych na
sferach wielowymiarowych. Zagadnienia statystyczne, cyfrowe rozpoznawanie obrazu, obra-
zowanie medyczne, chemia kwantowa czy krystalografia to tylko niektore z dziedzin, w kto-
rych znajduje ona zastosowanie.

Najwiekszy problem przy zdefiniowaniu cigglej transformaty falkowej stanowi brak na-
turalnego operatora dylatacji na sferze. Obecnie najczesciej stosowane sa dwa istotnie rézne
sposoby na pokonanie tej przeszkody.



4.1.1 Falki oparte na teorii grup

Prawdopodobnie najbardziej popularnym jest ten bazujacy na teorii grup, wprowadzony
przez Antoine’a i Vandergheynsta w artykule [4] (patrz rowniez [5] dla przypadku dwu-
wymiarowego). Dylatacja (z parametrem p € R,) jest realizowana w przestrzeni stycznej
do sfery, na ktora falki sa rzutowane za pomoca projekeji stereograficznej. Odwrotna pro-
jekcja stereograficzna przeksztatca poddane dylatacji funkcje na przestrzeni euklidesowe;j
na falki sferyczne dla skali p. Sama konstrukcja jest dos¢ skomplikowana obliczeniowo, ale
falki maja sporo pozadanych wlasciwosci (badanych przewaznie w przypadku dwuwymia-
rowym). Sa to: istnienie szybkich algorytmow bazujacych na FFT i transformaty kierunko-
wej [2, 49, 64, 50| oraz dyskretnych ramek (frames) falkowych, ktorych konstrukcja oparta
jest na réownokatnym probkowaniu wzgledem kazdej zmiennej sferycznej [10, 1, 51]. Nieco
inne podejécie do problemu zostalo zaprezentowane w pracy [63], gdzie falki bazujace na
teorii grup zostaly na nowo zdefiniowane w bardziej bezposredni sposéb. W artykule tym
udowodniono réwniez, ze odwrotna projekcja stereograficzna falek euklidesowych daje falki
sferyczne.

4.1.2 Falki indeksowane parametrem skali

Na innej koncepcji oparty jest szereg definicji, w ktorych falke sferyczng stanowi rodzina
funkcji indeksowana parametrem skali p € R, a dylatacja polega na wyborze wartosci
tego parametru. Ponizej omoéwione sg najwazniejsze z nich.

Najstarsza, bazujaca na teorii calek osobliwych i identycznosci aproksymowanych [6], opra-
cowana zostala przez Freedena, Windheusera i in. dla sfer dwuwymiarowych w latach
dziewiec¢dziesiatych XX w. [25, 28, 27, 26, 24|. Na poczatku XXI w. zostala uogoélniona
przez Bernstein i in. do trzech [7, 8] i n [20, 19] wymiaréw. Przyktadem sa falki dy-
fuzyjne z rozprawy doktorskiej Eberta [19]. Identycznodci aproksymowane generuja falki
obrotowo symetryczne (najwazniejszymi przykladami sa falki Gaussa-Weierstrassa oraz
Abela-Poissona), jednak poczawszy od 2009 r. wprowadzono réwniez pojecie falek nie-
zonalnych |20, 9.

Innym przyktadem jest definicja falek uzywana przez Holschneidera i jego wspotpracowni-
kow [39, 40, 15] — transformata falkowa oraz odwrotna wyrazaja sie tymi samymi wzorami
co w pracach Freedena i in. oraz Bernstein i in., rowniez dylatacja jest oparta na wyborze
parametru. Najwazniejsza roznica zwiazana jest z dowodzeniem zbieznosci: w poprzednim
sposobie falki wyprowadzone sa z identycznosci aproksymowanych i w tym przypadku
transformata falkowa i odwrotna sa zbiezne dla kazdego sygnatu catkowalnego w kwadracie.
Tutaj natomiast sytuacja jest odwrotna: jesli analiza i synteza falkowa za pomoca rodziny
funkcji sa zbiezne dla kazdej funkcji catkowalnej w kwadracie, rodzine taks nazywamy
falka. Przykladem jest falka Poissona wprowadzona w artukule [40], patrz tez [41]. Wedlug
mojej wiedzy jest to jedyna rodzina falek zaimplementowana i zastosowana w obliczeniach

[40, 38].



W 2006 r. zaprezentowano kolejny rodzaj falek indeksowanych parametrem skali. Needlets,
wprowadzone przez Narcowitcha i in. w artykule [53] (patrz rowniez [52]), maja doskonata
lokalizacje punktowsg i wlasnosci aproksymacyjne oraz stanowia Scista ramke na sferze.
Istotna roznicg w stosunku do wezesniejszych konstrukeji jest to, ze needlets maja zwarte
spektrum.

Konstrukcja podobna do needlets zostata zaproponowana przez Gellera i Mayeli w artyku-
tach [32, 33| (r6znice omoéwione sa w Rozdziale 1.1 artykutu [32]). Falki sa jadrami operatora
f(tA"), gdzie 0 # f € S(Ry), f(0) # 0, a A* oznacza powierzchniowy operator Laplace’a-
-Beltramiego. W przypadku sfery prowadzi to do falek zonalnych postaci

@) = o> 1 (10 +20) 2 ) )

n 1=0

(oznaczenia — patrz Rozdzial 4.3). Jako przyklad autorzy badaja falke dana funkcja f(s) =
se~®. Warto zauwazy¢, ze jest to dokladnie liniowa falka Gaussa-Weierstrassa wedtug
teorii Freedena-Windheusera. Transformate falkowa nazywamy liniowa, jezeli przy rekon-
strukcji nie uzywa sie falki. W przeciwnym wypadku mamy do czynienia z transformata
falkowa dwuliniowa (tak jak w artykule [32|, patrz [32, Twierdzenie 5.4]). Nie mozna za-
tem identyfikowaé¢ tych dwu konstrukcji. W artykule [48] wprowadzona jest nazwa Mexi-
can needlets dla jader danych wzorem (1), gdzie f(s) = s"e™*, r € N. Dwuliniowa falka
Gaussa-Weierstrassa moze by¢ traktowana jako Mexican needlet rzqdu =, gdyby rozsze-
rzy¢ te teorie do funkcji o wykltadnikach wymiernych. Ze wzgledu na doskonale wlas-
nosci lokalizacyjne, jadra (1) daja ramke prawie Scista. Nie jest ono Sciste ze wzgledu
na nieograniczonos¢ spektrum. Wtasnodci statystyczne oraz zastosowania Mezican needlets
opisane sg w artykutach [46, 48|, natomiast badanie przestrzeni Besova za ich pomoca — w
artykutach [31, 35].

Uogolnieniem tego pojecia sa needlet-type spin wavelets stuzace do badania cie¢ wigzek
liniowych zamiast funkcji skalarnych [30]. Rowniez w tym przypadku istniejg ramki prawie
Sciste [34]. Ich whasnosci statystyczne zbadane sa m.in. w artykule [29].

4.2 Podsumowanie wynikéw

W artykutach [H1-H5| rozwinetam teorie falek wywiedzionych z identycznosci aproksy-
mowanych. Bazuje ona na definicji podanej w artykule 20|, najbardziej ogolnej dotych-
czas, mianowicie dotyczacej sfer wielowymiarowych i falek, ktore niekoniecznie sg osiowo
symetryczne (zonalne). W |[H1] udowodnitlam kilka waznych wlasnosci falek i transfor-
maty falkowej takich jak istnienie granicy euklidesowe]j (ktorej znaczenie podkreslane jest
szezegblnie w artykutach Holschneidera i jego wspolpracownikow) oraz fakt, ze transfor-
mata falkowa jest izometrig. Zainspirowana pracami Freedena i in. rozwinetam teorie nie-
zonalnych liniowych falek na sferach n-wymiarowych. Teoria przedstawiona w [H1] uogolnia



kilka znanych koncepcji. W Rozdziale 5 [H1| wykazatam, ze falki Holschneidera, Mezi-
can needlets i dyfuzyjne falki Eberta sa szczeg6lnymi przypadkami falek wywiedzionych
z identyczno$ci aproksymowanych. Istotnie r6zng jest jedynie teoria autorstwa Antoine’a i
Vandergheynsta.

Ciekawym przypadkiem szczegolnym sg falki Poissona. Zdefiniowane zostaly w artykule [15]
jako pewne pochodne jadra Poissona na sferze. Cho¢ stosunkowo czesto stosowane, zdawaly
sie nie miec¢ solidnej podstawy teoretycznej. Definicja falek sferycznych wprowadzona przez
Holschneidera w artykule |39] byta dosé¢ szeroko krytykowana za dorazny wyboér parametru
skali, patrz np. [3, 5, 4, 14, 23, 49]. Innym jej stabym punktem jest brak niezaleznosci
definicji: w przypadku falek obrotowo symetrycznych wyraznie jest powiedziane, ze wzor
transformaty odwrotnej jest prawidlowy, jesli catka jest zbiezna, patrz [40, Rozdzial 2.2.2].
W artykule [H2| wykazalam, ze rodzina falek Poissona, uogolniona do funkcji na sferze
n-wymiarowej, spetnia bardziej restrykcyjne warunki definicji z [20] lub [H1| zaréwno dla
falek dwuliniowych, jak i liniowych. Dowo6d tego stwierdzenia wymagatl dogtebnej ana-
lizy wtlasnosci falek Poissona, w szczeg6lnosci oszacowania lokalizacji, ktore uzyskalam
w wyniku badania zachowania pewnych funkcji niewymiernych pod wpltywem rozniczkowa-
nia. Wyprowadzilam réwniez jawne wzory na

e rozszerzenie harmoniczne falek Poissona do funkeji na R\ {ré}, gdzie ré oznacza
lokalizacje Zzr6dta pola opisanego przez odpowiednie jadro Poissona zaréwno jako sze-
reg nieskonczony funkcji wymiernych zmiennych e oraz cos 9, jak i sumy skoticzonej
funkcji wymiernych zmiennych e i cosy, gdzie x jest pewnym katem opisujacym
potozenie punktu wzgledem zZrodla pola,

e falki Poissona jako funkcje wspotrzednych sferycznych,

e ich granice euklidesows.

Ponadto udowodnitam, ze granica euklidesowa falek Poissona maleje wielomianowo w nie-
skoniczonosci.

Dla efektywnego wykorzystania ciggltej transformaty falkowej niezbedny jest algorytm
dyskretyzacji. Dla falek zdefiniowanych w artykule [5] skonstruowano ramki, patrz [1, 10].
Trudno jednak uogélni¢ je na sfery wielowymiarowe, gdyz dyskretyzacja przebiega na
siatkach réwnokatnych, co powoduje koncentracje probek przy biegunach.

W artykule [H3] wykazatam, ze pod pewnymi warunkami n-wymiarowe falki sferyczne
wywiedzione z identycznosci aproksymowanych tworzg ramki potciggte. Ponadto dla siatek
dostatecznie gestych falki Poissona na sferach n-wymiarowych stanowia ramki dyskretne.
Jest to uogodlnienie wynikow uzyskanych w artykule [45] dla sfer dwuwymiarowych.

Konstrukcja ramek poétciagltych jest podobna do opisanej w artykutach [1, 10| dla sfery
dwuwymiarowej. W nastepnym kroku wykonuje sie dyskretyzacje parametru sferycznego,
tak ze probki roztozone sa mniej wiecej rownomiernie na sferze. Nastepnie dodawane jest



zaktocenie w taki sposéb, ze gestos¢ powstajacej w jego wyniku siatki jest mierzona jed-
noczesnie wzgledem parametru skali i potozenia. Jesli gestos¢ ta jest wystarczajaco duza,
dyskretny zbior falek stanowi ramke dla £2(S™). Warunkiem istnienia takich dyskretnych
ramek sa pewne ograniczenia jadra reprodukujacego i jego gradientu. Bazujac na oszaco-
waniach z |[H2|, udowodnitam, ze sa one spelnione przez falki Poissona.

Artykul [H4| zawiera definicje kierunkowych, tzn. niezonalnych, falek Poissona na sferach
n-wymiarowych. W przeciwienstwie do falek badanych w artykutach [H1-H3| falki kie-
runkowe nie sa osiowo symetryczne. W zwigzku z tym lepiej od dotychczas opisanych
nadaja sie do badania sygnaléw charakteryzujacych sie detalami zorientowanymi, takich
jak np. mapa konturowa Ziemi. Kierunkowe falki Poissona sa pochodnymi kierunkowymi
jadra Poissona i stanowia uogoélnienie dwuwymiarowych falek uzywanych przez Hayna i
Holschneidera w artykule [38] do przypadku wielowymiarowego. Pewne ich kombinacje li-
niowe spelniaja warunki definicji falek podanej przez Eberta i in. w artykule |20], bedacej
zmodyfikowana wersja definicji z [H1]. Wedlug mojej wiedzy byla to pierwsza proba zdefi-
niowania konkretnej rodziny falek wywiedzionej z identyczno$ci aproksymowanych, ktora
to rodzina nie bytaby osiowo symetryczna. Jest to podejscie alternatywne do sferycznych
curvelets oraz ridgelets wprowadzonych w artykutach [58,; 59]. Jego zaleta jest to, ze nie
wymaga podziahu sfery, ktopotliwego w przypadku n-wymiarowym.

W artykule [H4| zbadalam niektore wlasnosci kierunkowych falek Poissona, m.in. wyprowa-
dzitam wzory rekurencyjne na ich wspotczynniki Fouriera, jawne przedstawienia niektorych
falek jako funkcji wspotrzednych sferycznych oraz jawny wzoér na granice euklidesowe.

Celem moich badan bylo skonstruowanie w pelni dyskretnych ramek falek niezonalnych.
Udato sie to kosztem ostabienia warunkéw definicji falki uzytej w [H1|. W artykule [H5|
wprowadzitam ciaggla transformate falkowa na sferze n-wymiarowej, odwracalna wytacznie
za pomoca metod znanych z teorii ramek. Bazujac na tej definicji, skonstruowatam obhszerna
klase falek zawierajacag zaréwno funkcje zonalne, jak i niezonalne i zawierajaca wszystkie
dotychczas opisane rodziny falek (wywiedzionych z identycznosci aproksymowanych). Po-
nadto wykazalam, ze istniejg ich dyskretne ramki. Wszystkie znane mi dotychczas ramki
na sferach wielowymiarowych konstruowane sa na bazie falek osiowo symetrycznych. Moje
badania stanowia pierwsza probe dyskretyzacji transformaty falkowej kierunkowej.

4.3 Wiadomos$ci wstepne

4.3.1 Funkcje na sferze

S™ oznacza n-wymiarowy sfere jednostkowa w n+1-wymiarowej przestrzeni euklidesowej R™ !
z obrotowo niezmiennicza miara do unormowang tak, ze

(n+1)/2
Y = / do = 27T—
n I'((n+1)/2)



Element powierzchni do dany jest wzorem
do =sin" ' sin" 29, .. .sind,_1dVy dVs . .. dV,_1dop,
gdzie (91,99, ...,9,_1,¢) € [0,7]"! x [0,27) to wspolrzedne sferyczne:
xr1 = cos Yy,

o = siny cos g,

3 = sin 1 sin Yy cos Vs,

Tp_1 = sin¥; sinddy . .. sind,_s cos,,_1,
Tp = sindy sindy . . .sind, o sinv,_1 cos g,
Tpi1 = sindysinddy...sind, osind, 1 sin .
(x,y) lub x-y oznacza iloczyn skalarny wektorow o poczatku w O i konicu na sferze. Dopoki
jest to jednoznaczne, wektory takie s identyfikowane z punktami na sferze.

Norma w £2(8") dana jest wzorem

o= [ [ @rase]

natomiast iloczyn skalarny funkcji f, g € £2(S™) jest zdefiniowany jako
1
(f, >£2($n = o f( ) g(x) do (),
tak ze ||f||3 = (f, f). Funkcje nazywamy zonalnad, jesli jej wartosé¢ zalezy wylacznie od
Y = = (é,x), gdzie é oznacza biegun p6inocny sfery:
s = (1,0,0,...,0).

Funkcja taka jest niezmiennicza wzgledem obrotu wokol osi przechodzacej przez O i é.
Dopoki nie jest to Zzrédtem nieporozumien, uzywam oznaczenia

f(x) = f(cos ).

Wielomiany Gegenbauera C}* rzedu A € R i stopnia [ € Ny zdefiniowane sa poprzez funkcje
generujaca:

1
ZC’ T (=2t 2N tel-1 1)

Zbioér wielomianow Gegenbauera {C’;\}ZGNO stanowi zupelny system ortogonalny na [—1, 1]

z wagg (1 — t2)*71/2, Jest on zatem baza ortogonalna funkcji zonalnych na 2X + 1-wymia-
rowej sferze. Liczby n i A, spelniajace zaleznosé

n=2\+1,

uzywane beda zamiennie.



Niech Q; oznacza wielomian na R"*! jednorodny stopnia [, tzn. taki, ze Q;(az) = a'Q;(2)
dla kazdego a € R oraz z € R"!, i harmoniczny w R"*!, tzn. spelniajacy warunek
V2Qi(z) = 0. Wowcezas Yi(z) = Qi(z), € 8", nazywana jest harmonika hipersferycz-
na stopnia [. Zbior harmonik hipersferycznych stopnia [ oznaczany jest H;(S™). Liczbe
liniowo niezaleznych harmonik hipersferycznych stopnia [ oznacza sie przez N = N(n,1).
Harmoniki hipersferyczne réznych stopni sa do siebie prostopadle. Twierdzenie o sumie
harmonik hipersferycznych mowi, ze

o) = 3 LI (2

dla kazdego ortonormalnego zbioru {Y;*},.—1

.....

N(ny) harmonik hipersferycznych stopnia |

na S". Baza ortonormalna przestrzeni £2(S") = @,°, M., ktorej uzywatam w moich pra-
cach, sklada sie z harmonik hipersferycznych danych wzorami

n—1
YiF(z) = AF H C,zti:(cos ¥,) sinfr ), - eFikn-1e, (3)

gdzie | = kg > ki > -+ > k,_1 > 0, k jest ciagiem (ki,...,+k, 1) liczb catkowitych,
natomiast Af sa pewnymi stalymi, patrz [62, Rozdzial 1X.3.6, wzory (4) i (5)]. Zbior
ciagow nierosngcych k w NI~ x Z, ktérych elementy sg ograniczone liczbg I, oznaczamy

przez M,,_1(1).

Kazda funkcja f z przestrzeni £'(S™) moze by¢ rozwinieta w szereg harmonik hipersfe-
rycznych zwany szeregiem Laplace’a:

)~ > Yil(f;x).
=0

Dla funkcji zonalnych zachodzi

-~

Yi(fit) = FOCME). = cosv,
gdzie

:c(l,)\)/_lf(t) CAe) (1— )Vt

sa wspotezynnikami Gegenbauera, natomiast ¢(l, \) jest stala zalezng wylacznie od [ i A,

patrz [6, str. 207]. Szereg
Y e (4)
1=0

nazywany jest szeregiem Gegenbauera funkcji f. Dla f, h € L}(S"), gdzie h jest funkcja
zonalna, splot f x h okreslony jest jako

(f * h)(a) = =

S () h(z - y) do(y).

8



Kazda funkcja f € £2(S") ma jednoznaczne rozwinigcie w zbiezny wzgledem normy szereg

= f: Z af §/lk<x)> res”, (5)

gdzie
of =al(f) = o [ VE@) f(@)dotw) = (¥ £).

Dowdd tego stwierdzenia znajduje si¢ w monografii [62]. af sa nazywane wspélezynnikami
Fouriera funkcji f. Splot z funkcja zonalna moze by¢ zatem przedstawiony jako

MDY

=0 keM(n-1l)

a () g Y.

+1

Dla funkcji zonalnych zachodzi nastepujaca zaleznosé:

F) = Al a/(f) (6)
pomiedzy ich wspotczynnikami Fouriera i (Gegenbauera.

Zbior obrotow przestrzeni R oznaczamy przez SO(n+1). Jest on izomorficzny ze zbiorem
macierzy kwadratowych stopnia n + 1 o wyznaczniku rownym 1. Sfera n-wymiarowa moze
by¢ identyfikowana z klasa lewych warstw SO(n + 1) modulo SO(n),

8" = 50(n +1)/S0(n),

patrz |62, Rozdzial 1.2].
Tloczyn zonalny dowolnych funkcji f,h € L*(8") jest zdefiniowany jako

(fig)(x - y) = / ST ),y es

i przedstawia sie za pomoca szeregu

(fi0)(@ 1) Z ) ““f)af(g””oﬂx-y). ™)

4.3.2 Calki osobliwe i identyczno$ci aproksymowane

Calki osobliwe na sferach n-wymiarowych wprowadzone zostaty przez Berensa i in. w arty-
kule [6]. Praca ta inspirowana jest weze$niejszymi artykutami dotyczacymi catek osobliwych
na liczbach rzeczywistych [11], okregu jednostkowym [12, 61|, w k-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej [13]| czy na k-wymiarowym torusie [55].
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Definicja 1 Niech L3([—1,1]) oznacza klase funkcji zdefiniowanych na [—1,1] i catkowal-
nych wzgledem wagi t — (1 — t2)*7Y2. Niech {K,},er, C L3 ([~1,1]) bedzie rodzing jeder
takich, ze

K, (0) = ¢(0, \) /_11 K,(0) (1= ) %ar = 1. (8)

Wowczas
[p(f) =[*K, (9)

jest nazywane sferyczng catkq osobliwg. Rodzine {IC,} nazywa sie jadrem catki osobliwes.

Uwaga. L} moze by¢ utozsamiana z klasa catkowalnych funkcji zonalnych na 2\ + 1-wy-
miarowej sferze.

Identycznosci aproksymowane (bez uzycia tej nazwy) byly badane w artykule [6]. Poczatkowo
pojecie to dotyczyto catek osobliwych o dodatkowej wtasnosci

lim || I,f — fllx =0, (10)
p—0t

gdzie X'(S™) oznacza przestrzen LP(S"), p € [1,00), lub C(S™). Takiej definicji uzywa sie
m.in. w |7, 8, 9, 28, 27, 24, 3]. Okazuje sie jednak, ze warunek (8) nie jest potrzebny ani
do aproksymacji (10), ani do zdefiniowania falek sferycznych. Ponadto okazuje sie, ze nie
jest spelniony przez wiele rodzin falek. Z tego powodu, podobnie jak autorzy [20], uzywam
nastepujacej definicji:

Definicja 2 Niech dana bedzie rodzina {IC,}per, cathowalnych funkcji zonalnych spetnia-
jacych warunek (10). Wowczas rodzina {K,x},er, stanowi identycznosé aproksymowang

z jadrem {KCp} per,, -

Inna wazna wlasnosé¢ identycznosci aproksymowanych przedstawiona jest w nastepujacym
twierdzeniu, patrz [20, Twierdzenie 3.8].

Twierdzenie 3 Zatdzmy, ze jadro {K,},er, C L1([—1,1]) jest jednostajnie ograniczone
w normie L,
1
| - ey i< (11)
-1
jednostajnie wzgledem p € Ry, gdzie ¢ jest dodatniq statq. Wtedy catka I, dana wzorem (9)
jest identycznoscig aproksymowang w X (S™) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim (1) = 2! (12)

p—0t A
dla wszystkich | € Ny.

Wtasnosci identycznoscei aproksymowanych sa szczegbtowo opisane w pracy [6].
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4.3.3 Ramki

Wiekszosé stwierdzen z tego rozdziatu pochodzi z [45].

Definicja 4 Rodzine wektorow {g,, * € X} C H w przestrzeni Hilberta H, indeksowang
elementami przestrzeni X z dodatnig miarg p nazywamy ramkg z wagq p, jesli przeksztat-
cenie © — g, jest stabo mierzalne, tzn. v — (g.,u) jest mierzalne, i jesli dla pewnego
€ €[0,1) zachodzi

(1—e)flull* < /XHgmw Pdp(z) < (1+€) [full” (13)

dla kazdego w € H. Liczby 1 — € i 1 4+ € nazywamy ograniczeniami ramki. Ramke nazywamy
Scistq, jesl e = 0.

Niech H = L£2(X,du) bedzie przestrzenia Hilberta funkcji na zbiorze X z jadrem repro-
dukujacym 1T

wmzénmwme@.

Rodzina funkcji {g, = I(x, ), z € X} jest &cisty ramka z waga p. Odwrotnie, $cista
ramka {g,, v € X} i miara p w przestrzeni Hilberta H sa w naturalny sposéb powiazane
z przestrzenia Hilberta £2(X, du) 7 jadrem reprodukujacym.

Twierdzenie 5 Przeksztalcenie
S:H — L2(X,du), Su(z) = (gy, u) (14)
jest czeSciowq izometrig, a jego obraz U jest scharakteryzowany przez jadro reprodukujgce
(z,y) = (9z 94 -
To znaczy, ze u € L2(X,dp) nalezy do obrazu przeksztatcenia S wtedy i tylko wtedy, gdy

!Anmymwwmw:uu»

Calka ta jest bezwzglednie zbiezna, poniewaz I1(x, -) jest elementem £2(X, du). W szczegol-
nosci:

Twierdzenie 6 Niech {g,, v € X} bedzie Scistq ramkq z wagg p na H. Rodzina {g,, y €
A C X} z miarg m na A stanowi ramke dla H wtedy i tylko wtedy, gdy {I1(y,-), y € A},
(&, m) = (e, gy), jest ramkq dla S(H), gdzie S dane jest wzorem (14).
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Ramki postaci {II(y,-)} moga by¢ scharakteryzowane w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 7 Niech A C X i niech m bedzie miarg na A, a pu miarg na X. Rodzina
funkcji {g, = I(y,-), y € A} C L*(X,dp) jest ramkq z wagg m dlaUd = S(H) wtedy i tylko
wtedy, gdy

Pla2) = [ o) My,2) dm(y) ~ a2 (15)
A
jest jadrem operatora ograniczonego F na U takiego, ze ||F|| < 1.
Poniewaz I1(z, z) = [, H(x,y)I1(y, z) du(y), z twierdzenia wynika, ze istnienie ramek jest
Scisle zwigzane z istnieniem dobrej kwadratury dla funkeji z U. Tej ogdlnej zasady uzywa
sie wraz z ponizszym:
Wniosek 8 Zalozmy, ze dla pewnego zbioru A rodzina {g, = Il(y,-), y € A} jest ramkq

dla U z wagg m. Jesli dla innego zbioru Y rodzina {g, = I(y,-),y € T} C U i waga v
spetniajg warunek taki, zZe

Gz, 2) = / (e, y) TI(y, =) dm(y) — / (. 9) Ty, =) dv(y)

jest jadrem operatora G z normq ||G|| < 1 —||F||, gdzie jgdro F dane jest wzorem (15), to
{9y, y € T} jest ramkq z wagg v.

Wiecej szczegolow na ten temat mozna znalez¢ w artykulach [45], [17] oraz [16].
4.4 Sferyczna transformata falkowa i jej wlasnosci [H1]

Nastepujace dwie definicje pochodza z [20).

Definicja 9 Niech o : Ry — Ry bedzie wagg. Rodzina {¥,},cr, C L*(S") jest nazywana
dwuliniowq falkq sferyczng, jesl spetnia nastepujgce warunki:

1. dla l € Ny zachodzi
N(n,l) 00 )
> [ el alo)dp = N, (16)
k=1

2. dla Re Ry ix €8S" zachodzi

\é7m

gdzie ¢ jest niezalezne od R.

/ T (@@A0,)(x - y) alp) dp| doty) < c. an)
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Czynnik ¥,, = [ 8" jest skorygowany (w stosunku do wzorow z [20]). Przyczyna jest fakt, ze
twierdzenie o dodawaniu harmonik hipersferycznych w artykule [6] zacytowane jest z bltedna
staly, a na artykule tym bazuje kilka kolejnych prac. Dowo6d twierdzenia znajduje sie w
monografii [22], gdzie stosowana jest stara konwencja normalizacyjna dla harmonik hiper-
sferycznych, tymczasem zacytowano je w artykule |6] bez zmiany odpowiednich stalych.

Definicja 10 Niech {V,},cr, bedzie falkq sferyczng. Transformata falkowa
Wy : L2(S™) = L2(Ry x SO(n + 1))

jest zdefiniowana jako

W f(p, 1) = Ein / (T S (@) do(o).

Ograniczjac sie do dwu wymiaroéw, otrzymamy dobrze znane definicje z lat dziewie¢dziesia-
tych [24, 27, 28]. Nowoscia w podejsciu autoréw artykutu [20] jest uogolnienie do n wy-
miaré6w oraz uwzglednienie falek, ktore nie sa obrotowo symetryczne. Tak zdefiniowana
transformata falkowa jest odwracalna |20, Twierdzenie 5.3]:

f(z) = /0 /SO(S)(W\I,f)(p, V)V, (Y z)dv(Y)a(p)dp  prawie wszedzie.

Dowdd tego opiera sie na Twierdzeniu 3. W podobny sposoéb udowodnitam, ze transformata
falkowa jest izometria [H1, Twierdzenie 3.3

Wa f, Wag) = (f.9),

gdzie iloczyn skalarny w przestrzeni £2(R, x SO(n + 1)) dany jest wzorem

(F.C) = / N / oo T TG ) (T () o

4.4.1 Granica euklidesowa

Wiasnosé granicy euklidesowej jest pojeciem, ktore w tym kontekscie wprowadzit Holschnei-
der w artykule [39]. Rozumiemy przez nie, ze dla malych skal, tzn. w sytuacji, gdy falka
skoncentrowana jest na obszarze §™, malym na tyle, ze mozna go traktowac¢ jako ptaski,
falka zachowuje sie tak, jakby byta zdefiniowana na przestrzeni euklidesowej, tzn.

T, (271(¢)) ~ pinF (%) dla pewnego F € £L*(R"),

gdzie ®~1 oznacza odwrotna projekcje stereograficzna. Doktadniej ([H1, Twierdzenie 3.4|):
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PlEl 3

|®

$(0€)

Rys. 1: Rzut stereograficzny

Twierdzenie 11 Niech dana bedzie falka sferyczna {¥,} C L*(S") spetniajgca warunek

1
a;(¥,) = womrar O Willp),  p =0,
z

| € No, k = (ki ko, ... kn1) € Mu1(1), by < K, gdzie ¢y, € L2(R,, t"1dt) jest prze-

dziatami gtadkq funkcjg takg, zZe

e/ ]
PSP < e

1=0
dla pewnych ¢ > 0, € K 1 oraz p < po. Dalej niech

lim af(¥,) =0

p—0

dla k1 > K. Wowczas istnieje funkcja F : R" — C catkowalna w kwadracie 1 taka, Ze

limy p" W, (&74(p8)) = F(£)

zachodzi punktowo dla kazdego & € R™.

Dowdd jest skomplikowany obliczeniowo i wykorzystuje elementy teorii funkeji specjalnych

oraz transformat Fouriera na przestrzeni R™.
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4.4.2 Falki zonalne

W artykule [H1| osobny rozdzial poswiecony jest falkom osiowo symetrycznym. W tym
przypadku obroty SO(3) redukuja sie do translacji (rotacji) na sferze S™, warunki do-
puszczalnodci upraszczaja sie, a w transformacie odwrotnej wystepuje catka po sferze za-
miast falki po calej grupie SO(3).

Definicja 12 Rodzing {V,},cr, bedgcq podzbiorem przestrzeni L3 ([—1,1]) nazywa sie
zonalng falkqg sferyczng, jesli spetnia nastepujgce warunki:

1. dlal € Ny ,
TGP alde = (21 (18)
/ ()

0

2. dla ReR,
1
[,

gdzie ¢ jest niezalezne od R.

/ROO (W, +W,) (t) a(p) dp’ (1- tz))‘_m dt < c, (19)

Definicja 13 Niech {V,},cr, bedzie falkg sferyczng. Transformata falkowa
Wy @ L2(8") — L2 (Ry x S™)

dana jest wzorem

Waf(p,x) = (f +¥,) (2). (20)

Transformata falkowa jest izometria i jest odwracalna (w sensie £2) za pomoca przeksztal-

cenia
1

f@) =5 [ ] Wl (0 0y (0) dotw) ale) do (21)
n 0 S"L

W ten sposob teoria falek zonalnych badana przez wielu autorow [25, 28, 27, 24, 8, 9, 19|
jest uogolniona do sfer n-wymiarowych.

4.4.3 Falki wywiedzione z identycznos$ci aproksymowanej

Teoria identycznosci aproksymowanych wykorzystywana byta dotychczas przy dowodzie
odwracalnosci transformaty falkowej. Zostalo wykazane, ze zlozenie transformaty falkowe]
i transformaty odwrotnej stanowi identyczno$¢ aproksymowana. Okazuje sie jednak, ze
zachodzi rowniez zaleznos¢ odwrotna: odpowiedniemu jadru identycznosci aproksymowane;]
mozna przyporzadkowac falke sferyczna, patrz [20, Twierdzenie 6.1].
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Twierdzenie 14 Niech jgdro {®r}rer, jednostajnie ograniczonej identycznosci aproksy-
mowanej dane bedzie za pomocq wspotczynnikow Gegenbauera, rozniczkowalnych wzgle-
dem R 1 monotonicznie malejgcych wzgledem R. Zatozmy ponadto, zZe

At Pl =0

dla | € N. Wowczas falka wywiedziona z tej identycznosci aproksymowanej {V,},cr, dana

jest poprzez
U,()y=————1P,(
)= (=05 50 1B0)
dlal € Ny, pe R,.

[stnieje zatem wzajemnie jednoznaczna zalezno$¢ pomiedzy identycznosciami aproksy-
mowanymi spelniajagcymi warunki podane w Twierdzeniu 14 a falkami sferycznymi. Stad
nazwa falki wywiedzione z identycznosci aproksymowanych dla falek spetniajacych warunki
Definicji 13. Ma to pomoéc w odroznieniu ich od zdefiniowanych przez Antoine’a i Van-
dergheynsta falek wywiedzionych z teorii grup |5, 4]

4.4.4 Falki liniowe

Oprocz badan opisanych powyzej, a dotyczacych falek dwuliniowych, w pracy swojej za-
jetam sie rowniez falkami liniowymi. Zdefiniowalam je dla sfer n-wymiarowych podobnie
jak autorzy monografii [24] (dotyczacej funkcji na sferze dwuwymiarowej) oraz zgodnie
z koncepcja zawarta w artykule |20] (patrz [H1, Rozdzial 4]):

Definicja 15 Niech o : Ry — Ry bedzie wagq. Rodzina {¥)},cr, C L2(S") nazywana
jest lintowq falkg sferyczng, jesli spetnia nastepujgce warunks:

1. dlal € Ny
o A+
A [ adwhateap= 2.

J.

gdzie ¢ jest niezalezne od R.

2. dlaReR, ix eS8

/R T (- y) alp) dp| do(y) <. (22)

Definicja 16 Niech {\Ifg}peR+ bedzie liniowq falkq sferyczng. Lintowa transformata falkowa
Wi L2(S™) — L2 (R, x SO(n +1))

dana jest wzorem

W) = 5 [ Whiga) f(o) doo)

16



Twierdzenie 17 (Rekonstrukcja) Niech {W}]} cr, bedzie falkq liniowq i niech f € L*(S™).
Wtedy

fa) = [ [ W) dvl@) (o) dp
0 Jsom)

w sensie L2, gdzie & oznacza ustalony element SO(n + 1) taki, ze 2é = x.

Dowd6d bazuje na wlasnosciach przedstawien grupy SO(n) C SO(n + 1) w L*(S™).

W tym przypadku do rekonstrukcji sygnatu nie uzywa sie falki. Dlatego opisanag w tym
rozdziale transformate nazywa sie liniowg.

4.4.5 Falki wywiedzione z identyczno$ci aproksymowanych wzgledem innych
falek sferycznych

Duza zaleta definicji przedstawionej w [H1| jest jej ogolnosé. W ostatnim rozdziale [H1|
wykazatam, ze kilka innych rodzin cigglych falek sferycznych spetnia warunki Definicji 9.
Nalezg do nich falki Holschneidera, Mexican needlets, dyfuzyjne falki Eberta. Okazuje sie, ze
istnieja tylko dwie istotnie rézne definicje falek sferycznych: bazujaca na teorii identycznosci
aproksymowanych [H1| oraz bazujaca na teorii grup [5, 4.

4.5 Falki Poissona [H2-H3|

Przykladem rodziny falek sa falki Poissona wprowadzone (dla przypadku dwuwymiaro-
wego) przez Holschneidera i in. w artykule [40], a bardziej szczegotowo przebadane w pra-
cach [41, 42, 45]. Falki Poissona sa bardzo przydatne w zastosowaniach, patrz [40, 15].
Ponadto istnieja ich dyskretne ramki, jak wykazatam w swojej rozprawie doktorskiej [42],
patrz rowniez |45]. Falki Poissona posiadaja tez swoj odpowiednik kierunkowy (niezonal-
ny) [38]. Duza zaleta w poréwnaniu z innymi rodzinami falek jest jawny wzor przedstawia-
jacy falki Poissona jako funkcje wspotrzednych sferycznych ¢ i ¢. Jednak falki Poissona
wprowadzone zostaly jako falki spetniajace warunki definicji podanej w artykule [39], ktora
nie cieszy sie uznaniem wérod spotecznosci matematycznej. Byto to dla mnie motywacja
do zbadania falek Poissona z perspektywy falek wywiedzionych z identycznosci aproksy-
mowanych.

W artykule [H2] uogolnitam definicje falek Poissona do n wymiaréw (Definicja 3.1).

Definicja 18 Fulka Poissona rzedu m, m € N, dla skali p, p € Ry, dana jest wzorem
rekurencynym

\I/; = pro:pre, r=e?’,
vt = pro, U, (23)
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gdzie pye jest jadrem Poissona na sferze jednostkowey:

1 1—¢] 1—r?

1
S L E—— 24
pC(y) Zn |C . y|n+1 Zn (1 — 2rcos? + TQ)(n—i—l)/Q ( )

dla ¢, y € R,
r=I¢ <lyl=1,

gdzie ¥ oznacza kgt miedzy wektorams ¢ ¢y, tzn.

rcost = (- y.

Analogicznie jak w artykule |[41] wyprowadzitam wzor na rozwiniecie Gegenbauera falek
Poissona:
1 A +l _
-5 Z T me=Pl CM(cos ),
1=0

|[H2, Lemat 3.2]. Wykazatam rowniez, ze falki te mozna przedstawic¢ jako kombinacje li-
niowg harmonik hipersferycznych, w tym wypadku wyznaczonych wzgledem zrédta pola
(bieguna). Udowodnitam ponadto, ze istnieje rozszerzenie harmoniczne tych funkcji do
funkcji zdefiniowanych na calej przestrzeni z wylaczeniem bieguna [H2, Twierdzenie 4.1].

Twierdzenie 19 Falki Poissona g,', m € N, mogq by¢ w sposdb jednoznaczny rozszerzone
harmonicznie do funkeji na R"\ {ré}. Dane sq one wzorem

m mtl m+1 A
me.y _ P m . N —o Ci(cosx)
g, () = N E il (al + 3 > e ey (25)
1=0
gdzie r = e~P,
T —reé
cosy = — - ¢
|z — ré|

a wspotczynniki o) wyznacza sie rekurencyjnie przez:

a) =1,
ap' =0 dlam>1,

ol =0  dlal>m,

m+1 __
o T =gt o

W pracy swojej wyprowadzitam tez wzory na falki Poissona jako funkcje niewymierne
zmiennej cos?. Ich istnienie jest jednym z powodéw, dla ktorych falki Poissona sa tak
przydatne w obliczeniach, bowiem zaréwno falki Gaussa |24, Rozdzial 10|, jak i Mezican
needlets |48] oraz dyskretne falki opisane w Rozdziale 11 [24]| dane sa wylacznie w postaci
szeregu Laplace’a.
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Twierdzenie 20 Fualki Poissona rzedu m € N réwne sq
m P .
9,'(y) = R Dyimsa Z R (r) cos® 0, (26)
" k=0

gdzie
,

(1 —2rcosd +1r2)i’
a R sq wielomianams stopnia 2m — k + 1 postaci

Dj = Dj(?”, 19) =

[(2m—k+1)/2]
R (r) = Z a?’kr2j+(k_1)mod2'

j=0

P g . k .
Wspotczynniki a}n’ dane sq wzorem rekurencyjnym

m+1,0 _ 3m+1,0 L

a; =b; , J=0,...,m+1,
k=1,....m

m+1,k m+1,k m+1,k ) ) )

a.; ’ :b B ’ ) -

J J F= 0 me - [5],
mAlmtl _ mtlmtl . m + 1
a; = , ]_O""’{T]’

gdzie dla k parzystych
a’ =—(n+3), a;’=n-—1,
agt =n+1, a;t = —(n —3)

oraz

=20+ a2 - A —m = at, =1 m k2,
—(2/\+k:)amkk/2,

o =2+ m)agt
m+1k m,k—1 m,k—1
c; =2(A+m)a; —2-2ja;
=2\ +m—2j)a"*, =1 m+1—k/2

natomiast dla k nieparzystych

b’g’b-‘r17k — aan,k,
IR = (25 + 1) a4 (2 (j —A—m)=3) "y,  j=1,...,m—[k/2],
m—l—lk

bm+1 k)2 = (2)\ + 2m + 1) [k/z] + (2m k+ 1)

= —@2\+k)alr

1k
=0

[k/ 2]
[k/ 2P

C;fl+1,k:2()\+m_2j+1)a?_7];_l7 ]:1,,m+1—[k:/2]
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Uzywajac jawnego wzoru na falki Poissona, udowodnitam, ze sa one zlokalizowane wielo-
mianowo jako funkcje odlegtosci geodezyjnej ¥ [H2, Twierdzenie 6.5]:

Twierdzenie 21 Niech V' bedzie falkq Poissona rzedu m. Istnieje stata ¢ taka, Ze

e P
vy teoslp)| < i, oe (0.7].

jednostajnie wzgledem p. m+n jest najwiekszym mozliwym wyktadnikiem w tej nieréwnosci.

Dalej, korzystajac z przedstawienia falek Poissona w postaci sum skonczonych harmonik
hipersferycznych, znalaztam wzory na granice euklidesowe tych falek [H2, Twierdzenie 7.1]:

Twierdzenie 22 Granice euklidesowe falek Poissona dane sq¢ wzorem

w1 O (U TT TE)
Gm(e) = 553 (m+ D =B (27)

Wykazalam rowniez, ze sa one zlokalizowane wielomianowo [H2, Twierdzenie 7.2|:

Twierdzenie 23 Dla || — oo zachodzi
G (|l = O(jg[ e,

Wymienione wyzej wlasnosci falek Poissona stanowia uogoélnienie wtasnosci udowodnionych
dla przypadku dwuwymiarowego w artykutach [41, 42, 45|. Jednak najwazniejszym wyni-
kiem w pracy [H2] jest dowod tego, ze falki Poissona (odpowiednio znormalizowane i z miara
a(p) = /—1)) speliaja warunki powszechnie akceptowanej definicji falek z [H1| (patrz tez [24])
zarowno jako falki dwuliniowe, jak i liniowe [H2, Rozdzialy 8 i 9]. Przy udowadnianiu, ze
rodzina funkcji stanowi falke, najwiekszg trudno$¢ stanowi oszacowanie potrojnej catki
po lewej stronie nieréwnosci (17) lub (22). W przypadku falek Poissona wykorzystatam
omowione powyzej nierownosci, zeby wykazac, ze warunki (17) oraz (22) sa spelnione.

4.5.1 Ramki falek Poissona

Jeszcze jednym powodem, dla ktorego falki Poissona sg tak uzyteczne, jest istnienie ich
dyskretnych ramek. Dowod tego stwierdzenia dla przypadku dwuwymiarowego stanowit
temat mojej rozprawy doktorskiej. W artykule [H3| uogolnitam te wyniki na przypadek
n-wymiarowy. Fakt, ze falki Poissona stanowig ramke dyskretna, jest niezwykle wazny dla
przechowywania danych: wartosci transformaty falkowej na przeliczalnym zbiorze argu-
mentow zawierajg pelng informacje o analizowanym sygnale.

Mozna wykazaé¢ za pomoca prostych rachunkdéw, ze istnieje szeroka klasa falek sferycznych
(zawierajaca falki Poissona), dla ktorych istnieja ramki polciagte, tzn. takie, ze zmienna
skali p poddana jest dyskretyzacji, natomiast zmienna sferyczna pozostaje ciagta [H3,
Twierdzenie 3.2].
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Twierdzenie 24 Niech {V,: p € R.} bedzie rodzing falek takq, ze

B,(1) = 52 (o),

gdzie T jest dowolng funkcjq, ~v jest takie, Ze fooo V2 (t)| dt < oco. Wéwczas dla kazdych
e > 01109 > 0 istnieje stata q taka, zZe dla kazdego ciggu B = (b;)jen, spetniajgcego
warunki by > —logq i 1 < bj/bjy1 < 1+ q -6 rodzina {¥y, ., b; € B, x € S"} 2z miarg
b.
{v; = C log b
zadanego €.

stanowi polcigglq ramke dla L*(S™). Warunek (13) jest spetniony dla

Petna dyskretyzacja ramek zasadniczo oparta jest na szacowaniu btedu pojawiajacego sie
przy dyskretyzacji splotu dwu jader falkowych. Jadro reprodukujace transformaty falkowe]
wzgledem falek zonalnych, ktore spetnia warunek

W f(a,z) = I(a, z;b,y) * Wa f(b, y)
// (02, 9)Wa f (0. 9) do(g)a),

dane jest wzorem

H(aa xZ; b7 y) =C- <\I](x,a)a \I[(y,b)>L2(Sn) )
gdzie C jest stata. W przypadku falek Poissona wyraza sie ono w postaci falek:
(ab)m 2m

" (a,z;b,y) = C - (ot by Vot

(z-y).

Jest zatem zlokalizowane wielomianowo wzgledem zmiennej katowej x - y. Wlasnosé ta
oraz ograniczonos¢ gradientu jadra wykorzystane sg przy oszacowaniu wartosci wyrazenia

> (a,2;0,y) (b, y; ¢, 2) (b, y)
(byy)eA (28)
O [ Maaby) bsc.2) doty) (D).

beB

patrz Twierdzenie 7. Siatka punktow A C B x 8" ma by¢ typu (J,Z). Oznacza to, ze
dla kazdej skali b = b;, istnieje mierzalny podzial P, = {(’),(Cb), k=1,2,...,K,} sfery
S" na jednospojne zbiory, takie ze $rednica kazdego z tych zbioréw (mierzona za pomoca
odleglosci geodezyjnej) jest nie wieksza niz = b. Kazdy ze zbiorow zawiera dokladnie jeden

punkt siatki, a miara dana jest poprzez u(b,y) = J(O,ib)).
Wykazatam, ze blad (28) jest mniejszy niz

(e 42)
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Rys. 2: Przyktad siatki typu (6, 2)

dla pewnej funkcji f € £! (]R+ x R, (%,19"‘1 dﬁ)), takiej ze || f]| jest dowolnie male dla
dostatecznie matego =. Rachunki wymagaja pomystowego podziatlu obszaru catkowania
oraz starannych oszacowan jader, patrz dowod Twierdzenia 4.2 w [H3|. Zgodnie 7z Twierdze-
niem 7, fakt, ze calka btedu (28) jest zbiezna i mniejsza niz zadana wartosé¢, implikuje

istnienie w pelni dyskretnej ramki
{\Ijb,am (bv ‘T) € A}

7z miara p, patrz [H3, Wniosek 2.10].

Najwazniejsza teza pracy [H3|, istnienie dyskretnych ramek falkowych na sferach n-wymia-

rowych, udowodniona jest przy pewnych zalozeniach dotyczacych lokalizacji jadra falkowego.
Wedtug mojej wiedzy sposrod falek dotychezas skonstruowanych tylko falki Poissona (rzedu

m > n—+1) speliaja te warunki, patrz |[H3, Twierdzenie 6.7|. Twierdzenie 4.2 w |H3| doty-

czy jednak szerszej grupy falek. Nalezy rowniez dodaé, ze ten sposob dowodzenia, tzn. sza-

cowanie btedu dyskretyzacji przy splataniu jader, cho¢ wymaga skomplikowanych obliczen,

daje dodatkowa informacje o strukturze siatki, w szczego6lnosci o proporcjonalnosci §rednicy

zbioru w podziale P, do skali b.
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4.6 Falki kierunkowe [H4]

Jak juz bylo powiedziane, jednym z najwazniejszych osiagnie¢ Eberta i in. w artykule [20]
byto zdefiniowanie falek niezonalnych i niezonalnej transformaty falkowej. Autorzy artykutu
nie podali jednak zadnego przyktadu, trudno zatem bylo oszacowaé przydatnoséé¢ definicji.
W pracy |H4| podjelam probe skonstruowania rodziny falek niezonalnych. Pomyst za-
czerpnetam z artykutu [38], w ktorym jadro Poissona poddane jest rozniczkowaniu przy
poruszeniu zréodta ré prostopadle do osi z. Stanowi to dopelnienie dla ro6zniczkowania
wzdtuz osi z zgodnie z (23).

Rys. 3: Pochodna kierunkowa jadra Poissona

Definicja 25 [H4, Definicja 3.1] Kierunkowa falka Poissona rzedu d € N dana jest jako

ad
V(@) = g (pryoc(@))

9

9¥=0

gdzie Ty oznacza obrdt przestrzeni R™ w plaszczysnie (€, x2) o kgt O, natomiast { = e~ é.

Aby bada¢ falki powstajace w ten sposéb, wyprowadzitam wzory rekurencyjne na pochodne
kierunkowe harmonik hipersferycznych [H4, Lemat 4.2].

Lemat 26 Niechn > 3 il € N bedg ustalone. Wiedy

0 Y(/ﬂ,O,...,O)(Tﬁx)

a0 = B Y00 @) — g, YOO () (29)

¥=0

dla

(30)

g B D ARy = 1) (= k) A+ L )
lk1 — (2)\ + 2]{31 — 1) (2)\ + 2/{71 + 1) ’
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ki=0,1,...,1 oraz
Bi—1 = 0.

Niechn =2 il € N bedzie ustalone 1 niech 17['“ 02Nacza

Sh_ VP 4YF dlak=0,1,...,1,
: 0 dla pozostatych k.

Wdowczas zachodzi

SANT)| = —F D) 31
=0
S T = A B ) = AT (32)

dlak=1,2,.. .1

W dowodzie wykonane sa obliczenia wykorzystujace wtasnosci wielomianéw Gegenbauera.
Bazujac na powyzszym lemacie, wyprowadzitam algorytm do wyznaczania wspoltczyn-
nikow Fouriera pochodnej kierunkowej funkcji zonalnej [H4, Twierdzenie 4.3].

Twierdzenie 27 Niech dana bedzie funkcja zonalna

fF=>a/(HYy

1=0
Zachodzi
4
(d) o = 2] J+dmod2 (d)\y/ (25 +dmod2,0;.--,0)
f0 = ga G0Le)| =23 (r )y, (x)  (3)
9=0 0

dla n > 3 oraz
Z Z a2]+dmad2 (}/}2j+dmod2 + }/2_(2j+dmod2)> (34)
=0 j=0

dla n = 2, gdzie wspotczynniks af(f(d)) dane sq wzorem rekurencyjnym

a (£ D) = Bragaal 2 (F) = By (7).
A (f4) =0
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dla nieparzystych d oraz

a(fDY = —Boat (FfV)  (dlan>3),

al (f) = —280a; (f*V) (dlan =2),

afj(f(d)) — 51,2j—1 al?j—1<f(d—1)) . 51,2j al2j+1<f(d_1))7
@ () =0

dla parzystych d, natomiast By zdefiniowane sq jok w Lemacie 26.

Struktura wspotczynnikéw [, pojawiajacych sie przy rézniczkowaniu kierunkowym spra-
wia, ze zadna z rodzin falkowych znanych dotychczas badz skonstruowanych w podobny
sposob, tzn. takich, ktorych wspotezynniki Gabora stanowig probki funkeji bedacej iloczy-
nem dodatniej catkowitej badz potéwkowej potegi wielomianu oraz funkcji wyktadniczej
z wykladnikiem wielomianowym, nie spelnia warunkow Definicji 9. (Definicja z artykutu [3§]
jest nieco inna i dopuszcza szerszg klase falek. Jednak w tym przypadku rekonstrukcja jest
mozliwa tylko z dokladnoscia do multyplikatora Fouriera). Sposobem na przezwyciezenie
tej trudnosci byto uzycie dwoch réznych rodzin falek dla analizy i syntezy sygnatu. Manewr
taki czesto stosuje sie w przypadku falek na przestrzeni euklidesowe;j.

Definicja 28 [H4, Definicja 5.1] Niech o : Ry — Ry bedzie wagg. Rodziny {V,},cr, C
L2(8™) oraz {Q,}er, C L*(S™) nazywamy parg falek, jesli spetniajq nastepujoce warunki:

1. dlal € Ny

N(n,l

) 0o
> [ et alo)do = Nl )

2. dla ReER, 12 €8

/R (0,9, (x - ) alp) dp| do(y) < . (36)

J.

gdzie ¢ jest stalq niezalezng od R.

Transformata falkowa dana jest tym samym wzorem co w [H1|, patrz [H4, Definicja 5.2], i
jest odwracalna za pomoca przeksztalcenia:

f(z) = / / o Wl (0,90, (g70) dn(T) ) dp

Jezeli {W,} i {Q,} nie sa sobie rowne, transformata falkowa nie jest izometria.
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W Twierdzeniu 5.7 z artykutu [H4| udowodnione jest, ze pewne kombinacje liniowe pochod-
nych kierunkowych jadra Poissona oraz jadra

o0

hole) = > e 5 Q) (37

1=0
stanowia pare falek 7z waga a(p) = %. Mozna powiedzie¢, ze falki kierunkowe powstate
z (37) stanowia falke rekonstruujaca dla kierunkowych falek Poissona.

W artykule [H4] wyprowadzitam réwniez jawne wzory na granice euklidesowa kierunkowych
falek Poissona (Twierdzenie 6.1).

Twierdzenie 29 Granice euklidesowe kierunkowych falek Poissona wynoszq

9 2
Gl(¢) = 8_§§1 S (1+ [ER) (38)

§ = (627&37 cee 7£’n+1> e R"™.

W Dodatku w artykule [H4| zastosowalam wzory rekurencyjne z Twierdzenia 4.3 do wy-
prowadzenia jawnego przedstawienia drugiej pochodnej kierunkowej jadra Poissona:

W (2) B 200+ 1) e ? (1 —e2°)
(pC) (z) =~ Y (1 —2e7Pcosth + e 2P)A 2 cos v
AA+1)A+2)e (1 — e %)

Xn (1 —2e=Pcost + e—2p)A+3

sin® ¥ cos? ¥s.

4.7 Ramki dyskretne falek niezonalnych [H5]

Celem mojej kolejnej pracy [H5| byto skonstruowanie dyskretnych ramek falek kierunko-
wych. Ze wzgledu na duza liczbe zmiennych pojawiajacych sie przy obliczeniach wyko-
rzystujacych falki niezonalne, jak rowniez nieistnienie falek standardowej budowy, ktore
bytyby dla siebie falkami rekonstrukcyjnymi, zastosowanie metody uzytej w [H3] wydaje
sie niemozliwe. Zastosowalam zatem inny sposob: bezposrednie oszacowanie

\ [ e Bl duta) = 117

przy odpowiednio wybranym {f, }, zgodnie z (13). Metoda ta wymaga kolejnej modyfikacji
definicji falek, patrz [H5, Definicja 2.3].
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Definicja 30 Niech o : Ry — Ry bedzie wagq. Rodzina {V,},cr, C L*(S™) nazywana
jest falkq rzedu m, jesli spetnia warunek

A<B()<B (39)

dla dodatnich statych A i B niezaleznych od | € Ny, | > m, oraz S(I) = 0 dla | € Ny,
[ <m, gdzie 5(1) dane jest wzorem

Y [ lar ()12 alp) dp

Opuszczenie warunku (17) (wzglednie (36)) pozwala na duza dowolnos¢ w konstrukcji falek.
W Twierdzeniu 2.6 w [H5| wykazalam istnienie szerokiej klasy funkcji o nieograniczonym
spektrum, ktore sg falkami.

Twierdzenie 31 Niech {¥,} C L*(S") bedzie rodzing funkcji zonalnych spetniajgcych
warunek 4

= a c _,a b

,(l) = (p [qv(l)]b) e P [y (D)] S
gdzie q, jest wielomianem stopnia vy, dodatnim dla dodatnich [, natomiast a, b, ¢ sq statymi
dodatnimi. Symbolem Y2y oznaczony jest obrot przestrzent R™ w plaszczysnie (€,3), gdzie
S jest osig obrotu réwnolegtq do przestrzenmi stycznej do sfery w punkcie e. Kqt obrotu
wynosi V. Wowczas dla kazdego d € N

)

Przyjawszy taka definicje falki, tracimy mozliwosé¢ bezposredniej rekonstrukeji sygnatu za
pomoca calki. Jednak falki spelniajace jej warunki stanowia ciagta ramke [H5, Twierdze-
nie 2.5]. Rekonstrukeja jest zatem mozliwa np. za pomoca algorytmu iteracyjnego. Ponad-
to dla falek opisanych w Twierdzeniu 31 mozliwa jest dyskretyzacja wzgledem skali [H5,
Twierdzenie 3.1].

dla | € Ny, (40)

R 0
{w5d(a)} = {Pad/( ! 394 U, (Tewr)

jest falkq rzedu O zgodnie z Definicjg 30, gdzie o(p) = %.

Twierdzenie 32 Niech {V,} C L*(8") bedzie rodzing falek jak w Twierdzeniu 31. Wtedy
dla kazdego € > 0 istniejq state ag i X takie, Ze dla kazdego ciggu R = (p;)jen, spetniajgcego
warunki py > ag oraz 1 < p;/pjs1 < X rodzina {¥, (T7'o), p; € R, T € SO(n+1)} sta-
nowi pdtcigglq ramke przestrzeni L£2(S™).

Glowne twierdzenie artykutu [H5] dotyczace dyskretyzacji obrotow udowodnione jest dla
kazdej rodziny falek, dla ktorej istnieje ramka polciagta. Grupa obrotow SO(n+1) interpre-
towana jest jako iloczyn kartezjanski sfer S7, J = 1,2, ..., n, a dyskretyzacja wykonywana
jest osobno na kazdym S” [H5, Definicja 4.1 i Twierdzenie 4.2].
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>0

Rys. 4: Przyklad ciagu R i siatki typu (d2, 1)

Definicja 33 Niech dane bedzie n. Mowimy, ze A jest siatkq typu (6n,0n_1,...,01), jesli
jest dyskretnym mierzalnym zbiorem obrotéw w SO(n + 1) skonstruowanym iteracyjnie
w nastepujgcy sposob: Istnieje mierzalny podziat P, = {0} : o, = 1,..., Ky} sfery "
na jednospdjne zbiory, takie zZe Srednica kazdego z tych zbiordw (mierzona za pomocq
odlegltosci geodezyjnej) jest nie wieksza niz 0,. Kazdy z tych zbiordw zawiera doktadnie
jeden punkt x, , o, = 1,..., K,. Dla J < n niech (an,p_1,...,a541) bedzie ustalonym
multzmdeksem a

PJ_P(an7an 1,...,OZJ_|_1) :{Oij : O(J:].,...,KJ}

mierzalnym podziatem sfery 87 na Kj = Kj(a, a1, ..., a541) jednospdjnych zbioréw o

Srednicy nie wieszej niz 0y, z ktorych kazdy zawiera doktadnie jeden punkt xiJ = x‘(]an )

Wowczas A jest zbiorem obrotéw danym przez
T(an7~-~,al) = Tl (xll)zl) TZ('xiz) te Tn(xgn)

Z miarq
n

)‘( (o ,041) H N (xiJ) =0y (OiJ) :

Dla poszczegolnych S7
T/ (7)) = Y1 (0]) To(0) .. . Yya (W) Tule?),  J=1,2,...,n,
dla
T=0,...,07_,,¢") €S,

gdzie Y,(9) oznacza obrét w plaszczyinie (x,,x,41) o kgt V9, natomiast 97 oraz ¢7, 1 =
1,2,...,J —1, sqg kgtami Eulera Y.
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Twierdzenie 34 Niech ¥, bedzie rodzing falek klasy C' takq, ze {¥, ., j € Ny, z € S"}

jest ramkq pdtcigglq. Wtedy dla kazdego j € Ny istniejq ciggi (67, (57{;_1, e ,(5{) takie, ze
0 (Y gy € Now Yooty € A
jest ramkq dla £L2(S™), jesli tylko N jest siatkq typu (62,67 ... 8.

W dowodzie wykorzystuje sie ograniczono$é¢ norm £ falki i jej gradientu powierzchniowego
na kazdej skali p;. Wykazane jest, ze mozna wykonac¢ dyskretyzacje na tyle gesto, zeby
catkowity btad spetnial wymagane warunki.

5 Omowienie pozostalych osiggnieé
naukowo-badawczych

Poza piecioma pracami stanowigcymi jednotematyczny cykl publikacji, po uzyskaniu stop-
nia doktora opublikowalam osiem artukutéw, a kolejne cztery zostaty wystane do redakcji.
bLacznie jestem autorky lub wspoétautorka trzynastu publikacji. Liczba cytowan wedlug
bazy Web of Science (na dzien 22 XI 2018 r.) wynosi 62 (16 bez autocytowan), zas
h-indeks (indeks Hirscha) jest rowny 5. Sumaryczny impact factor czasopism dla pieciu pub-
likacji wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego, wedtug listy Journal Citation Reports,
to 11,306; sumaryczny impact factor dla wszystkich trzynastu publikacji wynosi 21, 529,
patrz Tabela 1.

(a) Lista prac niewchodzacych w sklad osiggniecia naukowego

[P1] M. Holschneider, I. Iglewska-Nowak, Poisson wavelets on the sphere, J. Fourier Anal.
Appl. 13 (2007), no. 4, 405-419.

[P2] 1. Iglewska-Nowak, M. Holschneider, Frames of Poisson wavelets on the sphere, Appl.
Comput. Harmon. Anal. 28 (2010), no. 2, 227-248.

[P3] I. Iglewska-Nowak, M. Holschneider, Irreqular Gabor frames, Kyushu J. Math. 67
(2013), no. 1, 237-247.

[P4] 1. Iglewska-Nowak, Multiresolution on n-dimensional spheres, Kyushu J. Math., 70
(2016), no. 2, 353-374.

[P5] 1. Iglewska-Nowak, On the uncertainty product of spherical wavelets,
Kyushu J. Math. 71 (2017), no. 2, 407-416.
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Tab. 1: Impact factor czasopism wedltug listy Journal Citation Report zgodnie z rokiem
opublikowania (lub 2017 dla publikacji z roku 2018)

rok mmpact
praca czasopismo publikacji  factor
[H1] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2015 2,094
[H2] J. Fourier Anal. Appl. 2015 0,912
[H3] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2016 2,634
[H4| Appl. Comput. Harmon. Anal. 2018 2,833
[H5] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2017 2,833
[P1] J. Fourier Anal. Appl. 2007 1,125
[P2] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2010 3,144
[P3] Kyushu J. Math. 2013 0,25
[P4] Kyushu J. Math. 2016 0,375
[P5] Kyushu J. Math. 2017 0,478
[P6] Kyushu J. Math. 2017 0478
[P7] Appl. Comput. Harmon. Anal. 2018 2,833
[P8]  Int. J. Wavelets Multiresolution Inf. Process. 2018 0,54

[P6] 1. Iglewska-Nowak, Uncertainty of Poisson wavelets, Kyushu J. Math. 71 (2017),
no. 2, 349-362.

[P7] 1. Iglewska-Nowak, Angular multiselectivity with spherical wavelets, Appl. Comput.
Harmon. Anal. 45 (2018), no. 3, 729-741.

|[P8] I. Iglewska-Nowak, Uncertainty product of the spherical Gauss-Weierstrass wavelet,
Int. J. Wavelets Multiresolution Inf. Process. 16 (2018), no. 4, 1850030, 14 pp.

[Prel] 1. Iglewska-Nowak, A continuous spherical wavelet transform for C(S™),
arXiv: https://arxiv.org/abs/1806.07881.

[Pre2| 1. Iglewska-Nowak, Spin weighted wavelets on the sphere,
arXiv: https://arxiv.org/abs/1804.04947.

[Pre3| 1. Iglewska-Nowak, Uncertainty product of the spherical Abel-Poisson wavelet,
arXiv: https://arxiv.org/abs/1806.07883.

|Pre4| 1. Iglewska-Nowak, On the uncertainty product of spherical functions,
arXiv: https://arxiv.org/abs/1806.07880.
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(b) Omoéwienie wynikéw uzyskanych w wyzej wymienionych pracach

5.1 Badania opisane w rozprawie doktorskiej [P1-P3]

Dowdd istnienia dyskretnych ramek falek Poissona na S? byt tematem mojej pracy dok-

torskiej zadanym mi przez promotora prof. Matthiasa Holschneidera. Artykuty |[P1] i [P2]

przedstawiaja wyniki bedace trescia rozprawy. Strategia jest analogiczna do tej, ktora

wykorzystatam w pracach nad falkami n-wymiarowymi i jest szczegoétowo opisana w poprzed-
niej czesci tego autoreferatu.

W pracy |P3| zastosowatam metode szacowania bledu dyskretyzacji przy splocie jader
transformaty Gabora, by pokazaé, ze istnieja dyskretne ramki Gabora. W dowodzie wyko-
rzystalam fakt, ze istniejg catkowalne majoranty jadra, podatam tez przyktad takiej ma-
joranty. Dodatkowo do tych wynikow, ktore byly juz opublikowane wczesniej w mojej
rozprawie doktorskiej, w artykule |P3| wykazalam, ze istnienie opisanej wyzej majoranty
implikuje ograniczono$é¢ gradientu iloczynu jader Gabora. Wlasno$é ta jest wykorzys-
tana przy dowodzie gtéwnego twierdzenia. W przypadku falek sferycznych wymagana jest
ograniczono$¢ gradientu jadra (i konieczna jest bezposrednia weryfikacja tej wlasnosci),
tutaj natomiast gradient jadra oscyluje, stad dla dowodu uzywa sie oszacowania gradientu
iloczynu jader.

Udowodnitam ponadto, ze z ograniczonosci jadra transformaty Gabora wynika, ze okno
czasowe jest funkcja klasy Schwartza (implikacja odwrotna jest oczywista).

Przyklad numeryczny pokazuje, ze dzieki tej metodzie mozna wyznaczy¢ goérna granice
gestosci siatki taka, ze probkowanie na tej siatce wygeneruje dyskretng ramke. Okazuje sie
jednak, ze wielkos¢ ta jest daleka od optymalnej (wyznaczonej innymi metodami). Oznacza
to, ze prezentowana metoda stuzy¢ powinna raczej do dowodzenia istnienia ramek.

5.2 Falki wielomianowe i analiza wielorozdzielcza [P4]

W artykule [P4] zdefiniowane sa falki i transformata falkowa na sferze S™, istotnie rozne
od tych wywiedzionych z identycznosci aproksymowanych. Zaprezentowana konstrukcja
jest uogolnieniem wynikow z |18] dotyczacych falek na S?. Falki w |P4] sa kombina-
cjami liniowymi harmonik hipersferycznych. Z jednej strony powoduje to, ze falki oscyluja,
7 drugiej jednak gwarantuje, ze falki i funkcje skalujace (przy tej konstrukeji falki stanowia
roznice funkcji skalujacych o roznych skalach) sa prostopadte, maja wlasnosé reproduku-
jaca oraz s w pewien sposob zlokalizowane. Falki i funkcje skalujace sa probkowane na
siatkach rownokatnych. Prosta zalezno$¢ taczy falki i funkcje skalujace na réznych skalach,
a ponadto stanowia one ramki rozpietych na nich przestrzeni. Podany jest prosty algo-
rytm rekonstrukcji sygnatu, jednak moze on by¢ niestabilny ze wzgledu na koncentracje
probek w poblizu biegunéw. Jednym z najwazniejszych wynikow prezentowanych w [P4|
jest definicja analizy wielorozdzielczej (MRA). Wedlug mojej wiedzy, jest to pierwsza proba
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zdefiniowania MRA na §". Ponadto w pracy wyprowadzony jest wzor na stata nieoznaczo-
noéci dla funkcji zonalnych oraz wyznaczone stale nieoznaczonosci falek i funkcji skaluja-
cych.

5.3 Dalsze prace dotyczace falek wywiedzionych z identycznosci
aproksymowanych [P5—P8,Prel—Pre3]

5.3.1 Stala nieoznaczonosci

Wyniki opublikowane w artykutach [H1-H5| otwieraja szerokie mozliwosci badan. Ze wzgledu
na ogo6lnos¢ definicji kierunkowe falki sferyczne moga by¢ konstruowane badZ oceniane
wedtug roznych kryteriow. Jest to tematem moich dalszych prac.

Jednym ze wskznikow jakosci funkeji analizujacej jest jej stala nieoznaczonosci [54, 57]. Jest
ona miara kompromisu pomiedzy lokalizacjg w przestrzeni a lokalizacja w czestotliwosci.
W przypadku ciagtych funkcji sferycznych dana jest wzorem

o [VsFls
VO =\ TP TF

:ﬁﬁ/;wﬂ@%wm

dla F' € C(S"). Jest ograniczona z dotu liczba 5 [57, 36]. Oznacza to, Ze nie mozna jed-
noczesnie uzyska¢ ostrosci i w przestrzeni, i w czestotliwosci. Jest to odpowiednik reguty
nieoznaczonosci Heisenberga.

gdzie
o(F)

W pracy [47] wykazano, ze stala nieoznaczonosci jadra Gaussa-Weierstrassa na S? dazy do
wartosci minimalnej przy p — 0. Ciekawym zagadnieniem jest klasyfikacja innych funkcji
opisanych Twierdzeniem 31 wedlug kryterium wartoéci stalej nieoznaczonosci albo wyz-
naczenie jej dla falek o skoniczonym spektrum, jak to zostalo zrobione w [P4] (dla innej
klasy falek, dla ktorej skala jest z zalozenia dyskretna). W artykule [P5] zawarte sa ogdlne
wyniki dotyczace stalej nieoznaczonosci falek zdefiniowanych poprzez (40) [P5, Twierdze-
nie 3.4].

Twierdzenie 35 Niech {V,} bedzie rodzing falek zonalnych takich danych wzorem (40),
gdziea >0, ¢ >0, a q,(1) = a,l’ +a, 1" + -+ arl + ag jest wielomianem stopnia v,
dodatnim i monotonicznie rosngcym dla I > 1. Stata nieoznaczonosci funkcji ¥, dla p — 0
spetnia warunek

U(w,) <0 (p¥).
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Oznacza to, ze w ogdlnosci stata nieoznaczonosci falek sferycznych skonstruowanych w po-
wyzszy sposob nie musi by¢ ograniczona. Dalsze badania wykazaly, ze jest ona ograniczona
przy p — 0 dla pewnych klas funkcji spelniajacych warunki Twierdzenia 35. Funkcjami
tymi sa falka Gaussa-Weierstrassa {\IIE} (bedaca pochodng jadra Gaussa-Weierstrassa),
dla ktorej zachodzi |P8|

6 16
U(¥5) < \/2 (1+;+§> +0(1),p — 0,

oraz falka Abela-Poissona {¥/'} (ktora mozna interpretowac jako falke Abela-Poissona

rzedu 1) spelniajaca warunek [Pred]

lim U (¥

p—0

a1 [(n+1)(n+2)(n?—3n+3)
p)_§ n(n—1) .

Jednak najciekawsze wyniki dotycza falek Poissona {g;'} [P6]. Ich stala nieoznaczonosci
nie tylko jest ograniczona przy p — 0, ale tez w pewnych przypadkach granicznych dazy
do wartosci optymalnej. Doktadniej: dla danego n falka Poissona rzedu [(n — 1)/2] ma naj-
mniejszg sposrod falek Poissona wszystkich rzedow warto$é granicy stalej nieoznaczonosci

przy p — 0:
- my 1 [n(n—1)(2n—1)
L e

Przy n — oo warto$¢ tego wyrazenia zachowuje si¢ jak 7, tzn. dazy do wartosci optymalnej.
Pokazuje to, ze w przypadku funkcji sferycznych nie tylko jadro Gaussa ma minimalng
nieoznaczonosé, jak to ma miejsce przy funkcjach na przestrzeni euklidesowej.

5.3.2 Wielorozdzielczo$¢ katowa

Inng wtlasnoscia falek, ktorg mozna wyrazi¢ liczba, jest rozdzielczos$é katowa. Ciekawym za-
gadnieniem jest konstrukcja falek kierunkowych majacych wyrazny profil wzgledem zmien-
nej katowej o, patrz [P7]. Falki takie pozwalaja na doktadna analize sktadowych kierunko-
wych sygnatu.

Pierwsza pochodna kierunkowa jadra Poissona jest funkcja o zmiennych rozdzielonych:
9,(0,9) = v, (V) - cos().
Aby osiagnaé opisany powyzej cel, probowatam zastapic¢ cos(y) funkcja
fr(0) = Fre+24m), ¢ €0,2m),

JEZ
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Rys. 5: Falka o malej i falka o duzej rozdzielczosci katowej

gdzie F, dane jest wzorem

g _o-m)?
2

FT<¢):€_T—€ I ¢€R

Okazalo sie jednak, ze funkcja (0, ¢) — v,(9) - cos(p) nie jest falka. Niezbedne zatem byto
znalez¢ funkcje w), taka, ze (9, ¢) — w,(¥)- f-(¢) spelnia warunki Definicji 30. Sposobem na
to bylo manipulowanie wspotczynnikami réznych pochodnych jadra Poissona i sprawdzanie,
czy nieréwnosci (16) i (17) sa spelnione. Znalaztam dwie funkcje:

or

2

wl()l)(ﬂ) =p-sin®V-r- ﬁ [7‘ : %pre(cosﬁ)} )

w,()2)(19) =p-sin®9-r?.

—— pre(cos 1),

5,3 Pre(cos V)

gdzie r = e?. W obu przypadkach w, - f; jest falky dla kazdej wartosci 7 > 1. W zwigzku
z tym, jesli transformata falkowa jest dyskretyzowana zgodnie ze schematem opisanym
w [H5], poprzez odpowiedni dobér parametru 7 mozna adaptowa¢ rozdzielczosé katowa
falki do wtasnosci analizowanego sygnatu wykrytych w danym punkcie.
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Rys. 6: f, dla réznych 7

5.3.3 Falki o wadze spinowej [Pre2]

W kolejnej pracy zdefiniowatam falki o wadze spinowej. Mogg one mieé¢ zastosowanie w kos-
mologii, w szczegblnosci przy badaniu polaryzacji mikrofalowego promieniowania tta. Falki
te sa uogdlnieniem falek spinowych typu needlet z artykutu [30]. Polaryzacje mozna inter-
pretowaé jako ciecie wiazki liniowej na sferze, a needlet-type spin wavelets sa narzedziem
stuzagcym do badania takich cie¢. Mozna je tez traktowac¢ jako uogolnienie needlets [32],
ktore sa przypadkiem szczegolnym falek sferycznych [H1|. Zatem spin-weighted spherical
wavelets rozszerzaja klase funkcji stuzacych do badania polaryzacji promieniowania tla.

5.3.4 Transformata falkowa funkcji ciaglych [Prel]

Innym ciekawym zagadnieniem jest analiza wielorozdzielcza oparta na falkach sferycznych
(w miejsce harmonik hipersferycznych). Gdyby ja zdefiniowa¢, mogtaby stuzy¢ za podstawe
konstrukeji baz Schaudera dla funkcji cigglych na S™ lub przynajmniej na S?, analogicznie
jak to jest opisane np. w artykule [21]. Niezbedny jest staranny doboér funkeji rozpinajacych
poszczegdlne przestrzenie, tak zeby stale Lebesgue’a byty jednostajnie ograniczone, patrz
rowniez [56]. W artykule [Prel] skonstruowatam falke sferyczna sthuzaca do analizy funkcji
ciagtych taka, ze odwrotna transformata falkowa jest zbiezna w normie supremum.

5.4 Stala nieoznaczonosci funkcji sferycznych [Pre4]
Moje wczesniejsze badania dotyczace stalej nieoznaczonosci réznych klas falek dotyczyly

funkcji obrotowo symetrycznych. Jednym z powodow byt fakt, ze wyznaczenie statej nieoz-
naczonosci dla funkeji niezonalnych wymaga skomplikowanych rachunkow. W artykule [Pre4]
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wyprowadzitam wzoér wyrazajacy stala nieoznaczonosci funkceji ciagtej za pomoca jej wspotczyn-
nikow Fouriera i zastosowatam go do drugiej pochodnej kierunkowej falki Poissona g;.
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