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IV~ Omoéwienie wynikéw zawartych w publikacjach
wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego
zatytulowanego

WYBRANE METODY BADANIA PRAWIE PEWNEJ
I KOMPLETNEJ ZBIEZNOSCI POL LOSOWYCH

1 Wstep i motywacje badan

1.1 Motywacje badan

We wstepie do fundamentalnej monografii [104] John B. Walsh napisal, ze ba-
dania po6l losowych same w sobie sa bardzo interesujace. Mozna jednak wska-
za¢ wiele powodoéw, nie tylko czysto matematycznych, ktore uzasadniaja po-
trzebe badania praw dotyczacych zmiennych losowych z multi-parametrowym
indeksem. Natura zjawisk przyrodniczych, ktore chcemy opisywaé, ma bo-
wiem najczesciej charakter wielowymiarowy. Pola losowe pojawiajg sie w ana-
lizie danych biologicznych i medycznych, w fizyce i mechanice statystycznej
oraz geofizyce, a w szczegblnosci w sejsmografii i astrofizyce. Przyktady ta-
kich badan znajdziemy chociazby w publikacjach: [2], [18], [19], |20], [103],
[109], [110] i [111], by wymieni¢ tylko prace szczegolnie interesujace, z zakresu
obrazowania powierzchni mézgu i jego funkcjonowania.

Przyktadéw z innych dziedzin mozna jednak podaé znacznie wiecej. W sta-
tystyce zbiezno$¢ zmiennych losowych z wielowymiarowym indeksem stano-
wi podstawe do konstrukcji szeregu testow nieparametrycznych, na przyktad
testu Manna-Whitney’a-Wilcoxona, testu serii Walda-Wolfowitza i niepara-
metrycznej analizy wariancji — testu Kruskala-Wallisa. Badana prawie pewna
lub kompletna zbieznosé pol losowych znajduje zastosowanie w prawie pew-
nej zbieznosci wieloprobkowych U-statystyk, w modelach regresji nieparame-



trycznej oraz w modelach liniowych typu EV (Errors-in- Variables), w ktorych
bledy sa od siebie wzajemnie zalezne (por. [43], [114]).

1.2 Rys historyczny

Wydaje sie, ze jako pierwszy problemem zbieznosci rodzin zmiennych lo-
sowych z wielowymiarowymi indeksami zajmowal si¢ Norbert Wiener, ktory
w roku 1939, w pracy ,, The ergodic theorem” [106], badal zbieznos¢ sum funk-
c¢ji mierzalnych, zaleznych od d parametréw. Mowiac doktadniej, rozwazal on
mierzalne odwzorowanie T' na przestrzeni z miarg (2, §, 1) zachowujace mia-
re i oraz badal wlasnosci graniczne sum postaci

Sm[f] = Z Z . Z f o Tk1+k2+...+kd‘
kl:l k2:1 kdzl
DOWI()dl, ze dla d >11 f c I (ng, ,LL) granj(;a
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istnieje dla prawie wszystkich w € Q) wzgledem u. Ze wzgledu na to, ze roz-
wazane przez Wienera sumy czesSciowe mialy te wlasnos$é, iz kazda z nich
zawierata wszystkie poprzednie, warunki zbieznosci okazaly sie takie same
jak w przypadku klasycznej teorii ergodycznej. Kilkanascie lat pdzniej, nie-
zaleznie od siebie, Dunford w [35] i Zygmund w [116] nadali temu problemowi
prawdziwie wielowymiarowy sens, przyjmujac

Sulf] = Z foThthet -tk dla n=(ny, -, ng) € N, (1.2)
k=<n
gdzie k < n oznacza, ze k; < n; dla kazdego i ze zbioru {1,2,...,d}; te sumy

nie maja juz wspomnianej wyzej wlasnosci i problemu ich zbieznosci nie da
sie sprowadzi¢ do problemu zbieznosci sum ,zwyktych”. Dunford i Zygmund
udowodnili, ze granica
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(minn jest najmniejsza ze wspotrzednych wektora n = (nq,...,ny)) istnieje
prawie wszedzie wzgledem miary p, o ile funkcja f spelnia warunek

[ 17 og" 1)) di < o (1.9

gdzie log" x = max(0,logx). W szczegdlnym przypadku, gdy g jest miarg
probabilistyczna, a role f odgrywa zmienna losowa X, dla ktorej istnieje
moment

E|X| (log* |X])™" < o0 (1.5)

z wyniku Wienera, Dunforda i Zygmunda otrzymujemy mocne prawo wielkich
liczb (MPWL) dla stabo stacjonarnego pola losowego X = T*itketthao X
mowiace o istnieniu prawie pewnej granicy

> Xk

k=<n

lim =EX. (1.6)

min n— o0 ‘1’1‘
Jak wykazal Smythe w pracy [98], w przypadku pol niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozkladzie warunek (1.5) jest rowniez konieczny, by
zachodzito mocne prawo wielkich liczb (1.6).

Kolejny wazny krok wykonal Klaus Krickeberg, gdy w polowie lat pieé-
dziesiatych zaczal badaé¢ zbiezno$é przeliczalnie addytywnych funkcji zbioru,
ktore w istocie sa martyngatami indeksowanymi zbiorami skierowanymi. Dla
Scistosci nalezy dodaé, ze Krickeberga chronologicznie wyprzedzit Bochner,
ktory w pracy [11| wprowadzil pojecie takiego martyngatu.

Zmaczacy postep w badaniu zbieznosci niezaleznych zmiennych losowych
1 martyngaléw indeksowanych zbiorami z czesciowym porzadkiem zanotowa-
no w latach siedemdziesiatych ubiegtego wieku, a wiec 30 lat po wspomnianej
pracy Wienera. Na poczatku lat osiemdziesiatych rozpoczely sie tez badania
nad innymi rodzajami zalezno$ci zmiennych losowych z wielowymiarowymi
indeksami i ich wlasnosciami granicznymi. Autorami najwazniejszych prac
sa: Wichura [105], Cairoli [16], Walsh [104], Chatterji [21] i |22], Smythe,
Shorack [98] i [97], Millet, Sucheston [85] i [86], Wong, Zakai, [107], [113]
i [108], Merzbach [80], [81] i [82], Gut [48], [50] i [49], Klesov [62], [63], [64]
i |65]. Badania te trwaja do dzis.



1.3 Specyfika badan pél losowych

Tryby rozbieznosci multiindeksu

Twierdzenia graniczne dotyczace pol losowych, to znaczy rodzin zmiennych
losowych indeksowanych elementami N¢, oznaczanych zwykle

{Xn,ne Nd},

mozna rozroéznia¢ w zaleznosci od trybu, w jakim indeks n dazy do nieskon-
czonosci oraz reguty wyboru ,wierzchotka prostokata” wyznaczajacego sumy
czesciowe S, = > Xj. Dla przyktadu wszystkie ,wierzchotki” n, w sumach
k=n

ktore rozwazal Wiener, lezaly na ,przekatnej” (na ktorej wszystkie wspot-
rzedne indeksu sa takie same); taki szczegdlny wybor sum sprawil, ze uzy-
skane przez niego twierdzenia udowodni¢ mozna byto metodami uzywanymi
dla ciaggéw zmiennych losowych. Tryb zbieznosci, ktory rozwazali Dunford
i Zygmund, wymagal juz nowych narzedzi; przypomnijmy (zob. (1.3)), ze
w ich pracach indeksy n, sum czesciowych S,, byly dowolne i dazyty do
nieskoriczonosci w tym sensie, ze do nieskonczonosci dazy minn (mode of
min-convergence); jest to tryb najczesciej wystepujacy w literaturze do dzi-
siaj. Taka zbieznosé bedziemy nazywacé zbieznoscia w trybie-min .

Drugi najczesciej stosowany tryb zbieznosci to zbieznosé, gdy maxn (naj-
wieksza ze wspohrzednych wektoran = (ny, ..., ng)) dazy do nieskoriczonosci,
bedziemy ja nazywac¢ zbieznoscia w trybie-max (mode of max-convergence).
Taki tryb zbieznosci wystepuje we wszystkich prezentowanych wynikach ni-
niejszego autoreferatu; jest on oczywiscie mocniejszy od zbieznosci w trybie-
min. W niektérych pracach zbiezno$é w trybie-max nazywana jest zbiez-
nosciag mocna, w odréznieniu od najczesciej stosowanej, uznawanej za stan-
dard, zbieznosci w trybie-min i oznaczanej n — oo (raczej juz historycznie,
ale czasami nazywana tez ,convergence in Pringsheim’s sense”, por. [87]).
My przyjmujemy konwencje wprowadzong przez Klesova w jego monografii
[67] i bedziemy stosowaé oznaczenia: lim(max) dla trybu-max i lim(min) dla
trybu-min . Mozliwe sa oczywiscie inne definicje trybu zbieznosci, ale prak-
tycznie nie sa one w ogoble rozwazane.

Zajmujemy sie rowniez bardzo waznym typem zbieznodci, ktéry nie ma
cech zadnego trybu zbieznosci. Mianowicie, badamy graniczne zachowanie
tylko tych sum czesciowych Sy, ktorych indeksy n naleza do nieskonczonego
zbioru A C N%. Taki typ zbieznogci bedziemy nazywaé zbieznoscia sektorial-
ng. Ma ona te interesujaca ceche, ze dla mocnych praw wielkich liczb wystar-
cza klasyczne zalozenia, takie jak w przypadku jednowymiarowym, mimo iz



mozemy tak wybra¢ podzbior A, ze ,dosy¢ szczelnie wypetni” przestrzen N¢.
Ten typ zbieznosci bedzie doktadniej omawiany w rozdziale pigtym.

Rodzaje zbieznosci

Jak wiadomo, pewne rodzaje zbieznosci zmiennych losowych, w tym zbiez-
nos¢ staba i wedlug prawdopodobienstwa, mozna zmetryzowaé, a innych,
takich jak zbieznos$¢ prawie pewna i kompletna — nie. W teorii pél losowych
zdecydowanie wicksze wyzwanie stanowia twierdzenia dotyczace tej drugiej
klasy rodzajow zbieznodci, dla ktoérych nie mozemy stosowaé nastepujacego
dobrze znanego lematu, podajacego warunek wystarczajacy dla zbieznosci
ciagéw uogolnionych.

Lemat 1.1. ([90], lemat V-1-1) Niech T bedzie zbiorem skierowanym. Cigg
uogdlniony {x;, t € T}, elementow przestrzeni metrycznej zupetnej S, zbiega
do x € S, jesli dla dowolnego rosngcego ciggu {t,,n € N}, elementow T,
cigg {xy,,n € N} jest zbiezny do .

Jezeli ograniczymy si¢ do przypadku, ktory jest przedmiotem naszych
rozwazan, to znaczy, gdy T = N¢; woéwczas dla obu trybéw: -max i -min,
mozemy podaé¢ warunki konieczne i wystarczajace dla zbieznosci elementéow
dowolnej przestrzeni metrycznej (por. [H1]|, lemat 2.2 lub [67], wniosek A.1
i A.2). Dzieki temu, niektore zagadnienia dotyczace zbieznosci pol losowych
dla zbieznosci metryzowalnych mozna, poprzez redukcje wymiaru, sprowadzi¢
do badania zbieznosci podpol (subfields) lub ciagéow, a potem uzy¢ standar-
dowych narzedzi.

Droga ta nie mozna jednak pojs¢ w przypadku dowodzenia twierdzen
o zbieznosci prawie pewnej czy kompletnej: przypadek ten wymaga nowych
narzedzi, nowych metod i — ze wzgledu na to, ze pola losowe sa bardziej
ztozone niz ciggi — dodatkowych zatozen. W niniejszym autoreferacie bedzie-
my zajmowaé sie wylacznie zbieznosciami niemetryzowalnymi: prawie pew-
na i kompletna. Nalezy jednak podkresli¢, ze pewne problemy sa wspoélne
dla obu rodzajow zbieznosci; wynika to na przyktad z faktu, ze zbieznosci
w trybie-max i -min nie sg réwnowazne, pola liczbowe bedace rodzinami nor-
mujacymi lub wagami réznych rodzajow zbieznosci, na ogédt nie sa prostym
uogoblnieniem ciggow.

Problemy zbieznosci pél ze strukturag martyngatowa

Nowoczesna teoria proceséw stochastycznych opiera si¢ na teorii martynga-
tow, ktora w ostatnich dziesiecioleciach zostata rozwinieta w takim stopniu,
ze stala sie niezwykle waznym narzedziem badawczym.

9



Zacznijmy od definicji. Zalézmy, ze rodzina o-cial {F,, n € N9} jest
filtracja na przestrzeni (2, §,P), to znaczy, ze spelniony jest warunek

(F1) jeslik<n to §kx C3FnC3J.

(W literaturze warunek ten standardowo-historycznie oznaczany jest (F1),
tak jak wyzej, podobnie (F2) i (F4), por. [17], str. 113; bedziemy sie tej
konwencji trzymac). Catkowalng rodzine zmiennych losowych {Z,, n € N¢}
adaptowana do filtracji {Fn, n € N} nazywamy polem losowym o strukturze
martyngatowej (lub po prostu martyngatem), jesli

N E(Zul) =Zc  pop.

k=<n

Analogicznie definiujemy pojecia nad- i podmartyngatu.

Niestety okazuje sie, ze tak zdefiniowane martyngaty o indeksach wielo-
wymiarowych znacznie réznia sie od tych klasycznych. Od strony technicznej
proby dowodzenia ich wtasnosci rozbijaja sie czesto o brak narzedzia, ktorym
sa momenty Markowa, a w szczegdlnosci momenty wejscia do danego zbioru
po raz pierwszy — ze wzgledu na to, ze zbior indekséw N? nie jest uporzad-
kowany liniowo, ,czas pierwszego wejscia”’ nie jest dobrze zdefiniowany. Ale
ten brak jest skutkiem czego$ bardziej fundamentalnego: martyngatowe pola
losowe sa znacznie mniej regularne niz ich klasyczne odpowiedniki (martyn-
galy indeksowane liczbami naturalnymi). Dowodzi tego chociazby przyktad,
ktory skonstruowat Cairoli (zob. [16]), pokazujacy, ze odpowiednik klasycznej
nieréwnosci Dooba

P(max|[My | > A) < AE[M,|,

gdzie {M,,,n € N} jest martyngatem z naturalna filtracja, dla pél martyn-
galowych nie jest prawdziwy.

Dubins i Pitman w 1980 roku (zob. [34]) skonstruowali ponadto kontr-
przyktad dowodzacy, ze dla tak zdefiniowanych martyngaléw nie zachodzi
odpowiednik twierdzenia, mowiacego, ze warunek sup,,~; E |M,| < oo pocia-
ga za soba istnienie prawie pewnej granicy (M,,)n>1. Wezesniej analogiczny
przyktad dla martyngatu indeksowanego zbiorem skierowanym podat Dieu-
donné [32]. Krickeberg pokazal w pracy [69], ze do tego, by kazdy ograniczony
martyngal indeksowany zbiorem skierowanym byt zbiezny (ale tylko w sensie
zbieznosci istotnej), konieczne jest by rozwazana filtracja speliata tak zwany
topologiczny warunek Vitaliego.

Bardzo interesujace wyniki dotyczace charakteryzacji istotnej zbieznosci
martyngatow naleza do Millet, Suchestona [85], [86] i Astbury’ego [6], kto-
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rzy podali warunki konieczne i wystarczajace dla tej zbieznosci, w jezyku
klasycznych momentow stopu i wielowarto$ciowych momentéw zatrzymania.
Twierdzenia te koresponduja z teoria Burkholdera [15] i Chatterji [21], [22],
taczaca prawie pewng zbiezno$é z prawie pewnymi nieréwnosciami maksy-
malnymi dla martyngaléw z czasem dyskretnym. Podsumowanie tych wyni-
kéw mozna znalezé w monografii Edgara i Suchestona [36].

W przypadku martyngatéw indeksowanych przez elementy przestrzeni N¢,
satysfakcjonujaca teorie budowaé¢ mozna dopiero przy zalozeniu warunkowe;j
niezaleznosci filtracji (CI, conditional independence), ktéra mozna zdefinio-
wac nastepujaco (por. [61], str. 35):

(F4) E (E(|8m)[8n) = E([Smmn) DD,

gdzie m A n := (my Anq,...,mg Ang). Dodajmy jeszcze, ze sumy czeScio-
we niezaleznych zmiennych losowych z wielowymiarowym indeksem tworza
strukturg martyngatowa wzgledem naturalnej filtracji, ktora w tym przypad-
ku spetnia warunek (F4).

1.4 Krotkie omoéwienie osiggnietych wynikéw
Moim wktadem w teorie rachunku prawdopodobienstwa sg twierdzenia o gra-
nicznym zachowaniu poél losowych o nastepujacych strukturach:

e niezaleznosci (zmiennych losowych i elementéw losowych),

e ujemnego stowarzyszenia (NA, negative association),

e ujemnej zaleznosci (ND, negative dependence),

e asymptotycznej, parami ujemnej zaleznosci (APND, asymptotic pair-
wise negative dependence),

e martyngatowej.

Najwiecej wynikow dotyczy tej ostatniej struktury; wszystkie zostaty otrzy-
mane dla zbieznosci w trybie-max, zachowujac przy tym zatozenia momen-
towe takie jak dla zbieznosci p6l losowych w trybie-min . Przejdzmy teraz do
bardziej szczegdlowej prezentacji wynikow.

W rozdziale drugim przedstawiamy nieréwnosci Burkholdera i Rosentha-
la dla pol losowych o strukturze martyngatowej i ujemnego stowarzyszenia.
Zastosowanie tych nier6wnosci pozwolito otrzymac twierdzenia Bauma-Katza
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dla pol losowych o strukturze ujemnego stowarzyszenia i martyngatowej, cha-
rakteryzujacych szybkosé zbieznosci w prawach wielkich liczb typu Marcin-
kiewicza postaci

Sn Sn

(N1 -ng ... -ng)®  |nl|*

— 0 p.p., gdy maxn — oo,

gdzie |n| :=ny -ng - ... - ng.

W rozdziale trzecim przedstawiamy metody dowodzenia zbieznosci kom-
pletnej opartej na nieréwnosciach typu Kahane’a-Hoffmanna-Jgrgensena. Nie-
rownosé ta nie ma odpowiednika dla ciagéw zaleznych zmiennych losowych,
tym bardziej dla pol losowych ze struktura zaleznosci. Dowiedziona przez
nas, dla niektorych pol losowych ze strukturg zaleznosci, stabsza nieréwnosé
Kahane’a-Hoffmanna-Jgrgensena w dalszym ciagu jest uzyteczna do badania
zbieznosci prawie pewnej i kompletnej. Wynikiem, ktory pozwala zrealizo-
waé ten pomyst sa nieréwnosci Fuka-Nagaeva, my dowodzimy je dla pol loso-
wych o strukturach: ujemnej zaleznosci i martyngatowej. Dzieki tym wynikom
otrzymujemy nieréwnoéci typu Kahane’a-Hoffmanna-Jgrgensena dla pol lo-
sowych ze strukturami zaleznosci wymienionymi powyzej. To z kolei pozwoli-
to otrzymaé twierdzenia Bauma-Katza charakteryzujace szybkosé zbieznosci
w prawach wielkich liczb typu Marcinkiewicza postaci

Sn
g

a1 a2
nl ‘n2 ‘...'nd

— 0 p.p., gdy maxn — oo.

W rozdziale tym proponujemy réwniez ogolng metode dowodu twierdzeri typu
Bauma-Katza, dla pol losowych z dowolng struktura zaleznosci.

Aby umiejscowi¢ wyniki rozdziatu drugiego i trzeciego, poréwnajmy je
z istniejaca literatura w tym zakresie. Smythe, Shorack, Gut i Klesov sa
autorami wiekszosci wynikow dotyczacych prawie pewnej zbieznosci pol lo-
sowych; ale niemal wszystkie, uzyskane zostaty przy zatozeniu: jednakowego
rozktadu, struktury niezaleznosci i metod dowodowych, nieprzenoszacych sie
na pola losowe ze struktura zaleznosci i ztozone ze zmiennych losowych o roz-
nych rozktadach. Twierdzenia typu Bauma-Katza byly w zasadzie wytacznie
rozwijane przez Guta i Klesova oraz ich wspotpracownikow, Peligrad i Stadt-
miillera. Najogolniejszymi wynikami byly twierdzenia zawarte w pracach:
[53], [92] i [67], podrozdzial 13.5. My rozszerzamy cytowane wyniki na pola
losowe o réznych strukturach zaleznosci i niekoniecznie jednakowym rozkta-
dzie. W ten sposob przyczyniamy sie do powstania spdjnej i zdecydowanie
bardziej kompletnej rodziny twierdzen typu Bauma-Katza dla pol losowych.

Rozdzial czwarty poswiecony jest w gtownej mierze przedstawieniu nie-
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ktorych technik dowodowych w sytuacji braku nieréwnosci Dooba dla pol
losowych o strukturze martyngalowej. Cze$ciowe rozwiazanie problemu osia-
gamy poprzez uogdlnienie quasi-nieréwnosci Hajeka-Réni’ego-Chowa, dowie-
dzionej przez Serflinga i Christofidesa w pracy [23] (por. tw. 2.1, str. 633).
Utrzymujac zalozenia, wczesniej cytowanego twierdzenia Serflinga i Christo-
fidesa (tw. S-C), zmodyfikowaliSmy zdarzenie, ktérego prawdopodobieristwo
szacujemy, przez co uzyskaliémy narzedzie do badania prawie pewnej zbiezno-
§ci pol losowych w trybie-max (tw. S-C pozwala tylko na badanie zbieznosci
w trybie-min). Rozszerzenie nieréwnosci Hajeka-Réni’ego-Chowa-Serflinga -
Christofidesa do pdl losowych o strukturze submartyngatu umozliwito jej
stosowanie do prawie pewnej zbieznosci pol losowych o wartosciach w prze-
strzeni Banacha.

W drugiej czesci tego rozdzialu przedstawiamy nieréwno$é Marcinkiewi-
cza dla pol elementow losowych. Wynik ten pozwolil na otrzymanie MPWL
typu Brunka-Prokhorova dla elementéw losowych przyjmujacych wartosci
w przestrzeni Banacha.

W rozdziale piatym, opartym na wynikach pracy [H4|, uogélniamy bar-
dzo interesujace wazone mocne prawo wielkich liczb, otrzymane przez Jajtego
w pracy [58]. Ze wzgledu na duza dowolnos¢ wyboru funkcji wagowej i nor-
mujacej, wynik moze by¢ postrzegany jako prawie pewna zbieznosé (h, g)
transformat pol losowych lub metoda (h,g) ich sumowalnosci. Zawarte sa
tam metody sumowalnosci takie jak: srednie Cesaro (C,1), $rednie logaryt-
miczne, transformacje typu mocnego prawa wielkich liczb Marcinkiewicza
i inne wyniki tego typu.

W drugiej czesci tego rozdziatu dowodzimy MPWL Kolmogorowa, dla pol
losowych ze struktura zaleznosci okreslona w parach, zdefiniowana w opar-
ciu o pojecie kopuly. Tak zdefiniowana struktura zawiera w sobie pola losowe
(ciagi zmiennych losowych) parami ujemnie (kwadrantowo) zalezne (w szcze-
golnosci parami niezalezne), jak rowniez struktury okreslone koputami Farlie-
Gumbela-Morgersterna, Ali-Mikhaila-Haqa i rodzing koput Placketta. Roz-
wazane pola losowe sa powigzane z polami zmiennych losowych asympto-
tycznie kwadrantowo niezaleznych i asymptotycznie kwadrantowo subnieza-
leznych. W tym rozdziale podajemy réwniez, udowodniona w pracy [H4],
brakujaca wersje drugiego lematu Borela-Cantelli’ego, dla zdarzen parami
zaleznych, o strukturze zaleznosci powyzej rozwazanego pola losowego; wy-
nik niezbedny w dowodzie wymienionych mocnych praw wielkich liczb.

Wszystkie wyniki tego rozdziatu zostaly otrzymane dla zbieznosci w trybie-
-max i rownolegle dla zbieznosci sektorialnej.
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2 Nieréwnosci maksymalne dla momentow
i twierdzenia typu Bauma-Katza

Niniejszy rozdzial poswiecamy udowodnionym w pracy [H3| nier6wnosciom
typu Rosenthala i Burkholdera dla p6l losowych o réznych strukturach za-
leznodci oraz otrzymanym za ich pomoca twierdzeniom typu Bauma-Katza,
ktore podaja informacje o szybkosci zbiezno$ci w prawach wielkich liczb ty-
pu Marcinkiewicza-Zygmunda, jak rowniez o zbieznosci kompletnej w tych
prawach.

2.1 Wyniki dla pél losowych ze struktura
ujemnego stowarzyszenia

Zacznijmy od przypomnienia podstawowej definicji i pomocniczych oznaczen.
Niech (n) :={k € N*: k < n}.

Definicja 2.1. Skoriczona rodzina zmiennych losowych {Xyx, k € (n)} ma
strukture ujemnego stowarzyszania, jesli dla kazdych dwéch roztgcznych, nie-
pustych podzbiorow S, T zbioru (n) oraz dowolnych funkcji f i g,

fRE TSR, g: RTT 5 R,

ktore nie malejg wzgledem zZadnej ze swoich wspotrzednych, zachodzi nierow-
nosc
cov(f(X;,j€5),9(Xi,keT)) <0,

o ile tylko wystepujgca w tym wzorze kowariancja jest skonczona.

O polu losowym {X,, n € N} méwimy, ze ma strukture ujemnego sto-
warzyszenia, jesli dla kazdego n € N¢ podrodziny {Xy, k € (n)} maja
strukture ujemnego stowarzyszenia.

Zmienne losowe ujemnie stowarzyszone pojawiaja sie naturalnie na przy-
ktad jako wyniki losowania bez zwracania ze skonczonej populacji. Wiele
znanych rozkltadéw wielowymiarowych, w tym: wielowymiarowy rozktad hi-
pergeometryczny, ujemnie skorelowany rozktad normalny, rozktad wielomia-
nowy i wielowymiarowy rozktad Dirichleta, opisuja rodziny ujemnie stowa-
rzyszonych zmiennych losowych (por. Joag-Dev i Proschan [60]).

Jednym z podstawowych narzedzi, ktére pozwala dowodzi¢ twierdzen gra-
nicznych typu Bauma-Katza, sa nieréwnosci Rosenthala. Ponizszy lemat jest
wersja wyniku Zhanga i Wena (por. [115], lemat A.2) przeksztalcona do po-
staci o cechach wyzej wymienionej nieréwnosci.
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Lemat 2.2. ([H3|, lemat 2.1) Dia kazdego q > 2 istnieje uniwersalna stata
C = C(q) o tej wtasnosci, ze dla kazdego pola losowego { Xy, n € N¢} 2tozo-
nego ze zmiennych losowych ujemnie stowarzyszonych, spetniajgcych warunk:

EX,=0 i E|Xa|?< o0, n e N,

zachodzqg nierownosct
q ad 2) 42 d
E max| Sy §C’{(log2|n|> (ZEXk) +ZE|Xk|q}, n e N
= k=<n k=<n

Jak za chwile zobaczymy, lemat ten pozwala uzupetnic¢ twierdzenie udo-
wodnione w pracy Peligrad i Guta [92], poswiecone przypadkowi pél losowych
o jednakowym rozktadzie i strukturze p*-mieszania. My ostabiamy zalozenie
o jednakowych rozktadach i badamy réwniez pola losowe ze struktura ujem-
nego stowarzyszenia. Mowi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.3. (|H3|, tw. 2.1) Niech { Xy, n € N} bedzie polem losowym
o strukturze ujemnego stowarzyszenia. Zatozmy ponadto, ze dla pewnych sta-
tych o, p i q takich, ze

1
ap > 1, a>§, q>2

spetnione sq warunki

@) T WY, PlXa > [0l < oo,
neN
(@) % (a0 T (XX < [nf]) < oo,
neN
oo , )92
(i) % a2 (log, )" (S BEIIXa] < )" < oo,
neN

i E(XTIXi| < Inf?])| = o(Jn[?).

(1v) MaXk<n

Wowczas dla dowolnego € > 0 spetniona jest nierownosc

> noreP (rlr{lgx|sk| > €|n|a> < 0. (2.1)

neNd
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Wyniki tego typu znane sa w literaturze jako twierdzenia Bauma-Katza,
czasami tez nazywane twierdzeniem Hsu-Robbinsa-Erdésa-Spitzera-Bauma-
-Katza. Potega o wyktadniku ap —2 widoczna w szeregu wystepujacym w te-
zie, wobec informacji o jego zbieznosci, pozwala oszacowaé wielkos¢ prawdo-
podobienstw P (max;<n |Sj| > ¢|n|*) dla ,duzych” |n]|.

Zatozenia poprzedniego twierdzenia sa do$¢ skomplikowane. By je zilu-
strowa¢, w pracy |[H3|, wzorujac sie na znanym w literaturze pojeciu stabego
$redniego zdominowania, wprowadziliémy klase pol stabo srednio ograniczo-
nych. W klasie tej, jak sie okazuje, z twierdzenia 2.3 mozna wywnioskowaé
znacznie prostszy warunek konieczny i dostateczny dla zbieznosci takiej jak
w (2.1). Zacznijmy jednak od wspomnianej definicji.

Definicja 2.4. ([H3|, def. 1.4) Pole losowe {X,, n € N¢} jest stabo sred-
nio ograniczone (WMB, weakly mean bounded) przez zmienng losowq &, jesli
istniejq takie state Ky, ko > 0, Ze dla wszystkich x > 0 in € N?

1
— P(| Xy| > x) < k1P(|£] > z).
o Y P Xk| > 2) < s P(|¢] > )

| | kjn

raP([€] > z) <

Jesl spetniona jest tylko prawa nierowno$é, mowimy, zZe pole losowe jest stabo
srednio zdominowane (WMD, weakly mean dominated).

Zwroémy uwage na fakt, ze kazde pole losowe ztozone ze zmiennych o jed-
nakowych rozktadach jest stabo $rednio ograniczone (w przypadku tym nie-
rownosci z definicji zamieniaja sie na réwnosci ze stalymi k1 = ko = 1).
W klasie pol WMB zawarta jest réwniez znacznie obszerniejsza klasa, zmien-
nych losowych spethiajacych warunek rownomiernego pokrycia (RC, regular
cover), wprowadzony przez Prussa w pracy [93] lub jego mniej restrykeyjna
wersje, na przyktad stosowana w pracy [71] (por. tw. 2.1). Skoro zmienne
niezalezne sg ujemnie stowarzyszone, nastepujace twierdzenie jest istotnym
uogdlnieniem wyniku Guta (zob. [49], tw. 3.1), ktory zajmowal sie przypad-
kiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie.

Twierdzenie 2.5. ([H3|, tw. 2.2) Niech « i p bedg takimi statymi, zZe ap > 1
1o > %, a {Xn, n € N} bedzie polem uwjemnie stowarzyszonych zmiennych
losowych, stabo srednio ograniczonym przez zmienng losowq &. Jesli p > 1,
zaktadamy, ze EX, = 0, dla kazdego n € N%. Przy tych zatozeniach, naste-

pujgce warunki sq rownowazne:
d—1
(A) Ef¢P(log™ [¢])" < oo

(B) > |In|*?7?P (maxy<y |Sk| > €n|*) < oco.
neNd
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Dodajmy, ze w pracy [H3|, dla pdl losowych o strukturze p*-mieszania
otrzymujemy wyniki o postaci powyzej sformutowanych twierdzen 2.3 i 2.5,
uogolniajace twierdzenia 2 i 5 z pracy Peligrad i Guta [92] na przypadek pol
zmiennych losowych o niejednakowych rozktadach.

2.2 Pola ze strukturg martyngalowa

W tym podrozdziale chcieliby$my pokazaé, ze teze typu (2.1) mozna takze
uzyskaé dla pol ze strukturg martyngatows. Zaczniemy od lematu, ktory jest
rodzajem nieréwnosci Burkholdera. Obok nier6wnosci Dooba (dla momentow
rzedu p > 1) oraz Hajeka-Rényi’ego, jest to jedna z nielicznych nieréwnosci
maksymalnych, posiadajacych swoje odpowiedniki dla wspomnianych wyzej
pol. Ze wzgledu na to, ze w jej sformutowaniu pojawia sie pojecie pola przy-
rostow, przypomnijmy (zob. [H3|, str. 580), iz dla dowolnego pola {Z,, n €
N7} istnieje takie pole { Xy, n € N}, wyznaczone prawie pewnie, ze

Zn:ZXk, n € N%

k <n

Pola takie sg istotnym narzedziem stuzacym do badania pol ze struktura
martyngatowa i znane sg pod pojeciem pol przyrostow.

Lemat 2.6. ([H3|, lemat 4.1) Ustalmy q > 1. Istnieje uniwersalna stata
C = C(q,d) o nastepujgcej wtasnosci. Jesli {(Sn, Fu),n € N2} jest po-
lem losowym o strukturze martyngatowej, ktorego filtracja posiada wltasnosé
warunkowej niezaleznosci (zob. (F4) w podrozdziale 1.3), a pole przyrostow
{(Xn, Fn),n € N} sktada sie ze zmiennych catkowalnych z q-tg potegq, to

E (riljar}l( ]Sn‘q> < CE (Z Xﬁ)qm.

k=<n

Lemat ten pozwala udowodni¢ twierdzenie Bauma-Katza dla pol loso-
wych o strukturze martyngatowej. Zanim sformutujemy ten wynik musimy
wprowadzi¢ nowe oznaczenia. Bedziemy je réwniez stosowaé¢ w nastepnych
rozdziatach. Potézmy:

e D:={1,2,..,d},0 A£JCDiCJ:=D\J;
e dla dowolnego (ni,...,ng) € N4 §J := V  Faijesli J = {5},

(njeN,jeCJ)
wtedy §: oznaczymy przez §7;
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d .
L4 gn = \/ 3%;
j=1

° %n_l =0On 1 A8n, gdzien—1=(n; —1,ny—1,...,n5 — 1).

Niech {X,, n € N?} bedzie polem przyrostow martyngatowych pola
{(Sn, Fn),n € N} o strukturze martngatowej, ktorego filtracja spelnia wa-
runek warunkowej niezaleznosci. Jestesmy teraz gotowi do sformutowania
zapowiadanego wczesniej wyniku.

Twierdzenie 2.7. ([H3|, tw. 4.1) Niech a,p i q bedq statymi. Zatozimy, ze

ap>1,p>1 «a > % i spetniony jest warunek (i) z twierdzenia 2.3 oraz,

w zaleznos$ci od q, jeden z warunkow:

o) 3 [nleost2 B (1G] < ) < oo, dla g >2;

neNd

b) X Il S B (XTI < [nff]) < oo, dlal<q<2

neNd

Ponadto, jesli dla dowolnego € > 0

Z In|*? 2P [max

nax| > E (GIXG] < [n]*][§ae)
neN? T

> 5]n]a] <oo, (2.2

to zachodzi (2.1).

Przytoczone powyzej twierdzenie, jest odpowiednikiem wyniku dla pol lo-
sowych o strukturze ujemnego stowarzyszenia (por. tw. 2.3) i o strukturze p*-
mieszania (por. [H3|, tw. 3.1). W klasie p6l niezaleznych zmiennych losowych,
wspolnej dla wymienionych trzech struktur zaleznosci, warunek (2.2) redu-
kuje sie do warunku (iv) wystepujacego w twierdzeniu 2.2 i twierdzeniu 3.1
z pracy |H3|. Taka wersje wyniku podajemy w nastepujacym wniosku.

Whiosek 2.8. (|H3|, wniosek 4.1) Zatdzmy, ze {Xn, n € N¢} jest polem
niezaleznych zmiennych losowych o zerowej wartosci oczekiwanej. Niech o
it p bedg takimi statymi, ze p > 1, a > % 1 ap > 1. Zatozmy tez, ze zachodzi
warunek (i) z twierdzenia 2.3, warunek (a) albo (b) z twierdzeniu 2.7, ze statq
q > 1. Wowczas zalozZenie

1
er&aﬂx E (XiI[|Xi| < [n|*]) — 0, gdy maxn — oo, (2.3)
REEY

pocigga za sobg (2.1).
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W uzupetnieniu komentarza do ostatnich dwoch wynikéw zauwazamy, ze
dla warunku (2.2) wystarczy prawie pewna zbieznosé szeregu

3 E(| Xk | [$n-1)
k[P ’
k=<n
dla warunku (2.3) zbieznos¢ powyzszego szeregu w postaci z bezwarunkowa
wartoscia oczekiwana; ponadto, jesli pole niezaleznych zmiennych losowych
o zerowych wartosciach oczekiwanych spelnia WMD), to warunek (A) wyste-
pujacy w twierdzeniu 2.5 pociaga za soba wszystkie zalozenia wniosku 2.8,
ktore implikuja teze (2.1). Jest to trescia wniosku 4.2 podanego w pracy [H3].

3 Nieréwnosci Fuka-Nagaeva,
Kahane’a-Hoffmanna-Jgrgensena
1 twierdzenia typu Bauma-Katza

Liczne wyniki uogélniajace twierdzenie Bauma-Katza (B-K) dowodzone sa
przy uzyciu metod symetryzacji/desymetryzacji oraz roznych wersji nierow-
nosci Kahane’a-Hoffmanna-Jgrgensena (K-H-J); prace [53], [57] lub [70] to
przyktady, w ktérych uzywano takiego schematu dowodzenia. Nierownosé ta
nie ma odpowiednika dla ciggéw zaleznych zmiennych losowych, tym bar-
dziej dla pol losowych ze struktura zaleznosci. Trudnosci, jakie napotyka-
my przy probach jej dowiedzenia, wskazuja raczej, ze dla zaleznych zmien-
nych losowych moze by¢ ona nieprawdziwa. Zaproponowana przez nas, dla
pol losowych ze struktura zaleznosci, stabsza wersja nieréwnosci Kahane’a-
Hoffmanna-Jgrgensena w dalszym ciagu jest uzyteczna do badania zbieznosci
kompletnej i prawie pewnej. Kluczowym wynikiem, ktory pozwala zrealizo-
wacé te idee sa nieréwnosci Fuka-Nagaeva (F-N); my dowodzimy je dla pol
losowych o strukturze zaleznosci ujemnej i martyngatowe;j.

Bezposrednig inspiracja dla tych badan byta cheé¢ rozszerzenia wynikow
Guta i Stadtmiillera, zawartych w pracy [53|, na pola losowe o réznych roz-
ktadach i strukturach zaleznosci.

3.1 Wyniki dla pél losowych ze struktura martyngalowsa,

W tym podrozdziale przedstawimy twierdzenia typu Bauma-Katza, z kto-
rych otrzymujemy informacje o szybkosci zbieznosci dla tzw. asymetrycznych
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mocnych praw wielkich liczb (asymmetric SLLN, por. [54]); tym réznigce sie
od wynikéw rozdziatu drugiego, ze normujace pole jest postaci [n®|, gdzie
o= (o, q, ..., aq) € (3,00)in® := (n{", ng?, ..., n5?). Do otrzymania tego
rodzaju wynikow nie wystarczaja nieréwnosci Burkholdera lub Rosenthala,
ktore stosowaliémy z powodzeniem w rozdziale drugim; tutaj musimy uzy¢
narzedzia znacznie doskonalszego — nieréwnosci typu Kahane’a-Hoffmanna-
-Jgrgensena. Do sformutowania zapowiedzianych wynikéw potrzebujemy do-
datkowych poje¢ i oznaczen zwiazanych z polami losowymi o strukturze mar-
tyngatowej. Bedziemy korzysta¢ z takich samych oznaczen warunkoéw, jakie
sa uzywane w literaturze (por. [12] i [61]):

(X2) {X,, n € N%} jest adaptowana do filtracji {Fn, n € N¢};
(X3) E(Xu|Fa_1) <0 p.p., dla kazdego n € N¢;

(X3’) E(Xqu|Fa1) =0 p.p., dla kazdego n € N

(F2) filtracja jest zupelna w (2, §, P);

(F5) E [E(Y|30)|Gn_1] =E(Y|Fu_1) p.p., dlakazdego n € N¢i dowolnej
ograniczonej zmiennej losowej Y.

Nieréwnosé¢ Fuka-Nagaeva dla martyngatowych i odwréconych martynga-
towych pol losowych zostata dowiedziona w pracach [72] i [74], dla przypadku
d = 2 i rozszerzona w artykule [12|, na przypadek d > 2. Autorzy tych prac
formutowali zalozenia w oparciu o co najmniej drugi moment warunkowy.
Wyniki przedstawione w pracy [H2| zostaly otrzymane przy zalozeniach na
momenty warunkowe rzedu r, 1 < r < 2.

Niech

b, ke N, {d, ke N}, {\, ke N} oraz {m}, k € N}

beda takimi rodzinami liczb dodatnich, ze dla wszystkich k € N¢ zachodza
prawie pewnie nastepujace nieréwnosci:

E (| X[ T[| Xi| < 9)[u1) < by E(XI[ Xk > —y][Fac1) < du,

! ! (3.1)
E (| X" |8k-1) < my, E ([ X |L[[ Xi| > y]|8k-1) < Ak
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Oznaczmy:

By =Y 1, Dy = di,

k=<n k=<n (32>
My = my, A=) A
k=<n k=<n

Wprowadzone oznaczenia i warunki pozwalaja na sformutowanie twierdze-
nia, ktorego teza sa nieréwnosci Fuka-Nagaeva dla pol losowych o strukturze
martyngatowe;j.

Twierdzenie 3.1. ([H2|, tw. 4.1) Niech rodzina o-ciat {Fn, n € N} spetnia
warunki (F1),(F2) i (F4) oraz w przypadku d > 2 warunek (F5), natomiast
pole losowe { Xy, n € N} spetnia (X2), (X3) i (3.1). Jesli ponadto, dla
statych x,y @ r zachodzqg warunki: x,y > 0, 1 < r < 2, to prawdziwa jest
nierownosé

P(max Sy > z) < P(rg{axXk > y) (3.3)

k=<n
__l)n ]3? r—1
et (52 B[]}
Yy Y y" By

Jesli zamiast (X3) zatozymy (X3’) i utrzymamy pozostate zatozenia, to

P(max|Si| 2 z) < P(max | Xi| 2 v) (3.4)

__l)n Br r—1
+ 2e? exp T (Z T R P I
y Y yr B}

Nierownosci (3.3) 1 (3.4) nazywane sa nierownosciami Fuka-Nagaeva, po-
zwalaja otrzymaé narzedzie do dowodzenia twierdzenn Bauma-Katza — nier6w-
no$¢ typu Kahane’a-Hoffmanna-Jgrgensena, ktora otrzymujemy w ponizszym
lemacie.

Lemat 3.2. (|[H2|, lemat 4.2) Niech {(Xpn,Fn), n € N9} spetnia zatozenia
twierdzenia 3.1 z warunkiem (X3’), wtedy istnieje taka nieujemna stata C
zalezna tylko od d, ze dla kazdego x > 0 oraz 7 > 0

1 J
P(max|Sy| > z) < P (rl&ax | Xi| > 5) +C (—M;;) . (35)
=n 7 x"

k=<n

Zastosowanie lematu 3.2 pozwala otrzymaé¢ dwa twierdzenia. Pierwsze
z nich, twierdzenie typu Bauma-Katza, ktore okresla szybkos¢ zbieznosci
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w mocnym prawie wielkich liczb Marcinkiewicza z asymetrycznym normowa-
niem. Stanowi ono martyngatowa wersja wyniku Guta i Stadtmdiillera otrzy-
manego dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie (por.
[53], tw. 1.3), jest wiec istotnym uogoélnieniem tego wyniku.

Twierdzenie 3.3. ([H2|, tw. 4.3) Niech {(Xa, $n), n € N} spetnia zatozenia
twierdzenia 3.1 1 warunek WMD ze zmienng losowq &, zatozmy ponadto, ze
dla pewnych statych aq ir takich, ze agr > 1, oy > 1/2 istnieje taka stata M
zalezna tylko od r oraz ng € N, Ze ‘—QM; < M dlan £ ng. Wowczas, jesli

El¢|"(log™ [€])["~ < oo, (3.6)

to

Z |n|O‘1T_QIP’(rl£1§x|Sk| > |n%le) < oo, dla wszystkich >0, (3.7)

neNd
gdzie ay jest naymmniejszq wspotrzedng wektora o

Drugie twierdzenie, ktére mozemy otrzymac, stosujac lemat 3.2, to uogol-
nienia wyniku Ghosala i Chandry (por. [47], tw. 1(b) i tw. 2) na pola losowe ze
struktura martyngatowa, mniej restrykcyjnymi wymaganiami momentowymi
oraz ogolniejszymi zalozeniami dotyczacymi macierzy zmiennych losowych —
nawet w przypadku jednowymiarowym. Oto tres¢ tego twierdzenia.

Twierdzenie 3.4. ([H2|, tw. 4.4) Niech k, bedzie polem takich elemen-
tow N2, ze |ky| dgzy do nieskoniczonosci, gdy maxn dgzy do nieskoriczonosci;
{Xni,i X kn, n € N} bedzie d-wymiarowq tablicq, w wierszach przyrostéw
martyngatowych wzgledem {Fni,i =< kn, n € N9} spetniajacych zatozenia
twierdzenia 3.1 z warunkiem (X3°). Ponadto, istniejq takie pola nieujemnych
liczb rzeczywistych {an,m € N} i {M] n e N}, ze

(i) > E(Xngl[§ng-1) < My, pp.,

J=kn

(1) > CLHP(.<%X | Xnil > ¢) < 00, dla wszystkich € > 0,

neNd !

J
(11i)  istnieje taka stata j >0, Ze Y an <M{;n> < 00,

neNd
to
P Xni ' :
Z n (Illéél)(i( | Z ni|l > ¢€) < oo, dla wszystkich € >0

neNd ix1
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Przyktady zastosowan tego typu wynikow jak twierdzenie 3.4 mozemy
znalez¢ miedzy innymi w pracy [47].

3.2 Wyniki dla pél losowych ze struktura
ujemnej zaleznosci

W tym podrozdziale pokazemy, ze twierdzenia Bauma-Katza z asymetrycz-
nym normowaniem mozna takze otrzymacé dla pol losowych ze struktura
ujemnej zaleznosci. Zanim przejdziemy do sformutowania najwazniejszych
wynikéw przypomnimy definicje pol losowych o takiej strukturze.

Definicja 3.5. Skoriczona rodzina zmiennych losowych { Xy, k € (n)} jest
ujemnie zalezna, jesli dla dowolnych rzeczywistych xy, gdzie k <n

P ﬂ (Xk <ax)| < H P(Xx < xk)
k=<n k=<n
oraz
P ﬂ(Xk>xk) SHP(Xk>xk>

k=<n k=<n

Nieskoriczone pole losowe jest ND, jesli kazda skoniczona rodzina jest ND.
Warunek ujemnej zaleznosci pola losowego jest oczywiscie mniej restrykeyjny
niz warunek ujemnego stowarzyszenia. Mozna pokazac¢ (por. [60]), ze klasa
pol losowych ujemnie stowarzyszonych jest zawarta w klasie pol losowych
ujemnie zaleznych.

Przedstawienie wynikéw rozpoczniemy od lematu, ktory byt kluczowy
w dowodzie warunku wystarczajacego w twierdzeniu 3.8, ale tez bardzo do-
brze wyjasnia konieczno$é¢ dodatkowych zatozen w twierdzeniach typu Bauma-
-Katza dla pol losowych o niejednakowych rozktadach.

Lemat 3.6. (|[H1|, lemat 2.4) Niech {axn, k,n € N9} bedzie niemalejacq
w wierszach wzgledem |n|, d-wymiarowq tablicg takich liczb rzeczywistych, Ze
0<axn<1lorazl—ann,= o(ﬁ), wtedy

1
(1 — H ak7n) < oo implikuje  lim(max) H axn =1. (3.8)

neNd ‘n‘ k=n k=n

Powyzszy wynik jest uogblnieniem drugiej czesci lematu A4.2 z monografii
Guta [55] i pozwala otrzymac kompletna zbieznosé pola losowego max Xy, dla
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pol o niejednakowym rozktadzie. Lemat 3.6 zostal dowiedziony na potrzeby
dowodu twierdzenia 3.8, ale moze by¢ uogdlniony do postaci, w ktoérej rozwa-
zamy szereg » %(1 — ][ a1n), co pozwoli na dalsze rozszerzenia twierdzenia
n 1<n

Bauma-Katza dla pol losowych, na przyktad w kierunku twierdzenia 11.1
z rozdzialu VI monografii [55].

Przejdzmy teraz do gtéwnych wynikéw tego pgiirozdzialu. Zanim to zro-
bimy, w celu uproszczenia wypowiedzi, potozmy M) = > E|Xy|".

k=<n

Lemat 3.7. ([H2], lemat 2.5) Zatdzmy, ze {Xn, n € N} jest polem zmien-
nych losowych o strukturze ujemnej zaleznosci, zerowych wartosciach ocze-
kiwanych i skornczonych momentach absolutnych rzedu r, 1 < r < 2, wtedy
istnieje taka nieujemna stata C' zalezna tylko od d i j, ze dla dowolnego x > 0
oraz 7 > 0, mamy

1\’
P(|Sh| > x) <P <maX|Xk\ > f) +C (—Mr’;) :
k=n J "

Teza lematu 3.7 to nieréwno$¢ typu Kahane’a-Hoffmanna-Jgrgensena,
dzieki ktorej mozemy dowodzi¢ twierdzenia Bauma-Katza dla pol losowych
o strukturze ujemnej zaleznosci. Ponizej przytaczamy dwa takie twierdzenia.

Twierdzenie 3.8. ([H1]|, tw. 3.3; [H2|, tw. 3.1) Zaldzmy, zZe pole losowe
{ Xy, n € N} ma strukture ujemnej zaleznosci, zerowe wartosci oczekiwane
1 jest stabo $rednio ograniczone przez zmienng losowq &. Jesli ponadto dla
statych oy @ r spetnione sq warunki: r > 1, o > % 1aqr > 1 oraz

El¢["(log™ [])"™" < o0, (3.9)
to
Z In|“"2P(|S,| > [n%|e) < oo dla dowolnego & > 0. (3.10)
neNd
Odwrotnie,

1

(i) jeslir >0, a; > 3,

ayr > 2 i dla dowolnego € > 0

> |n|w—21p>(11£13x|5k| > [n%|e) < oo, (3.11)

neNd

to jest spetnione (3.9) i gdy r > 1, E£ = 0;
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(it) jeslir >0, aq > 3, ayr € (1,2) i dla dowolnego € > 0 spetnione jest
(5.11), a ponadto warunek

P(|Xa| > %)) = o (ﬁ) , (3.12)

to zachodzi teza jak w punkcie (i).

Przedstawione powyzej twierdzenie jest kolejnym uogoélnieniem wyniku
Guta i Stadtmiillera (por. [53], tw. 1.3), otrzymanego dla pél niezaleznych
zmiennych losowych, posiadajacych ten sam rozktad — na pola losowe o nie-
jednakowym rozktadzie i strukturze ujemnej zaleznosci.

W tym miejscu warto zauwazy¢, ze nawet dla ciagéw niezaleznych zmien-
nych losowych, ale o réznych rozkladach, w warunku koniecznym, bez do-
datkowych zalozeil nie mozna ostabi¢ nieréwnosci ayr > 2. Warunek (3.11),
typu Bauma-Katza, jest spelniony przez ciggi zmiennych losowych, z podcia-
gami zachowujacymi sie jak zmienna losowa o bardzo ciezkim ogonie, niepo-
siadajaca zadnego momentu; korzystajac z lematu 3.7, mozna skonstruowac
odpowiedni przyktad. Dodatkowe zalozenie eliminujace takie podciagi jest
wiec konieczne. Wydaje sie, ze jednym z najstabszych jest warunek (3.12).
Z, drugiej strony, jezeli w twierdzeniu 3.8 zalozymy jednakowe rozktady, to
oczywiscie problem znika i otrzymujemy nastepujace uogoélnienie wyniku Gu-
ta i Stadtmiillera (por. [53], tw. 1.3) na przypadek poél o strukturze ujemnej
zaleznosci.

Twierdzenie 3.9. ([H1|, tw. 3.4) Niech {Xn,n € N} bedzie polem zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie, takim jak zmienna losowa X i struk-
turze ujemnej zaleznosci. Jesli ponadto dla stalych oy i r spetnione sq¢ wa-
runki: r > 1, aq > % 1 aqr > 1 oraz

E|X|"(log" [ X)¥' <0 i EX =0, (3.13)

to
Z In|*"2P(|Sy| > n%|e) < oo dla wszystkich & > 0. (3.14)

1

5, a1r > 11 dla dowolnego € > 0

Odwrotnie, jesli r > 0, aq >

> |n|°“r_2IP’(Il£13X|Sk| > [n%|e) < oo, (3.15)

neNd

to jest spetnione(3.9) i gdy r > 1, EX = 0.
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W dalszej czedci tego podrozdziatu analizujemy sytuacje gdy o znajduje
sie na prawym brzegu obszaru (%,oo)d. Okazuje sie, ze jesli przynajmniej
jedna ze wspolrzednych wektora a jest réwna %, to wystarczy, aby znalezé
sie w strefie przyciagania centralnego twierdzenia granicznego i — by otrzymac
zbieznos¢ kompletna, mocne prawa wielkich liczb, twierdzenia typu Bauma-
Katza — musimy poprawi¢ normowanie. Ten przypadek wyjasnia nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 3.10. (|H2|, tw. 3.2) Niech {X,, n € N} bedzie polem lo-
sowym o strukturze ujemnej zaleznosci, stabo $rednio ograniczonym przez
zmienng losowq & 1 zerowych wartosciach oczekiwanych. Je$li ponadto dla
statych ay @ r spetnione sq warunki: r > 1, ap = % 1aqr > 1 oraz

El¢l (log" €)' F <00,  E&=0% <o, (3.16)

to

d
Z In|"/22P(|S,| > ﬁni log(ﬁni) H niie) < oo, (3.17)
i=1

neNd i=1 i=p+1

dlae > o1\/r — 2, gdziep = max{k : a = a1} i 0} = k10% (k1 2 def. WMB).

Odwrotnie, przypusémy, zer =2 i p > 2 albo r > 2, wowczas jesl

p P d
(r/2)-2 , , a
> |n] P(max|Sy| > Hn log(qnz) [T nive) <0 (3.18)

neNd i=p+1

dla pewnego € > 0, to
El¢] (log™ [¢))" "% < oo (3.19)

Przedstawiony powyzej wynik to uogdlnienie twierdzenia dowiedzionego
przez Guta i Stadtmiillera dla pol niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie (por. [53|, tw. 1.4), na przypadek struktur z ujemna
zaleznoscia i réznych rozktadach.

Nastepne twierdzenie zostalo otrzymane bezposrednio z lematu 3.7.

Twierdzenie 3.11. ([H2], tw. 3.3) Niech {k,, n € N%} bedzie polem ta-
kich elementow N¢, ze |ky| dazy do nieskoriczonosci, gdy maxn dgzy do nie-
skoriczonosci; {Xni, i =< kn, n € N} bedzie d-wymiarowq tablica, w wier-
szach takich pol losowych ze strukturg ujemnej zaleznosci, ze EXy; = 0 oraz
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E|Xni|" < oo dlal1 <r <2 i<k, ineN% ponadto niech {a,, n € N}
bedzie nieujemnym polem liczbowym. Wowczas, jesli spetnione sq nastepujgce
warunki:

(i) > an Y P(|Xni| > €) < 00, dla dowolnego € > 0,

neNd i<kn

neNd izkn

J
(i) istnieje taka stata j >0, Ze Y an <Z E]Xn7i|”> < 00,

to
Z anlP(| Z Xnil >¢) <oo, dla dowolnego e > 0.

neNd ixkn

Powyzsze twierdzenie jest rozszerzeniem wynikow Sunga z pracy [101],
Dehua i wspotautorow z pracy [33| otrzymanych dla ciagdéw ujemnie zalez-
nych zmiennych losowych — na przypadek pol losowych ze struktura ujemne;j
zaleznosci.

Na koniec tego podrozdziatu porownamy metody dowodowe stosowane do
otrzymania wynikéw zamieszczonych w drugim i trzecim rozdziale. Twierdze-
nia Bauma-Katza z asymetrycznym normowaniem sg oczywiscie ogdlniejszy-
mi niz analogiczne wyniki otrzymane w rozdziale drugim, ale wymagaja tez
dodatkowych zaltozeri, ktore nie ostabiaja siec w przypadku jednorodnego nor-
mowania. Zatem mozna powiedzie¢, ze uzyte w obu przypadkach narzedzia
dowodowe: nieréwnosci Burkholdera i Rosenthala oraz nier6wnos¢ Kahane’a-
-Hoffmanna-Jgrgensena sg adekwatne do stawianych tez. Doktadna argumen-
tacja tego stwierdzenia tkwi w dowodach wymienionych wynikéow.

3.3 Uwagi o nier6wnosci Fuka-Nagaeva dla pol
losowych ze struktura ujemnego stowarzyszenia

W tym podrozdziale (por. [H2|) dyskutujemy mozliwosci uogolnienia twier-
dzen Bauma-Katza, otrzymanych dla ciagéw ujemnie stowarzyszonych zmien-
nych losowych, na przypadek pol losowych ze struktura ujemnego stowarzy-
szenia; w szczegolnosci twierdzen typu Bauma-Katza z asymetrycznym nor-
mowaniem. Podobnie jak dla struktur: martyngatowej i ujemnej zaleznosci,
tak i w tym przypadku kluczem moze byé¢ nieréwnos$é Fuka-Nagaeva. Taki
wynik, dla ciggéw ujemnie stowarzyszonych zmiennych losowych, zostat do-
wiedziony przez Shao i opublikowany w pracy [96]. Jego dowod oparty byt
na metodach decouplingu; ponizej podajemy to twierdzenie poréwnawcze.
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Twierdzenie 3.12. (Shao [96], tw. 1) Niech {X;,1 < i < n} bedzie skori-
czonym ciggiem ujemnie stowarzyszonych zmiennych losowych a {XF,1 <
i < n} skoriczonym ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze X}
1 X; majg ten sam rozktad dla kazdego i = 1,2,...,n. Wtedy, dla dowolnej
wypuktej, niemalejgce] funkcyi rzeczywistej f

k k
Ef ( max X; ) <Ef ( max X;“) : (3.20)
==

1<k <n
=1

pod warunkiem zZe warto$¢ oczekiwana po prawej stronie nierownosci istnieje.

W przypadku d > 2, Bulinski i Suquet (por. [14], tw. 2.12) pokazali,
ze twierdzenie poréwnawcze Shao dla poél losowych o strukturze ujemnego
stowarzyszenia, jest nieprawdziwe.

Twierdzenie 3.13. (Bulinski, Suquet [14]) Niech f: R — R bedzie funkcjq
taka, ze f(1) > f(0) (w szczegdlnosci scisle rosngceg). Wtedy dla dowolne-
go d > 1 istnieje pole losowe X = {Xj, j € N} o strukturze ujemnego
stowarzyszenia i n € N? takie, ze

Ef (r&ax Xi> >Ef (IIEIBXZXI*) , (3.21)

i<k = izk
gdzie X* = {X}, j € N} jest niezalezng wersjq pola X .

Metoda Shao, w przypadku ujemnie stowarzyszonych pol losowych, nie
tylko z tego powodu jest nieskuteczna. Shao stosuje nieréwnos$¢ maksymalng
dla nieujemnego supermartyngatu. Ta nieréwnosé jest nieprawdziwa dla pol
losowych, z tych samych powodéw jak nieréwnosé maksymalna Dooba (por.
uwagi na str. 11).

W pracy |H2|, pokazujemy, ze kluczowa role w dowodzie twierdzen typu
Bauma-Katza odgrywa nieréwnosé Kahane’a-Hoffmanna-Jgrgensena w wer-
sji (3.5). Moim zdaniem otwiera to pewne nowe mozliwosci dowodu twierdzen
typu Bauma-Katza dla pol losowych o takich strukturach zaleznosci, dla
ktorych nie potrafimy udowodnié¢ nieréwnosci Fuka-Nagaeva. Ogoélnie rzecz
ujmujac, idea polega na przeniesieniu problemu na inne nieréwnosci, ktore
dla danej struktury juz sa dowiedzione lub takie, ktore tatwiej udowodnié.
Punktem wyjscia moze by¢, na przyktad, nieréwnos$é postaci

1 J
P (maX|Sk| > x) <P (max|Xk| > z) +C <—Mn> , (3.22)
k=<n k=<n J "
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gdzie My, := > ax iay € Ry.
k=<n
Takie podejécie, znane jako ,general approach to SLLN” wprowadzili
z duzym powodzeniem Fazekas i Klesov w pracy [41].

4 Nieréwnosci stosowane w dowodach MPWL
dla p6l o warto$ciach w przestrzeni Banacha

W tej czesci autoreferatu przedstawimy niektore nieréwnosci pozwalajace
dowodzi¢ mocne prawa wielkich liczb dla pél elementéow losowych przyjmu-
jacych wartosci w przestrzeni Banacha. Podamy réowniez charakteryzacje geo-
metrii takich przestrzeni Banacha, w ktorych zachodzi MPWL.

4.1 Nieré6wnosé Hajeka-Rényi’ego-Chowa

W tym podrozdziale przedstawiamy wyniki pochodzace z pracy [H6|. Tak jak
powiedzieliSmy we wstepie klasyczna nieréwno$é Dooba nie da sie uogélnié¢
na pola losowe, a zatem i nierownosci Hajeka-Rényi’ego-Chowa (H-R-C).

Christofides i Serfling w pracy [23| udowodnili dla pola losowego o struk-
turze martyngalowej pewna wersje nieréwnosci H-R-C. Analizujac dowdd
twierdzenia 2.2 z wymienionej pracy [23], zauwazyliSmy, ze teze mozna roz-
ciggna¢ na pola losowe o strukturze submartyngatowe;j.

Twierdzenie 4.1. ([H6|, tw. 1.1) Niech {(Yi, k), k € N} bedzie polem
o strukturze submartyngatowej, {Sx, k € N} filtracja spetniajgcq waru-
nek (F4) i niech {Cyx, k € N} bedzie nieujemng, nierosngcq rodzing liczb
rzeczywistych. Wtedy dla dowolnego X > 0 mamy

AP ( sup CkYk > )\) < min Z (Ck — Ck;s;k5+1)EYk+

T 1<s<r
kZAm k=n =5> k#m k=<n

- Z Ck§5§ns/ns () Yk—i;_s;nsd]P) (41>

kiyi#s [ U Bkl ,,,,, k,«}
ks=

< min Cy —Chy... EY+
T 1<s<r Z ( k k757k5+1) k s
kZAm,k=n
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gdzie Cys0 = Chiy,obovakosn, o krs J€SI K >y dla pewnego ©t =1,2,...,d to
przyjmujemy Cr = 0.

Twierdzenie 4.1 mimo swoich niedoskonatosci dziata catkiem dobrze. Przy
ewentualnych niewielkich, dodatkowych zatozeniach mozna otrzymac nieréw-
nosci dla pol losowych: Hajeka-Réni’ego, Kotmogorowa, og6lna posta¢ moc-
nego prawa wielkich liczb Chowa (por. [23]). Utrzymujac zalozenia wczesniej
cytowanego twierdzenia 2.2, Serflinga i Christofidesa, zmodyfikowalismy zda-
rzenie, ktorego prawdopodobieristwo jest szacowane w nieréwnosci Hajeka-
-Rényi’ego-Chowa. Dzieki temu, uzyskaliSmy narzedzie do badania prawie
pewnej zbieznosci w trybie-max, a nie tylko zbieznosci w trybie-min, jak
mialo to miejsce w pracy [23|. Zatem wszystkie uzyskane przez nich wyniki
pozostaja prawdziwe réwniez dla zbieznosci w trybie-max, bez dodatkowych
zatozeni. Rozszerzenie nieréwnosci (4.1) na przypadek obejmujacy pola lo-
sowe o strukturze submartyngatowej pozwala stosowac ja do prawie pewnej
zbieznosci pol losowych o wartosciach w przestrzeni Banacha (B, || - ||), gdy
wiemy, ze normy sum czesciowych {||Si||, Sk, k € N} sa (rzeczywistym) po-
lem losowym o strukturze submartyngatowe;j.

Zanim przejdziemy do omawiania nastepnych twierdzen, podamy kilka
pomocniczych wynikéw uzyskanych w pracy [H6|. Pierwszy wynik to wie-
lowymiarowa wersja lematu Kroneckera, réwnowazna wersji Martikainena
(por. [76], s. 435), ale posta¢ konieczna do dowodoéw prawie pewnej zbiez-
nosci w trybie-max . Zauwazmy, ze dla d > 1 zalozenie, iz elementy tablicy
{z@am), (L m) € N} sa dodatnie, jest konieczne — w odréznieniu od przy-
padku jednowymiarowego.

Lemat 4.2. ([H6|, lemat 2.2) Niech s,t > 1 bedq takimi liczbami naturalny-
mi, ze s+t =d, {a;, 1 € N°} oraz {bm, m € N*} takimi rosngcymi (wzgledem
11|, lm|) polami liczb dodatnich, ze ay — oo, by — 00 w trybie-max. Ponad-
to, niech {Tam, (1, m) € N} bedzie tablicq liczb dodatnich o nastepujacej

wtasnosci
2 : L(1,m)
— <X
albm
(1,m)eNd

Wtedy

T(1,m
Z “m) 0, gdy maxN; — oo,
Ny (Im)=(N Ng) ™

dla kazdego Ny € N,

Kolejny lemat podaje charakteryzacje geometrii przestrzeni Banacha w ter-
minach nieréwnosci typu Marcinkiewicza-Zygmunda dla pél elementéw loso-
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wych ze struktura niezaleznosci. Wynik jest wnioskiem ze stwierdzenia 2.1
uzyskanego przez Woyczyniskiego w pracy [112].

W tym podrozdziale EX bedzie oznacza¢ catke Bochnera elementu loso-
wego X (w) o wartosciach w przestrzeni Banacha (B, || - ||).

Lemat 4.3. ([H6|, lemat 2.3) Niech (B, || - ||) bedzie rzeczywistq, osrodkowq
przestrzeniq Banacha, wtedy dla p,q € R takich, ze 1 < p < 2149 > 1,
nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) B jest przestrzeniq Rademachera typu p;

(11) Istnieje taka stata dodatnia C, zalezna tylko od p i q, Ze dla dowolne-
go pola { Xy, k € N4} niezaleznych elementéw losowych o wartosciach
w przestrzeni B, o zerowych wartosciach oczekiwanych, posiadajgcych
moment absolutny rzedu q, spetniona jest nierownosc

E[| Y Xil? < CE(Y | XalP)¥”. (4.2)

k=<n k=<n

Twierdzenie 4.1 wraz z lematami 4.2 i 4.3 pozwala udowodni¢ nastepujace
prawo wielkich liczb typu Brunka-Prokhorova bedace czesciowym uogoélnie-
niem twierdzenia 3.1 dowiedzionego przez Woyczyriskiego w pracy [112].

Twierdzenie 4.4. ([H6|, tw. 2.4) Niech {X,, n € N¢} bedzie takim polem
niezaleznych zmiennych losowych o warto$ciach w przestrzeni Banacha B, ze
EX, =0 iE|X,|P? < oo dla kazdego n € N¢ oraz

E|| X, |7
min ﬁ<oo, dla 1<p<2 ¢qg>1. (4.3)
1<s<d = ns|n]P‘1*q
ne

Jesli ponadto, przestrzen Banacha B jest przestrzenig Rademachera typu p,
to

Sn
lim(max)ﬂ —0 p.p. (4.4)
n
Zwiazki pomiedzy geometrig przestrzeni Banacha, szybkoscig zbieznosci
w stabym prawie wielkich liczb (SPWL) i prawem wielkich liczb Brunka-
Prokhorova podaje ponizsze twierdzenie, ktore jest odpowiednikiem dla cia-
gow elementow losowych (por. [112], tw. 3.2).

Twierdzenie 4.5. (|H6|, tw. 2.7) Niech p i q bedq takimi statymi, ze
1 <p<2 qg>1, wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
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(i) B jest przestrzeniq Rademachera typu p;

(11) dla dowolnego A > 0 istnieje taka stata Cy, zZe dla dowolnego pola nieza-
leznych elementow losowych { X, n € N} o wartosciach w przestrzeni
Banacha B, spetniona jest nierownosé

1 (15l E || Xn [
Z“ ]P)( >)\)<CZ‘n|pqq+1

neNd neNd

Przedstawiona idea, oparta na twierdzeniu 4.1, moze byé¢ z powodzeniem
wykorzystana do badania prawie pewnej zbieznosci pol losowych o warto-
Sciach w przestrzeni Banacha z martyngalows struktura zaleznosci; wymaga
to oczywiscie mocniejszych zatozen na geometrie przestrzeni — p -jednostajna
gtadkosé (lub p -wygladzalnosé). Na przyklad, taka $ciezka zostalo dowie-
dzione w pracy [100] mocne prawo wielkich liczb Brunka-Prokhorova, dla pol
przyrostow martyngatowych (wraz z charakteryzacja geometrii przestrzeni
Banacha).

4.2 Nier6wno$é typu Marcinkiewicza

W tej czesci rozdzialu podajemy pewna wersje nieréwnosci Marcinkiewicza
dla pol losowych, ktora pozwala otrzymaé mocne prawa wielkich liczb typu
Brunka-Prokhorova. Korzystanie z tej nieréwnosci w dowodach MPWL, przy
zalozeniu prawdziwosci stabego prawo wielkich liczb, nie wymaga informa-
cji o geometrii przestrzeni Banacha. Twierdzenia tego typu stanowia dobre
uzupehienie wynikéw poprzedniego podrozdziatu.

Lemat 4.6. ([H6|, lemat 2.11) Niech ¢ > 1; istnieje taka dodatnia stala
C(q), ze dla dowolnego pola {Xn, n € N4} elementow losowych ze strukturq
niezaleznosci, przyjmujgcych wartosSct w osrodkowej przestrzeni Banacha B,
prawdziwe sq nierownosci:

(i) jesli1 < q <2, to

E [[|Sall = El|Salll? < C(q) Y E|I Xl

k=<n

dla ¢ = 2 mozna przyjaé C(2) = 4;
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(i) jesli g > 2, to

q/2
E[[|Sall = E[[Sall|* < C(q) (ZE”Xk“2> +) E[X]

k=<n k=<n

Zastosowanie lematu 4.6 pozwala uogélni¢ wynik Acosty (por. [1], tw. 3.2)
na pola elementéw losowych.

Twierdzenie 4.7. (|[H6|, Theorem 2.12) Niech {X,, n € N} spetnia za-
tozenia lematu 4.6, EX = 0 oraz ||Su||/|In] — 0 wg prawdopodobierstwa
w trybie-max, wtedy:

(i) jesli1 < q <2 to S B2l < o0 implikuje MPWL (4.4),

neNd i

(ii) jesliq>2, to 5 B2l < oo implikuje MPWL (4.4).

441
neNd |n\7+

5 Kilka mocnych praw wielkich liczb
w sektorze

W rozwazaniach o mocnych prawach wielkich liczb dla p6l losowych mozna
postawié jeszcze jedno pytanie, sygnalizowane juz we wstepie. Przypu$émy,
ze indeksy n — sum czesciowych S, sa wybierane z pewnego nieskoriczone-
go podzbioru A C N¢. Badajac zbieznoéé takich sum, rozwazamy wiec nie
wszystkie. Czy zatem mozna przypuszczaé (por. Gabriel, [42]), ze dzieki temu
bedziemy mogli ostabi¢ warunek konieczny i wystarczajacy dla MPWL? Jest
to jeden z najtrudniejszych problemoéw prawie pewnej zbieznosci, powigzany
z problemem twierdzen granicznych dla ,podciagow” (por. Klesov, [67], str.
246).

Zbieznosé pola losowego indeksowanego nieskoriczonym zbiorem A C N¢
bedziemy rozumieé¢ nastepujaco

&n — 0 p.p., gdy n — oo (w danym trybie zbieznosci) i n € A. (5.1)
Jesli n — oo oznacza maxn — oo, to (5.1) jest rownowazne

P(|€n| > €i.0., n € A) =0, dla dowolnego ¢ > 0,
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gdzie

{BaiomeAl:=( |J B«

nEAk#nkeA

5.1 Wiyniki dla pél losowych ze strukturg niezaleznosci

Na pytanie postawione przez Gabriela twierdzacej odpowiedzi udzielit Gut,
dowodzac mocne prawa wielkich liczb dla poél niezaleznych zmiennych, loso-
wych posiadajacych ten sam rozklad (por. [50]); przyjmujac jako nieskoriczo-
ny podzbiér

1
A=S8}= {(il, nig) €N < RS 7 dla wszystkich | # k =1, ...,d} ,
23

gdzie 6 jest dowolna liczba z przedziatu (0, 1). Zbiér S§ nazwal d -wymiarowym
sektorem, a rozpatrywana zbieznos¢ — zbieznoscia sektorialng. Zauwazmy, ze:

e zbieznodci sektorialne w trybie-max i trybie-min sa réwnowazne;

e wobec dowolnosci 6, sektor nie zatraca charakteru d -wymiarowosci,
a zbieznos¢ sektorialna bardzo dobrze przybliza zbieznoéé w N w aspek-
cie zastosowan statystycznych.

Gut pokazal, ze warunki konieczne i wystarczajace w mocnym prawie
wielkich liczb Marcinkiewicza oraz prawie iterowanego logarytmu Hartmana-
-Wintnera, dla zbieznosci sektorialnej pdl niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie, sa dokladnie takie same jak w przypadku jedno-
wymiarowym.

W pracy [H4] uogoélniamy bardzo interesujace wazone prawo wielkich
liczb, otrzymane przez Jajtego w pracy [58|, na przypadek pol losowych,
a w szczegblnosci zbieznosci sektorialnej. Moéwiac doktadniej, podajemy wa-
runki konieczne i wystarczajace dla zbieznosci

1 1
¢k =0n — 0 p.p., gdy maxn— oo, (5.2)
g9(Inl) 2 h(|k[)

gdzie § = Xy — E (X ll[| Xi| < o([k|)]) i o(y) = g(y)h(y).

Dla ujednolicenia oznaczen, przyjmijmy, ze S¢ = N%. Zatem Sf jest teraz
okreslone dla wszystkich 0 < 0 < 1.
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Ze wzgledu na duza dowolno$é¢ doboru funkeji wagowej i normujacej, wy-
nik moze by¢ postrzegany jako prawie pewna zbieznosé¢ (h,g) transformat
pol losowych lub metoda (h, g) sumowalnosci tych pol.

W wypowiedzi gtéwnego wyniku tego podrozdziatu wystepuja funkcje g,
hi¢=g-h,oktéorych bedziemy zaktadac:

(A1) g i h sa dodatnie, g jest rosnaca i taka, ze lim, . g(y) = o0;

(A2) ¢ jest cisle rosnaca na przedziale (t,00) oraz ¢((t,00)) = (0, 00),
dla pewnego t > 0;

(A3) istnieja takie state dodatnie C'i kg, ze ¢(y + 1)/d(y) < C;

(A4) istnieja takie state a i b, ze

do(k
¢2(s)z o(F) < as+bdlas>ti0<6<1,

= 9*(k)
do(k
?*(s) Z Z( ) < as(log™s)™™ +b,dlas>tif =0,
= 9*(k)
gdzie
do(k) = card {n € S : [n| =k}, k e N. (5.3)

Ponadto potézmy m, = E (XiI[| Xx| < ¢(|k|)]), k € N¢ mozemy teraz
sformutowaé zapowiedziany wczesniej wynik.

Twierdzenie 5.1. ([H4|, tw. 1) Niech { Xy, n € N} bedzie polem niezalez-
nych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie jak zmienna losowa X,
funkcje g, h i ¢ spetniajg (A1)-(A4), wtedy nastepujgce warunki

. 1 Xk —m
lim(max)——— —X 50 pp 5.4
(mex) S0y 2= (WD (5.4
— ] 9
oraz
E¢™" (IX]) < oo, dla 0<0<1,  (55)
B¢~ (|X]) (log* ¢~ (|X))™ < o0, dla 6 =0.

5q rownowazne.
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Twierdzenie 5.1 zawiera metody sumowalnosci takie jak: srednie Cesaro
(C,1), srednie logarytmiczne, transformacje typu mocnego prawa wielkich
liczb Marcinkiewicza i podobne. Metody sumowalnosci pol losowych byty
przedmiotem wielu badan; wymienmy najwazniejsze prace i ich autorow:
Hoffmann-Jgrgensen, Su i Taylor — [56], Gut i Stadtmiiller — [52], Moricz
— [88]. Przedstawione w tym podrozdziale mocne prawo wielkich liczb (5.4)
stanowi uzupetienie wynikéw otrzymanych w wymienionych publikacjach.

5.2 Wyniki dla pél losowych ze struktura
zaleznos$ci w parach

Bardzo waznym kierunkiem ostabiania niezaleznosci ciggéw zmiennych loso-
wych jest zalozenie badanego warunku tylko dla dowolnej pary zmiennych
losowych. Taka wtasnie zaleznos¢ bedzie przedmiotem rozwazan w tym pod-
rozdziale. Z tym kierunkiem badan zwiazane sa nazwiska znanych proba-
bilistow. Chung (por. tw. 5.2.2 w [26]), zakladajac niezaleznos¢ w parach,
udowodnit stabe prawo wielkich liczb. Przy tym samym zalozeniu znacznie
ogolniejszy wynik dowiodl Etemadi w [38], przedstawiajac bardzo ,spryt-
ny” dow6d MPWL, bez stosowania nieréwnosci Kolmogorowa. Csorgs, Totik
i Tandori w [28] i [30] pokazali, ze metode Etemadiego mozna stosowaé do
zmiennych losowych o réznych rozkladach parami niezaleznych, ale pokaza-
li tez, ze zalozenie nie moze byé¢ ostabione do zmiennych losowych parami
nieskorelowanych. Nalezy tez wymieni¢ prace Martikainena 77| oraz Cuesty
i Matrana [27]. Ostatnich kilkanascie lat przyniosto wyniki dotyczace ciagow
zmiennych losowych parami asymptotycznie (quasi) niezaleznych, mozna tu
wymieni¢ prace: Chena [24|, Gao 1 wspotautorow [44], [45] i [46], Li [75],
Chenga [25| oraz parami (quasi-asymptotycznie) zaleznych, na przyktad pra-
ce Matuly 78] i [79], Azarnooscha i wspotautoréow [5]. Na bazie tych wyni-
kéw powstato bardzo wiele prac dotyczacych modeli ryzyka inwestycyjnego
(finansowego), ubezpieczeniowego, oceny prawdopodobienstwa ruiny itp.

W dalszej czesci tego rozdziatu, opartego na wynikach pracy [H5], be-
dziemy rozwazaé pola losowe ze struktura zaleznosci zdefiniowana w oparciu
o pojecie koputy; czesto uzywanej w stochastycznych modelach finansowych,
matematyce aktuarialnej. Przypomnijmy definicje (por. [89]).

Dwuwymiarows koputa nazywamy funkcje C : [0,1]> — [0, 1] spelniaja-
ca nastepujace warunki (dwuwymiarowej dystrybuanty):

e C(u,0)=C(0,v) =0, C(u,1) =u, C(l,v) =v
o C(ug,vg) — C(ug,vy) — C(ur,ve) + Cur,v1) > 0,dla 0 <up <uy <1
i0 S U1 S (%) S 1.
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Dla dowolnych zmiennych losowych X i Y o rozkladach Fx(z) i Fy(y),
istnieje taka koputa Cxy (u,v), ze

P(X <Y <y)=Cxy (Fx(z), Fy(y)).

Z twierdzenia Sklara (por. [89], tw. 2.3.3) wiadomo, ze funkcja Cx y (u,v)
jest okreslona jednoznacznie na produkcie zbiorow wartosci dystrybuant
Ran(FXi) XR&H(FYj).

Bedziemy rozwazaé pola losowe {Xn, n ENd} , dla ktérych dwuwymiaro-
wa koputa spelia warunek

Cx;,x; (1, v) —uv < giguv(l —u)(1 —v), (5.6)

gdy (u,v) €Ran(Fyx,) xRan(Fy;) i ¢ij > 0 dla kazdego i # j. Zauwazmy, ze
warunek (5.6) mozemy przedstawi¢ w nastepujacej rownowaznej postaci

P(Xl S S,Xj S t) —P(Xi S S)P(XJ St) (57)
SqleP(Xl SS)]P)(XJ St)]P)(Xl >S)P(XJ >t),

dla kazdego s,t € R.

Struktura zaleznosci okreslona warunkiem (5.7) zawiera w sobie pola lo-
sowe (ciagi zmiennych losowych) parami ujemnie (kwadrantowo) zalezne,
(w szezegolnosei parami niezalezne), jak rowniez struktury okreslone koputa-
mi Farlie-Gumbela-Morgersterna, Ali-Mikhaila-Haqa i rodzing kopul Plac-
ketta. Rozwazane pola losowe sa réwniez powiazane z polami zmiennych
asymptotycznie kwadrantowo niezaleznych i asymptotycznie kwadrantowo
subniezaleznych.

Fundamentalng role w dowodach twierdzen pelni wersja drugiego lema-
tu Borela-Cantelli’ego, dla zdarzen parami zaleznych o strukturze zaleznosci
rozwazanego pola losowego.

Lemat 5.2. (|H5|, lemat 3.3) Niech {An € §, n €85} bedzie pewng rodzing
zdarzen okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (2, §,P) oraz {qid, i,j ESg}
polem liczb dodatnich, ktore razem spelniajq warunki:

(1) 2. P(An) = o0,

nesg

(ii) istnieje takie ng€SY, ze dla wszystkich k,j € §g( 0)
P (A 1 A5) — P (Ay) P (A7) < 5P (A) P (4y)
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(111)  sup  qij < 00,
k€] (no)

gdzie 8¢ (n) := 8¢\ (n) dla n € SL.
Wowczas dla dowolnego m A n,

1
P (Ap,i0. n€Sy) > .
L+ SUpPyje50(m) B

Lemat (5.2) pozwala udowodni¢ nastepujace dwa twierdzenia. Pierwsze
z nich mozna poréwna¢ z wynikiem zawartym w pracy [68], gdzie autor zaj-
muje sie klasa pol losowych o strukturze zaleznosci asymptotycznie kwadran-
towo sub-niezaleznej, czyli wezsza klasa pol losowych niz rozwazane przez nas.
Dodatkowo zaktada, ze pole liczbowe wspotezynnikow majacych wpltyw na
zaleznos¢ w tej strukturze — gy j jest zalezne od max |k — j|, my nie czynimy
zadnych zatozen tego typu. Ponadto, podajemy warunki konieczne i wystar-
czajace, zas w pracy [68] spotykamy tylko warunek wystarczajacy.

Dla zwieztosci sformulowania tego twierdzenia, wprowadzmy niezbedne
oznaczenia:

Sim) :=S§N(n), Si(In|) := {i c St il < |n|}

Twierdzenie 5.3. ([H5|, tw. 2.1) Niech {Xn, n ESg} bedzie polem zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie, strukturze zaleznosci okreslonej wa-
runkiem (5.6) i takim, Ze

Z Z 5|7 iy < 00 i sup q; < oo. (5.8)

. . TN e k,jeSd
jesy iesg (i), i JES8

Przy powyzszych zatozeniach, nastepujgce warunki sg rownowazne:

) . 1
(i) hm(max)m Z (Xx —mk) =0 p.p., (5.9)
kESg(n)
i og <o, jesli 6 = 0, 5.10
E|X]| (log*|X[)" li 0
E |X| < oo, jesti 6 € (0,1).

Bardziej klasyczna wersja tego mocnego prawa wielkich liczb dla parami
zaleznych zmiennych losowych spetniajacych warunek (5.6) moze by¢ sfor-
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mutowana w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 5.4. ([H5|, tw. 2.2) Niech {Xn,n €S§} bedzie polem zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie, strukturze zaleznosci okreslonej wa-
runkiem (5.6) oraz spetniajgcym (5.8). Wowczas, warunek (5.10) jest réw-
nowazny nastepujgcemu — istnieje taka stata c, ze

Z Xk — ¢, p.p., (5.11)

keS(n)

lim(max)

M@ (Il)

gdzie My (n) := Card(S§(n)).
Jesli (5.10) jest spetnione, to ¢ = EX.

Wielu autoréw, zajmujacych sie twierdzeniami tego typu, koncentrowato
sie na uogoélnieniach nieskonczonego podzbioru A C N%. Mozna tu wymienié
prace: Bassa, Pyke’a [7] 1 [8], Klesova [67] (por. tw. 9.8 uogoélniajace brzeg
sektora do postaci funkeyjnej), Klesova i Rychlika [66], Indlekofera i Kleso-
va [59]. We wszystkich tych pracach otrzymano mocne prawa wielkich liczb
Kotmogorowa dla pol niezaleznych zmiennych losowych o tym samym roz-
ktadzie. W naszych badaniach stwierdzamy, ze sektor jest wystarczajacy dla
zastosowarni statystycznych. Skupiamy sie wytacznie na uogélnieniu struktury
pola losowego i (lub) mocnych praw wielkich liczb dla zbieznosci sektorialne;.
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VI  Opis dorobku niewchodzacego w sktad osiggniecia
naukowego

1 Staba zbieznosé p6l elementéw losowych

Ten rozdzial oparty jest na wynikach uzyskanych w pracy [D4], w ktorej zaj-
mujemy sie staba zbieznoscia pol elementéow losowych o wartosciach w prze-
strzeni metrycznej. Takie problemy pojawiaja podczas badania stabej zbiez-
nosci proceséw stochastycznych, proceséw empirycznych lub losowo zatrzy-
mywanych sum empirycznych utworzonych z probek z rozkiadu ciagtego
z ,czasem” w RY. W ogoélniejszym kontekscie takie wyniki moga stanowi¢
podstawy do zastosowari pol losowych w biologii, propagacji fal elektroma-
gnetycznych rozchodzacych sie w osrodku o losowych parametrach lub w ba-
daniu przeptywow turbulentnych.

Twierdzenia pochodzace z pracy [D4] uogolniaja lub uzupetniaja wyniki
zawarte w publikacjach: [3], [4], [9], [10], [29] i [31].

1.1 Staba zbiezno$é pdl z losowym indeksem

Bedziemy rozwaza¢ pole losowe {Y,, n € N¢} okreglone na przestrzeni pro-
babilistycznej (€2, §,P), o wartosciach w osrodkowej przestrzeni metrycznej
(S, p), z o-cialem zbioréw borelowskich %B. Niech ponadto {IN,,n € N4} be-
dzie d-wymiarowym polem zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni
probabilistycznej (Q,§,P), mowiac doktadniej N, = (N, N, ..., NP,
gdzie N dla kazdego 1 < i < d oraz n € N? jest zmienng losowa przyjmu-
jaca wartosci naturalne.

Niech Y bedzie elementem losowym o wartosciach w przestrzeni metrycz-
nej (S, p) o rozktadzie p oraz

lim(min)Y;, 2, T8 (1.1)

Podajemy warunki wystarczajace (w wiekszosci przypadkow rowniez koniecz-
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ne) jakie powinno spetniaé pole losowe {Y,, n € N¢}, by zagwarantowaé
zbieznosé
lim(min) Yy, 2, (1.2)
nie nakltadajac zadnych warunkéw na zalezno$é probabilistyczna pomiedzy
polem losowym {Y,, n € N%} i polem losowych indekséw {N,, n € N¢}.
Jesli zalozymy, Ze pole losowe {Y;,, n € N¢} spetnia nastepujacy uogol-
niony warunek Anscombiego:

/\ \/ limsup P( max p(Y;, Ya) > ¢) <e¢, (1.3)

e>0 §>0 minn—oo  1€Dn(J)

gdzie
Dy(0) :={i € N": |k — kn| < 0kn}

a {kn, n € N4} jest takim polem liczb nieujemnych, ze lim(max)k, — oo, to
warunek (1.1) jest rownowazny warunkowi (1.2), jesli

lim (min)kn,, /ka, — 1, (1.4)

dla pewnego pola liczbowego {a,, n € N} przyjmujacego wartosci w N¢ oraz
takiego, ze mina,, — 0o, gdy minn — oo.

Interpretacje pola liczbowego {kn, n € N%}, ktore wykorzystywalismy
w uogdlnionym warunku Anscombiego, znajdziemy we wniosku z twierdze-
nia 1, podanym w pracy [D4]. Mianowicie, jezeli przyjmiemy Y, := Sy, /By,
gdzie S, = >, 2, Xk a {Xn,n € N} jest takim polem niezaleznych zmien-
nych losowych, ze EX,, = 0, ES? = B2 < oo, oraz B, — oo gdy minn — oo,
wtedy (1.1) i (1.2) sa rownowazne, gdy w warunku Anscombiego uzyjemy po-
la liczbowego ky, = B2.

W tej czesci podrozdziatu bedziemy przedstawia¢ warunki wystarczajace
i konieczne dla zbieznosci (1.2), ostabiajac warunek (1.4), naktadany na pole
losowe {N,, n € N?}. kosztem wzmocnienia zalozeni na pole losowe {Y,, n €
N7}, o ktérym bedziemy zakladac, ze

lim(min)Y, — p (stabilnie). (L.5)

Warunek analogiczny do warunku Anscombiego tym razem zachodzi dla do-
wolnego zdarzenia A € ‘B :

limsup P4( max d(Y;, Yn) > ¢) < eP(A), (1.6)

min n—o0o i€Dn(4)
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natomiast pole losowe {N,,n € N9} musi spelia¢ warunek, ktory zada,
aby dla dowolnego € > 0 i § > 0 istnial skoriczony, roztaczny i mierzalny
podzial przestrzeni 2 na zdarzenia {A;,..., Ay} oraz takie d-wymiarowe
pole liczbowe {a,, € N}, 1 <j< M neN, ze mina,, — oo, gdy
minn; — oo; i spelniona jest nieréwnosc¢

M
lim sup Z]P’Aj(|k:Nn — kay, | > 0ka, ) <, (1.7)

min n—oo
J=1

gdzie {kn, n € N9} jest takim polem liczb jak w warunku Anscombiego (1.3).
W pracy |D4] zwracamy uwage, ze jesli zatozymy (1.5) i utrzymamy pozostate
zalozenia, to otrzymamy rowniez zbieznosé stabilng w (1.2). Z drugiej strony,
jak pokazuje twierdzenie 3 z pracy |[D4], aby otrzymaé (1.2) z warunkiem

(1.7), nie mozemy ostabi¢ zalozenia Yy, 2w (stabilnie).
Przedstawione wyniki, w gtéwnej mierze, uogélnialy twierdzenia Aldousa
zawarte w pracy [3| — do niestacjonarnych pol losowych.

1.2 Losowe funkcjonalne CTG

W tej czesci podrozdziatu przedstawiamy funkcjonalne centralne twierdze-
nie graniczne, dla elementéw losowych przyjmujacych wartosci w pewnej
przestrzeni metrycznej i posiadajacych wielowymiarowy losowy indeks. Je-
sli ta przestrzenig metryczng bedzie zbior wszystkich funkcji okreslonych na
T, = (0,00)% ,ciagtych z gory i posiadajacych granice z dotu” (por. def.
w [73]), to elementy losowe o wartosciach w tej przestrzeni sa bardzo waz-
ng klasa procesow stochastycznych. Wyniki dla stabej zbieznosci takich ele-
mentéw losowych, moga znalezé zastosowanie w analizie stabej zbieznosci
procesow empirycznych.

Wyniki, ktére omawiamy uogélniaja gtéwne twierdzenia zawarte w pra-
cach: [4], [9], [10], [29] i [31]. By przedstawi¢ je dokladniej, musimy wpro-
wadzi¢ kilka dodatkowych oznaczen. Na zbiorze wszystkich funkcji ,ciagtych
z gbry i posiadajacych granice z dotu” okreslonych na zbiorze T; wprowadza-
my metryke o (por. def. w [73]); powstala przestrzeni metryczna oznaczamy
(Dg[0,00), 0), okazuje sie ona by¢ osrodkows i zupelna (por. [73]). W dalszej
czesci tego podrozdziatu iloczyn wektoréow i pol d-wymiarowych bedziemy ro-
zumie¢ jako iloczyn macierzowy, to znaczy: niech q,t € T; 1 0 < |q| < o©
oraz pn = (p,(ﬂl), ...,pfjd)), gdzie pi, € Ty dla 1 <1 < d, wtedy

a-t:=(qts, . qata), t-pn:= (tpl, .., tap?).
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Dla dowolnego, ustalonego 0 < o < 0o definiujemy odwzorowanie

qu(t) = |q|_ax(q1t17 sy thd)a

okreslone na — i o wartosciach w przestrzenni Dy [0, 00) .
Niech Z = Z(t), t € T, bedzie elementem losowym o wartosciach w D, [0, 00) ,

{kn, = (k:l(ll), . k:r(ld)), n € N} takim d-wymiarowym, dodatnim polem licz-
d

bowym, ze |kn| = [] kY - oo, gdy minn — oo oraz n < m implikuje
i=1

kn| < |km|. Wowcezas dla ustalonego 0 < o < oo, kazdego t € T, i k, € T

okreslamy pole elementéw losowych

Ya(t) := [ka|®Z(t - kn), ne N (1.8)

Dla takiego pola losowego, nastepujace warunki sa rownowazne (por. [D4],
tw. 4):

(i) lim(min)Y;, 2 (stabilnie),

(i) lim(min)¥Yn, 2, 41, dla dowolnego pola losowego {N,,n € N} spel-
niajacego warunek (1.7).

Przytoczmy kilka uwag do tego wyniku, podanych w pracy [D4]:

e procesy rozwazane w pracach: [9], [10] i [29] sa szczegolnymi przypad-
kami procesu okreslonego w (1.8);

e warunek (1.7) jest najstabszym z mozliwych, przy ktoérym nie nakla-
damy zadnych warunkéw na strukture zaleznosci pomiedzy polami
losowymi {Y,, n € N?} i {N,, n € N¢};

e wobec powyzszej uwagi, otrzymany wynik jest najlepszym z mozliwych,
w rozwazanym aspekcie;

e wynik uogolniat prace [9], [10] i [31];

e roéwnowaznosé pozostaje prawdziwa, jezeli rozwazania ograniczymy do
przestrzeni Dyl0, 1].

Jako zastosowanie otrzymano nastepujace losowe funkcjonalne twierdze-
nie graniczne (por. [D4], tw. 5]).
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Niech Yy (t) = (In|)™Y2Y, 0 X, dla t € T4[0,1]. Jesli {Xpn,n € N}
jest takim stacjonarnym, ergodycznym polem przyrostow martyngatowych
wzgledem filtracji {Fn = Vi<, 0(Xk), n € N}, ze EX] = 1, wowczas

lim(min)Yn, — W w Dy[0,1],

dla dowolnego pola {N,,n € N¢} spetiajacego warunek (1.7) z polem nor-
mujacym {k, = |n|, n € N¢}, gdzie W jest d-parametrowym procesem
Wienera.

2 MPWL Fellera dla pél elementéw losowych

W tej czedci autoreferatu przedstawimy uogoélnienie mocnego prawa wielkich
typu Fellera dla pol elementéw losowych przyjmujacych wartoéci w przestrze-
ni Banacha (B, || ||), korzystajac z metod obserwacji granicznego zachowania
sie sum elementéw losowych indeksowanych pewnymi podzbiorami N9,

Zacznijmy od dodatkowych oznaczen i warunkow. Niech {a,, € N%} be-
dzie takim polem liczb dodatnich, ze a,, — 0o, gdy maxn — oo, dla ktoérego
istnieje wstepujacy ciag { Dy, k € N}, skoticzonych podzbioréw N¢ posiada-
jacych nastepujace wlasnosci:

(A) niech I, := D, — Dy_1, k > 1, Jeéll n e I, to (Il) C Dy

(B) istnieja takie state 7 > 11 C1,Cy > 0, ze dla dowolnego k i n € I,
spetniony jest warunek C;7% < a, < Coth;

(C) dla dowolnego k istnieje rodzina roztacznych prostokatow Ejy; i odpo-
wiednia zbior indeksow Ry takich, ze I, = |J E;
lERy,

(D) volimsupmax7 5> 7% [{t € R; : E; N (n) # 0} < co.
ne i=1

I,

Warunki (A)-(D) zostaly wprowadzone przez Mikosha i Norvaise w pra-
cy [84]. Taka wlasnosé pola liczbowego nazwano ,weak star property” — WSP.
Warunek wydaje sie dziwny i skomplikowany, ale zredukowany do jednego
wymiaru ,zachowuje sie tak jak potrzeba” gdy d = 1, rosnacy do nieskonczo-
nosci ciag {an, € N} spetnia warunek WSP i zatozenie (2.2) implikuje znany
warunek Fellera Y a; % = O(n/d?).

k >n
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Okazuje sie (por. [83]), ze aby otrzyma¢ MPWL wystarczy, aby sumy ele-
mentow losowych indeksowanych zbiorami Ej; spetiaty okreslony warunek
asymptotyczny (jest to tez warunek konieczny).

W pracy [D1] dowodzimy (por. lemat 2.2), ze jesli {X,, n € N4} jest po-
lem niezaleznych, symetrycznych elementéw losowych o wartosciach w prze-
strzeni Banacha B oraz spelnione sa nastepujace dwa warunki:

(i) | Xk| < ax, k € N%
(i) lim(max)Sy/an 50
to
E|Sg,/d* [P — 0, gdy k — oo, jednostajnie wzgledem [ € Ry, (2.1)

dla kazdego p > 0.

Stosujac powyzszy lemat, mozemy otrzymac¢ uogoélnienie MPWL typu
Fellera (por. [D1], tw. 3.1). W celu sformulowania tego wyniku, wprowadzmy
oznaczenia: M; := card{n € N¢: a, < Jj}imj = M; — M;_,, dla kazdego
7 > 1. Przypusémy ponadto, ze istnieje liczba naturalna j, i takie dodatnie
state (s, Cy, ze dla kazdego j > jo

M; < CsMj_y, Y i*M; < Cyj~* M. (2.2)

i 2]

Jesli { Xy, n € N9} jest polem elementéw losowych o jednakowym rozktadzie
i wartosciach w przestrzeni Banacha (B, | ||), {an, n € N¢} rosnacym do
nieskoriczonosci polem liczb nieujemnych, to nastepujace dwa warunki

lim(max)Sy/an 50, (2.3)

> P(IXn| > an) < o, (2.4)

neNd

sa rOwnowazne ponizszemu
lim(max)Sy/an — 0 p.p. (2.5)
Powyzszy wynik pozwala na wiele wnioskéow. Kladac a, = [n|'/?, 1 < p < 2

i zaktadajac (2.2), otrzymujemy MPWL Marcinkiewicza dla po6l elementéw
losowych udowodnione przez Fazekasa w pracy [40].
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Jesli zalozymy, 7e an = ni/™ -+ - n}j/ P odzie 1 < p < 2, mozemy otrzy-

ma¢ wnioski korespondujace z wynikami przedstawionymi w rozdziale III; to
znaczy otrzymujemy warunki konieczne i wystarczajace dla mocnego prawa
wielkich liczb z asymetrycznym normowaniem.

Zauwazmy tez, ze twierdzenie zachowuje swoja prawdziwosé, gdy w zato-
zeniach, stabe prawo wielkich liczb zastapimy warunkami dotyczacymi geo-
metrii przestrzeni Banacha (por. [D1], tw. 3.2).

3 Nieréwnosci Fuka-Nagaeva dla martyngatow
1 odwréconych martyngaléow

Zgodnie z tytutem, w tym rozdziale powracamy do nieréwnosci Fuka-Nagaeva
dla pol losowych o strukturze martyngatu i odwréconego martyngatu, przed-
stawiajac wyniki zawarte w pracach [D2] i [D3].

3.1 Nieréwnosci Fuka-Nagaeva dla p6l losowych
o strukturze martyngalowej

Czym sie roznia wyniki podrozdzialu 3.1 w czesci IV i podrozdziatu niniej-
szego? Nierownos¢ Fuka-Nagaeva przedstawiona w tym podrozdziale obo-
wigzuje dla wymiaru zbioru indekséw d = 2, momentéw warunkowych rzedu
r > 2 i prawdopodobienstw ogonowych wyznaczonych przez pole liczbowe
{yk>0, ljkjn}.

Niech wiec {(Xn, §n), n € N2} bedzie polem przyrostéw martyngalowych
(okreslonych w podrozdziale 2.2 w czesci IV) speliajacych warunek (F'4)
i E(Xx|Gk-1) = 0p.p. dlak =< n (por. oznaczenia w rozdziale 3 w czesci IV).
Ponadto, istnieja takie pola liczb dodatnich {b? , k € N*} i {aj , k € N?},
ze dla j < k <= n mamy

E(XEI(Xk < u)|35) < by, pop- (3.1)

— Yk

E(X{L(0 < Xie < pl§) <l p (3.2)

Przy tych zalozeniach, jesli

max|[t, In(Bzy' /Ay +1)] > azy/(e' By, (3.3)
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to

P(max Sk > ) < ZP(Xk > i)

k=<n
k=<n

t—1
e d 0T (o) Ty (B
N eXp{y ( 2>yn Ary Ty

: 2 . _ 2 -
gzie0 <a<1,8=1-a, By =) b, Ay := ) a, oraz
k=<n k=<n
y > max{y;, i < n}; jesli w warunku (3.3) zalozymy nier6wnos¢ z przeciw-
nym zwrotem, to

(3.4)

P(max Sy > 2) < > P(Xy > ) + 47 exp{—a’2?/(2¢'B})}.  (3.5)

k=n
k=<n

Wiecej nieréwnosci, wnioskow i komentarzy podajemy w pracy [D2].

3.2 Nieréwnosci Fuka-Nagaeva dla pdl losowych
o strukturze odwréconego martyngatu

Ze wzgledu na niejako ,symetryczno$é” definicji martyngatu i odwrocone-
go martyngatu, ktéora przenosi sie na wiele wynikow. Tutaj pokazemy na
przyktadzie jednej nier6wnosci, ze ma to miejsce w przypadku poél losowych
i nierownosci Fuka-Nagaeva.

Niech rodzina o-cial {§F',, n € N?} bedzie malejaca (zstepujaca) wzgle-
dem porzadku ,<” w zbiorze indeksow N2. Rodzine {(Sn,§'n), n € N?} na-
zywamy polem losowym o strukturze odwroconego martyngatu, jesli spelia
warunki adaptowania i momentowe takie jak dla struktury martyngatowe;j
oraz:

E(Sm|§n) = Sn p.p-dlan > m,

E(-[Sil8x) = E([Fivk) p-p- (3.6)

gdzie iV k := (i1 V k1,...,14 V kg). Warunek (3.6) pelni taka sama role jak
warunek (F'4) dla pol losowych o strukturze martyngatowe;j.
Niech {yx > 0, k = n} bedzie pole liczbowym i y jest taka liczba, ze
y > sup{yx, k = n}}, wtedy warunki (3.1) i (3.2) dla j = k > n maja
postac:
E(XﬁH(Xk < )|F;) < b2 p.p. (3.7)

— Yk
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E(XQI(0 < Xi < 91)IF5) < ay, pp. (3-8)

Jesli wiec spetniony jest warunek

E(Xil(Xi < 9)|G'ks1) < 0 pp., gdzie Gl == \/
7k
oraz (3.6), (3.7), (3.8) i (3.3), to otrzymujemy nieréwnosci Fuka-Nagaeva

w postaci (3.4) 1 (3.5), przy czym operacje sup i sumowania odbywaja sie po
zbiorze {k € N : k = n} (por. [D3]).

4 Szybko$¢ zbieznosci w losowym SPWL

Zgodnie z tytulem tego podrozdziatu podamy wyniki okreslajace szybkosé
zbieznosci w stabym prawie wielkich liczb dla poél losowych o strukturze
niezaleznosci i martyngatowej, z losowymi indeksami ich sum czesciowych.
Mowiac doktadniej, okreslimy rzad wielko$ci wyrazenia

hH) 3 FP (1Sw,| > 1IN, 2g(NW) . ady 107, (41)

neNd

gdzie {N,, n € N?} jest polem losowym o wartosciach w N¢.

4.1 Pola losowe ze struktura niezaleznosci

Ze wzgledu na obszernos$¢ sformutowania wynikéw, ktoére chcemy prezento-
wad, ich oméwienie ograniczymy do ogélnej idei, pomijajac detale.

Gut w pracy [51] udowodnit losowa wersje twierdzenia typu Bauma-
Katza. Przy zalozeniach zblizonych do klasycznej wersji tego wyniku, wa-
runek

an—zP(!Nn — An| > tn) < oo, (4.2)
n=1

gdzie \ jest taka zmienna losowa, ze P(a < A < b) = 1 dla pewnych 0 < a <
b < oo, implikowat

> 0 P(|S, | > tNE) < oo (4.3)

n=1
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Wynik ten byt przestanka naszych badan i zostal uogoélniony nie tylko
w kierunku poél losowych i struktury zaleznosci, ale podajemy takze rzad
wielko$ci znacznie ogdlniejszej sumy. Oznaczmy:

H(r,s;t) = Y |n|"(logs [n|)*P(|Ny| = Aln|| > t/n]), (4.4)

neNd

gdzie \ jest taka zmienng losowa jak w warunku (4.2).
Jesli
lim(max) sup |P(Sn, < z|Np|?) — &(z)| = 0, (4.5)
Tz€R
to przy zalozeniach analogicznych jak w twierdzeniu Guta z pracy [51], ist-
nieje taka stata C' zalezna od funkcji: f, g, h i wymiaru zbioru indeksow — d,
ze

1/2 .
limint () { %f (1% ] = HNG[2g(NW) + H(r, 1) } > Crga
ne
1
lim sup A(t { Z Fm)P (|Sn,| > tIN, '2g(N n)) —H(r,s;t)} < Crgnid-
t—0+ nend

Doktadna specyfikacja funkcji i zalozen zawarta jest w twierdzeniu 2,
podanym w pracy [D5].

4.2 Pola losowe ze struktura martyngalows

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale, bedziemy bada¢ asymptotyke (4.1).
Tu rozwazamy pole losowe {X,,, n € N4} o strukturze przyrostéw martynga-
towych. Z tych samych powodéw jak poprzednio podamy tylko najwazniejsze
fakty dotyczace wynikéw. Jednak nie unikniemy kilku nowych oznaczen:

F,(a,r, s, u) Z In|"(log*|n|)*® (—tag(t)(log™ an(t))"),

neNd

Fy(a,rs,u):= Y [n|"(log*[n])*® (—t5(t) (log™ bu(1))") .

neNd
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gdzie ® jest dystrybuanta rozktadu normalnego,

an = (a —t)¢;, bn = (b+ )¢,
G=Yok i oi=EXL
k=<n

Jedli wiec rozwazane pole losowe o strukturze przyrostow martyngatowych
spelnia (4.5) oraz zalozenia twierdzenia Fuka-Nagaeva dla martyngatow z roz-
dzialu trzeciego w czedci czwartej, to

lim nf () (Z [ (log ) B(Sx, | > tMag(Ma)) + H (15, t>)

t—0t
neNd

> liminf Fy(a, 7, s,u)h(t)

t—0t

lim sup A1) (Z 0" (log, n|)*P(|Sw, | > tMag(My)) — H(r, s;t>>
t—0 neNd

< limsup F,(a,r, s,u)h(t),

t—0t

gdzie
Mn= 3 of, H(rosit) = 3 |nf"(log, n|)*P(|Mn — Aa| > #¢3)
k<N neNd
i A jest taka zmienng losowa jak w warunku (4.2).
Kompletna sformutowanie wyniku zawarte jest w twierdzeniu 3, podanym
w pracy [D2].

5 Zastosowania w mechanizacji rolnictwa

W tym rozdziale omawiany pokrotce tematy badawcze zawarte w pracach
[D6]-[D15]. Dotycza one dwoch probleméw. Pierwszy z nich to zadanie po-
chodzace z ekonomiki rolnictwa, drugi to modelowanie proceséw zachodza-
cych w maszynach rolniczych lub analiza istotnych mechanizméw maszyn
rolniczych.

W pracach [D6]-|D9], ktore powstaly w wyniku realizacji zadania badaw-
czego ,System gromadzenia i przetwarzania danych dla potrzeb doskonalenia
i zarzadzania gospodarstwami indywidualnymi”, zajmujemy sie pierwszym
z probleméw. Zbudowano model ekonomiki gospodarstwa rolnego, ktory ba-
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zowal na zalozeniach o strukturze upraw i doborze zwierzat hodowlanych
(te dane uzywane w naszym modelu pochodzity z segmentu badan rolnych
zadania badawczego). Nastepnie opracowano algorytm optymalizujacy park
maszynowy w gospodarstwie rolnym, ktory maksymalizowal funkcje celu —
dochoéd dyspozycyjny rolnika. Program opracowany na tej podstawie miat
stuzy¢ w doradztwie dla rolnikéw indywidualnych, mial on dostarczyé¢ kom-
pleksowy projekt optymalnego wykorzystania areatu posiadanego przez rol-
nika, uwzgledniajac dostepne zasoby sity roboczej. Badania byly prowadzone
pod koniec lat osiemdziesiatych ubiegltego wieku, w absolutnych poczatkach
komputeryzacji; hasto informatyzacji jeszcze wtedy nie istniato.

Drugi problem, o ktérym wspominali$émy, to zagadnienia zwigzane z kon-
strukcja maszyn rolniczych. W pracy [D15] na podstawie modelu mechanicz-
nego utworzono model matematyczny mechanizmu napedzajacego igly poda-
jacej sznurek w prasie do stomy. Czestym problemem w pracy tego elementu
byly zaciecia sznurka, z powodu jego nieréwnomiernego przesuwu. Analiza
pracy mechanizmu dawata konstruktorom wskazowki, dotyczace wymiarow
poszczegdlnych elementéw mechanizmu, pozwalajace na poprawe stabilnosci
jego pracy.

W pracach [D10]-[D14]| zajmujemy sie badaniem przemieszczania sie $cie-
tej masy tanu, zaczynajac od momentu Sciecia az po podanie jej przenosni-
kiem $limakowym do zespotu omtotowego w kombajnie zbozowym ,Bizon”.
Osobnym modelem objeto ruch masy stomiastej w zespole omtotowym tego
kombajnu. Do badania zastosowano uktad trzech tzw. szybkich kamer re-
jestrujacych okoto 1000 klatek na sekunde (w latach osiemdziesiatych byto
to metoda bardzo nowoczesna), co pozwalato na rejestracje ruchu w trzech
wymiarach. Naprezenia w réznych miejscach maszyny mierzono czujnikami
tensometrycznymi. Modelowanie takich zjawisk jest niezwykle trudne z po-
wodu bardzo réznych parametrow koszonego tanu: wysokosci, wilgotnoéci, za-
chwaszczenia, sprezystosci, roznorodnosci koszonych roslin (na przyktad zboz
i rzepaku). Trudno uja¢ zmiennosé¢ tych cech nawet statystycznie, a w rol-
nictwie polskim zbierano takie plony jedna maszyna. Jednym z celow badan
byto okreslenie zakresu regulacji: listwy tnacej, nagarniacza i jego parame-
trow oraz $limaka przenoszacego skoszona mase stomiasta do zespotu omtoto-
wego. Wyznaczenie tych parametrow mogloby zapewnié¢ bardziej efektywna
prace maszyny przy zbiorze roslin o réznych parametrach tanu. Dalej podjeto
wstepna probe modelowania matematycznego kolejnego procesu zachodzace-
go w kombajnie - procesu omtotu.
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Wykaz wazniejszych oznaczen

= — roéwne z definicji, = — oznacza;

(Q,§,P) — przestrzen probabilistyczna,  — zbior, § — o-ciato podzbiorow
), P — prawdopodobienstwo;

N - zbiér liczb naturalnych, N = {1,2,3,...}, Ny Z NU {0};
N?:=N x N x --- x N - produkt d zbioréw;

m = (my,ma,...,mg) € NU nZ (ny,ng,...,ng) € N%
DZE{1,2...,d},0#£JCDiCJ:=D\J;

m=n <= m; <n,;dlakazdego: € D;
mAn:=(myAny,...,mgAng);

X, X(w) — zmienne losowe okreslone na przestrzeni probabilistycznej;
{Xy, n € N?} — pole losowe;

Sn 1= Z Xk
k=<n
minn := mlnnz,

i €D
maxn := maxn;;
i €D
| := [] n;
i €D

I, = mas o
(n) :={k e N?: k <n};
gﬂ = v ',SHJ Si = U{ U Sn};

(n;EN,jeCJ) (njeN,jeCJ)
L2, st J = {j);

d .
Gn =V &%

j=1

Fo1:=GCu 1 ATn, gdzien —1:=(ny —1,ny —1,....;n5 — 1);

o= (ag,09,...,0q);
n® :(nl,nz,.. ,ngt), I =n"-ng? g
p ax{k : ap = al}

m
{@1,.. i) eNT g <<l dlawszystkichl;«ékED};
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do(k) =card{n € 8 : [n| =k}, ke N;

My(k) =card{n € S : |n| <k}, ke N;

(n) =8\ (n), n € Sf;

(n):=8{N(n), ne S

Sd(n]) :={ie 8§ :|i| <|n|},ne S

Ya N 1 gdy minn — oo, zbieznos¢ wedtug rozktadu;
ivk:= (i1Vk1,...,ided);

G'xy1 = \/jﬁk 3'3';
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