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IV Omówienie wyników zawartych w publikacjach
wchodzących w skład osiągnięcia naukowego
zatytułowanego

WYBRANE METODY BADANIA PRAWIE PEWNEJ
I KOMPLETNEJ ZBIEŻNOŚCI PÓL LOSOWYCH

1 Wstęp i motywacje badań

1.1 Motywacje badań

We wstępie do fundamentalnej monografii [104] John B. Walsh napisał, że ba-
dania pól losowych same w sobie są bardzo interesujące. Można jednak wska-
zać wiele powodów, nie tylko czysto matematycznych, które uzasadniają po-
trzebę badania praw dotyczących zmiennych losowych z multi-parametrowym
indeksem. Natura zjawisk przyrodniczych, które chcemy opisywać, ma bo-
wiem najczęściej charakter wielowymiarowy. Pola losowe pojawiają się w ana-
lizie danych biologicznych i medycznych, w fizyce i mechanice statystycznej
oraz geofizyce, a w szczególności w sejsmografii i astrofizyce. Przykłady ta-
kich badań znajdziemy chociażby w publikacjach: [2], [18], [19], [20], [103],
[109], [110] i [111], by wymienić tylko prace szczególnie interesujące, z zakresu
obrazowania powierzchni mózgu i jego funkcjonowania.

Przykładów z innych dziedzin można jednak podać znacznie więcej. W sta-
tystyce zbieżność zmiennych losowych z wielowymiarowym indeksem stano-
wi podstawę do konstrukcji szeregu testów nieparametrycznych, na przykład
testu Manna-Whitney’a-Wilcoxona, testu serii Walda-Wolfowitza i niepara-
metrycznej analizy wariancji – testu Kruskala-Wallisa. Badana prawie pewna
lub kompletna zbieżność pól losowych znajduje zastosowanie w prawie pew-
nej zbieżności wielopróbkowych U-statystyk, w modelach regresji nieparame-
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trycznej oraz w modelach liniowych typu EV (Errors-in-Variables), w których
błędy są od siebie wzajemnie zależne (por. [43], [114]).

1.2 Rys historyczny
Wydaje się, że jako pierwszy problemem zbieżności rodzin zmiennych lo-
sowych z wielowymiarowymi indeksami zajmował się Norbert Wiener, który
w roku 1939, w pracy „The ergodic theorem” [106], badał zbieżność sum funk-
cji mierzalnych, zależnych od d parametrów. Mówiąc dokładniej, rozważał on
mierzalne odwzorowanie T na przestrzeni z miarą (Ω,F, µ) zachowujące mia-
rę µ oraz badał własności graniczne sum postaci

Sm[f ] =
m∑

k1=1

m∑
k2=1

. . .
m∑

kd=1

f ◦ T k1+k2+···+kd .

Dowiódł, że dla d ≥ 1 i f ∈ L1(Ω,F, µ) granica

lim
m→∞

Sm[f ]

md
(1.1)

istnieje dla prawie wszystkich ω ∈ Ω względem µ. Ze względu na to, że roz-
ważane przez Wienera sumy częściowe miały tę własność, iż każda z nich
zawierała wszystkie poprzednie, warunki zbieżności okazały się takie same
jak w przypadku klasycznej teorii ergodycznej. Kilkanaście lat później, nie-
zależnie od siebie, Dunford w [35] i Zygmund w [116] nadali temu problemowi
prawdziwie wielowymiarowy sens, przyjmując

Sn[f ] =
∑
k�n

f ◦ T k1+k2+···+kd dla n = (n1, · · · , nd) ∈ Nd, (1.2)

gdzie k � n oznacza, że ki ≤ ni dla każdego i ze zbioru {1, 2, . . . , d}; te sumy
nie mają już wspomnianej wyżej własności i problemu ich zbieżności nie da
się sprowadzić do problemu zbieżności sum „zwykłych”. Dunford i Zygmund
udowodnili, że granica

lim
minn→∞

Sn[f ]

n1 · n2 · ... · nd
(1.3)
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(minn jest najmniejszą ze współrzędnych wektora n = (n1, . . . , nd)) istnieje
prawie wszędzie względem miary µ, o ile funkcja f spełnia warunek∫

Ω

|f(ω)|
(
log+ |f(ω)|

)d−1
dµ <∞, (1.4)

gdzie log+ x = max(0, log x). W szczególnym przypadku, gdy µ jest miarą
probabilistyczną, a rolę f odgrywa zmienna losowa X, dla której istnieje
moment

E|X|
(
log+ |X|

)d−1
<∞ (1.5)

z wynikuWienera, Dunforda i Zygmunda otrzymujemy mocne prawo wielkich
liczb (MPWL) dla słabo stacjonarnego pola losowego Xk = T k1+k2+,...,+kd ◦X,
mówiące o istnieniu prawie pewnej granicy

lim
minn→∞

∑
k�n

Xk

|n|
= EX. (1.6)

Jak wykazał Smythe w pracy [98], w przypadku pól niezależnych zmiennych
losowych o jednakowym rozkładzie warunek (1.5) jest również konieczny, by
zachodziło mocne prawo wielkich liczb (1.6).

Kolejny ważny krok wykonał Klaus Krickeberg, gdy w połowie lat pięć-
dziesiątych zaczął badać zbieżność przeliczalnie addytywnych funkcji zbioru,
które w istocie są martyngałami indeksowanymi zbiorami skierowanymi. Dla
ścisłości należy dodać, że Krickeberga chronologicznie wyprzedził Bochner,
który w pracy [11] wprowadził pojęcie takiego martyngału.

Znaczący postęp w badaniu zbieżności niezależnych zmiennych losowych
i martyngałów indeksowanych zbiorami z częściowym porządkiem zanotowa-
no w latach siedemdziesiątych ubiegłego wieku, a więc 30 lat po wspomnianej
pracy Wienera. Na początku lat osiemdziesiątych rozpoczęły się też badania
nad innymi rodzajami zależności zmiennych losowych z wielowymiarowymi
indeksami i ich własnościami granicznymi. Autorami najważniejszych prac
są: Wichura [105], Cairoli [16], Walsh [104], Chatterji [21] i [22], Smythe,
Shorack [98] i [97], Millet, Sucheston [85] i [86], Wong, Zakai, [107], [113]
i [108], Merzbach [80], [81] i [82], Gut [48], [50] i [49], Klesov [62], [63], [64]
i [65]. Badania te trwają do dziś.
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1.3 Specyfika badań pól losowych

Tryby rozbieżności multiindeksu

Twierdzenia graniczne dotyczące pól losowych, to znaczy rodzin zmiennych
losowych indeksowanych elementami Nd, oznaczanych zwykle

{Xn, n ∈ Nd},

można rozróżniać w zależności od trybu, w jakim indeks n dąży do nieskoń-
czoności oraz reguły wyboru „wierzchołka prostokąta” wyznaczającego sumy
częściowe Sn =

∑
k�n

Xk. Dla przykładu wszystkie „wierzchołki” n, w sumach

które rozważał Wiener, leżały na „przekątnej” (na której wszystkie współ-
rzędne indeksu są takie same); taki szczególny wybór sum sprawił, że uzy-
skane przez niego twierdzenia udowodnić można było metodami używanymi
dla ciągów zmiennych losowych. Tryb zbieżności, który rozważali Dunford
i Zygmund, wymagał już nowych narzędzi; przypomnijmy (zob. (1.3)), że
w ich pracach indeksy n, sum częściowych Sn, były dowolne i dążyły do
nieskończoności w tym sensie, że do nieskończoności dąży minn (mode of
min-convergence); jest to tryb najczęściej występujący w literaturze do dzi-
siaj. Taką zbieżność będziemy nazywać zbieżnością w trybie-min .

Drugi najczęściej stosowany tryb zbieżności to zbieżność, gdy maxn (naj-
większa ze współrzędnych wektora n = (n1, . . . , nd)) dąży do nieskończoności,
będziemy ją nazywać zbieżnością w trybie-max (mode of max-convergence).
Taki tryb zbieżności występuje we wszystkich prezentowanych wynikach ni-
niejszego autoreferatu; jest on oczywiście mocniejszy od zbieżności w trybie-
min . W niektórych pracach zbieżność w trybie-max nazywana jest zbież-
nością mocną, w odróżnieniu od najczęściej stosowanej, uznawanej za stan-
dard, zbieżności w trybie-min i oznaczanej n → ∞ (raczej już historycznie,
ale czasami nazywana też „convergence in Pringsheim’s sense”, por. [87]).
My przyjmujemy konwencję wprowadzoną przez Klesova w jego monografii
[67] i będziemy stosować oznaczenia: lim(max) dla trybu-max i lim(min) dla
trybu-min . Możliwe są oczywiście inne definicje trybu zbieżności, ale prak-
tycznie nie są one w ogóle rozważane.

Zajmujemy się również bardzo ważnym typem zbieżności, który nie ma
cech żadnego trybu zbieżności. Mianowicie, badamy graniczne zachowanie
tylko tych sum częściowych Sn, których indeksy n należą do nieskończonego
zbioru A ⊂ Nd. Taki typ zbieżności będziemy nazywać zbieżnością sektorial-
ną. Ma ona tę interesującą cechę, że dla mocnych praw wielkich liczb wystar-
czą klasyczne założenia, takie jak w przypadku jednowymiarowym, mimo iż
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możemy tak wybrać podzbiór A, że „dosyć szczelnie wypełni” przestrzeń Nd.
Ten typ zbieżności będzie dokładniej omawiany w rozdziale piątym.

Rodzaje zbieżności

Jak wiadomo, pewne rodzaje zbieżności zmiennych losowych, w tym zbież-
ność słabą i według prawdopodobieństwa, można zmetryzować, a innych,
takich jak zbieżność prawie pewna i kompletna – nie. W teorii pól losowych
zdecydowanie większe wyzwanie stanowią twierdzenia dotyczące tej drugiej
klasy rodzajów zbieżności, dla których nie możemy stosować następującego
dobrze znanego lematu, podającego warunek wystarczający dla zbieżności
ciągów uogólnionych.
Lemat 1.1. ([90], lemat V-1-1) Niech T będzie zbiorem skierowanym. Ciąg
uogólniony {xt, t ∈ T}, elementów przestrzeni metrycznej zupełnej S, zbiega
do x ∈ S, jeśli dla dowolnego rosnącego ciągu {tn, n ∈ N}, elementów T ,
ciąg {xtn , n ∈ N} jest zbieżny do x.

Jeżeli ograniczymy się do przypadku, który jest przedmiotem naszych
rozważań, to znaczy, gdy T = Nd; wówczas dla obu trybów: -max i -min,
możemy podać warunki konieczne i wystarczające dla zbieżności elementów
dowolnej przestrzeni metrycznej (por. [H1], lemat 2.2 lub [67], wniosek A.1
i A.2). Dzięki temu, niektóre zagadnienia dotyczące zbieżności pól losowych
dla zbieżności metryzowalnych można, poprzez redukcję wymiaru, sprowadzić
do badania zbieżności podpól (subfields) lub ciągów, a potem użyć standar-
dowych narzędzi.

Drogą tą nie można jednak pójść w przypadku dowodzenia twierdzeń
o zbieżności prawie pewnej czy kompletnej: przypadek ten wymaga nowych
narzędzi, nowych metod i – ze względu na to, że pola losowe są bardziej
złożone niż ciągi – dodatkowych założeń. W niniejszym autoreferacie będzie-
my zajmować się wyłącznie zbieżnościami niemetryzowalnymi: prawie pew-
ną i kompletną. Należy jednak podkreślić, że pewne problemy są wspólne
dla obu rodzajów zbieżności; wynika to na przykład z faktu, że zbieżności
w trybie-max i -min nie są równoważne, pola liczbowe będące rodzinami nor-
mującymi lub wagami różnych rodzajów zbieżności, na ogół nie są prostym
uogólnieniem ciągów.

Problemy zbieżności pól ze strukturą martyngałową

Nowoczesna teoria procesów stochastycznych opiera się na teorii martynga-
łów, która w ostatnich dziesięcioleciach została rozwinięta w takim stopniu,
że stała się niezwykle ważnym narzędziem badawczym.

9



Zacznijmy od definicji. Załóżmy, że rodzina σ-ciał {Fn, n ∈ Nd} jest
filtracją na przestrzeni (Ω,F,P), to znaczy, że spełniony jest warunek

(F1) jeśli k � n to Fk ⊂ Fn ⊂ F.

(W literaturze warunek ten standardowo-historycznie oznaczany jest (F1),
tak jak wyżej, podobnie (F2) i (F4), por. [17], str. 113; będziemy się tej
konwencji trzymać). Całkowalną rodzinę zmiennych losowych {Zn, n ∈ Nd}
adaptowaną do filtracji {Fn, n ∈ Nd} nazywamy polem losowym o strukturze
martyngałowej (lub po prostu martyngałem), jeśli∧

k�n

E
(
Zn|Fk

)
= Zk p.p.

Analogicznie definiujemy pojęcia nad- i podmartyngału.
Niestety okazuje się, że tak zdefiniowane martyngały o indeksach wielo-

wymiarowych znacznie różnią się od tych klasycznych. Od strony technicznej
próby dowodzenia ich własności rozbijają się często o brak narzędzia, którym
są momenty Markowa, a w szczególności momenty wejścia do danego zbioru
po raz pierwszy – ze względu na to, że zbiór indeksów Nd nie jest uporząd-
kowany liniowo, „czas pierwszego wejścia” nie jest dobrze zdefiniowany. Ale
ten brak jest skutkiem czegoś bardziej fundamentalnego: martyngałowe pola
losowe są znacznie mniej regularne niż ich klasyczne odpowiedniki (martyn-
gały indeksowane liczbami naturalnymi). Dowodzi tego chociażby przykład,
który skonstruował Cairoli (zob. [16]), pokazujący, że odpowiednik klasycznej
nierówności Dooba

P(max
k≤n
|Mk | ≥ λ) ≤ λE|Mn|,

gdzie {Mn, n ∈ N} jest martyngałem z naturalną filtracją, dla pól martyn-
gałowych nie jest prawdziwy.

Dubins i Pitman w 1980 roku (zob. [34]) skonstruowali ponadto kontr-
przykład dowodzący, że dla tak zdefiniowanych martyngałów nie zachodzi
odpowiednik twierdzenia, mówiącego, że warunek supn≥1 E |Mn| <∞ pocią-
ga za sobą istnienie prawie pewnej granicy (Mn)n≥1. Wcześniej analogiczny
przykład dla martyngału indeksowanego zbiorem skierowanym podał Dieu-
donné [32]. Krickeberg pokazał w pracy [69], że do tego, by każdy ograniczony
martyngał indeksowany zbiorem skierowanym był zbieżny (ale tylko w sensie
zbieżności istotnej), konieczne jest by rozważana filtracja spełniała tak zwany
topologiczny warunek Vitaliego.

Bardzo interesujące wyniki dotyczące charakteryzacji istotnej zbieżności
martyngałów należą do Millet, Suchestona [85], [86] i Astbury’ego [6], któ-

10



rzy podali warunki konieczne i wystarczające dla tej zbieżności, w języku
klasycznych momentów stopu i wielowartościowych momentów zatrzymania.
Twierdzenia te korespondują z teorią Burkholdera [15] i Chatterji [21], [22],
łączącą prawie pewną zbieżność z prawie pewnymi nierównościami maksy-
malnymi dla martyngałów z czasem dyskretnym. Podsumowanie tych wyni-
ków można znaleźć w monografii Edgara i Suchestona [36].

W przypadku martyngałów indeksowanych przez elementy przestrzeni Nd,
satysfakcjonującą teorię budować można dopiero przy założeniu warunkowej
niezależności filtracji (CI, conditional independence), którą można zdefinio-
wać następująco (por. [61], str. 35):

(F4) E (E(·|Fm)|Fn) = E(·|Fm∧n) p.p.,

gdzie m ∧ n := (m1 ∧ n1, . . . ,md ∧ nd). Dodajmy jeszcze, że sumy częścio-
we niezależnych zmiennych losowych z wielowymiarowym indeksem tworzą
strukturą martyngałową względem naturalnej filtracji, która w tym przypad-
ku spełnia warunek (F4).

1.4 Krótkie omówienie osiągniętych wyników
Moim wkładem w teorię rachunku prawdopodobieństwa są twierdzenia o gra-
nicznym zachowaniu pól losowych o następujących strukturach:

• niezależności (zmiennych losowych i elementów losowych),

• ujemnego stowarzyszenia (NA, negative association),

• ujemnej zależności (ND, negative dependence),

• asymptotycznej, parami ujemnej zależności (APND, asymptotic pair-
wise negative dependence),

• martyngałowej.

Najwięcej wyników dotyczy tej ostatniej struktury; wszystkie zostały otrzy-
mane dla zbieżności w trybie-max, zachowując przy tym założenia momen-
towe takie jak dla zbieżności pól losowych w trybie-min . Przejdźmy teraz do
bardziej szczegółowej prezentacji wyników.

W rozdziale drugim przedstawiamy nierówności Burkholdera i Rosentha-
la dla pól losowych o strukturze martyngałowej i ujemnego stowarzyszenia.
Zastosowanie tych nierówności pozwoliło otrzymać twierdzenia Bauma-Katza
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dla pól losowych o strukturze ujemnego stowarzyszenia i martyngałowej, cha-
rakteryzujących szybkość zbieżności w prawach wielkich liczb typu Marcin-
kiewicza postaci

Sn

(n1 · n2 · ... · nd)α
=

Sn

|n|α
→ 0 p.p., gdy maxn→∞,

gdzie |n| := n1 · n2 · ... · nd.
W rozdziale trzecim przedstawiamy metody dowodzenia zbieżności kom-

pletnej opartej na nierównościach typu Kahane’a-Hoffmanna-Jørgensena. Nie-
równość ta nie ma odpowiednika dla ciągów zależnych zmiennych losowych,
tym bardziej dla pól losowych ze strukturą zależności. Dowiedziona przez
nas, dla niektórych pól losowych ze strukturą zależności, słabsza nierówność
Kahane’a-Hoffmanna-Jørgensena w dalszym ciągu jest użyteczna do badania
zbieżności prawie pewnej i kompletnej. Wynikiem, który pozwala zrealizo-
wać ten pomysł są nierówności Fuka-Nagaeva, my dowodzimy je dla pól loso-
wych o strukturach: ujemnej zależności i martyngałowej. Dzięki tym wynikom
otrzymujemy nierówności typu Kahane’a-Hoffmanna-Jørgensena dla pól lo-
sowych ze strukturami zależności wymienionymi powyżej. To z kolei pozwoli-
ło otrzymać twierdzenia Bauma-Katza charakteryzujące szybkość zbieżności
w prawach wielkich liczb typu Marcinkiewicza postaci

Sn

nα1
1 · nα2

2 · ... · n
αd
d

→ 0 p.p., gdy maxn→∞.

W rozdziale tym proponujemy również ogólną metodę dowodu twierdzeń typu
Bauma-Katza, dla pól losowych z dowolną strukturą zależności.

Aby umiejscowić wyniki rozdziału drugiego i trzeciego, porównajmy je
z istniejącą literaturą w tym zakresie. Smythe, Shorack, Gut i Klesov są
autorami większości wyników dotyczących prawie pewnej zbieżności pól lo-
sowych; ale niemal wszystkie, uzyskane zostały przy założeniu: jednakowego
rozkładu, struktury niezależności i metod dowodowych, nieprzenoszących się
na pola losowe ze strukturą zależności i złożone ze zmiennych losowych o róż-
nych rozkładach. Twierdzenia typu Bauma-Katza były w zasadzie wyłącznie
rozwijane przez Guta i Klesova oraz ich współpracowników, Peligrad i Stadt-
müllera. Najogólniejszymi wynikami były twierdzenia zawarte w pracach:
[53], [92] i [67], podrozdział 13.5. My rozszerzamy cytowane wyniki na pola
losowe o różnych strukturach zależności i niekoniecznie jednakowym rozkła-
dzie. W ten sposób przyczyniamy się do powstania spójnej i zdecydowanie
bardziej kompletnej rodziny twierdzeń typu Bauma-Katza dla pól losowych.

Rozdział czwarty poświęcony jest w głównej mierze przedstawieniu nie-
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których technik dowodowych w sytuacji braku nierówności Dooba dla pól
losowych o strukturze martyngałowej. Częściowe rozwiązanie problemu osią-
gamy poprzez uogólnienie quasi-nierówności Hajeka-Réni’ego-Chowa, dowie-
dzionej przez Serflinga i Christofidesa w pracy [23] (por. tw. 2.1, str. 633).
Utrzymując założenia, wcześniej cytowanego twierdzenia Serflinga i Christo-
fidesa (tw. S-C), zmodyfikowaliśmy zdarzenie, którego prawdopodobieństwo
szacujemy, przez co uzyskaliśmy narzędzie do badania prawie pewnej zbieżno-
ści pól losowych w trybie-max (tw. S-C pozwala tylko na badanie zbieżności
w trybie-min). Rozszerzenie nierówności Hajeka-Réni’ego-Chowa-Serflinga -
Christofidesa do pól losowych o strukturze submartyngału umożliwiło jej
stosowanie do prawie pewnej zbieżności pól losowych o wartościach w prze-
strzeni Banacha.

W drugiej części tego rozdziału przedstawiamy nierówność Marcinkiewi-
cza dla pól elementów losowych. Wynik ten pozwolił na otrzymanie MPWL
typu Brunka-Prokhorova dla elementów losowych przyjmujących wartości
w przestrzeni Banacha.

W rozdziale piątym, opartym na wynikach pracy [H4], uogólniamy bar-
dzo interesujące ważone mocne prawo wielkich liczb, otrzymane przez Jajtego
w pracy [58]. Ze względu na dużą dowolność wyboru funkcji wagowej i nor-
mującej, wynik może być postrzegany jako prawie pewna zbieżność (h, g)
transformat pól losowych lub metoda (h, g) ich sumowalności. Zawarte są
tam metody sumowalności takie jak: średnie Cesàro (C, 1), średnie logaryt-
miczne, transformacje typu mocnego prawa wielkich liczb Marcinkiewicza
i inne wyniki tego typu.

W drugiej części tego rozdziału dowodzimy MPWL Kołmogorowa, dla pól
losowych ze strukturą zależności określoną w parach, zdefiniowaną w opar-
ciu o pojęcie kopuły. Tak zdefiniowana struktura zawiera w sobie pola losowe
(ciągi zmiennych losowych) parami ujemnie (kwadrantowo) zależne (w szcze-
gólności parami niezależne), jak również struktury określone kopułami Farlie-
Gumbela-Morgersterna, Ali-Mikhaila-Haqa i rodziną kopuł Placketta. Roz-
ważane pola losowe są powiązane z polami zmiennych losowych asympto-
tycznie kwadrantowo niezależnych i asymptotycznie kwadrantowo subnieza-
leżnych. W tym rozdziale podajemy również, udowodnioną w pracy [H4],
brakującą wersję drugiego lematu Borela-Cantelli’ego, dla zdarzeń parami
zależnych, o strukturze zależności powyżej rozważanego pola losowego; wy-
nik niezbędny w dowodzie wymienionych mocnych praw wielkich liczb.

Wszystkie wyniki tego rozdziału zostały otrzymane dla zbieżności w trybie-
-max i równolegle dla zbieżności sektorialnej.
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2 Nierówności maksymalne dla momentów
i twierdzenia typu Bauma-Katza

Niniejszy rozdział poświęcamy udowodnionym w pracy [H3] nierównościom
typu Rosenthala i Burkholdera dla pól losowych o różnych strukturach za-
leżności oraz otrzymanym za ich pomocą twierdzeniom typu Bauma-Katza,
które podają informację o szybkości zbieżności w prawach wielkich liczb ty-
pu Marcinkiewicza-Zygmunda, jak również o zbieżności kompletnej w tych
prawach.

2.1 Wyniki dla pól losowych ze strukturą
ujemnego stowarzyszenia

Zacznijmy od przypomnienia podstawowej definicji i pomocniczych oznaczeń.
Niech (n) := {k ∈ Nd : k � n}.
Definicja 2.1. Skończona rodzina zmiennych losowych {Xk, k ∈ (n)} ma
strukturę ujemnego stowarzyszania, jeśli dla każdych dwóch rozłącznych, nie-
pustych podzbiorów S, T zbioru (n) oraz dowolnych funkcji f i g,

f : R|S | → R, g : R|T | → R,

które nie maleją względem żadnej ze swoich współrzędnych, zachodzi nierów-
ność

cov(f(Xj, j ∈ S), g(Xk,k ∈ T )) ≤ 0,

o ile tylko występująca w tym wzorze kowariancja jest skończona.

O polu losowym {Xn, n ∈ Nd} mówimy, że ma strukturę ujemnego sto-
warzyszenia, jeśli dla każdego n ∈ Nd, podrodziny {Xk, k ∈ (n)} mają
strukturę ujemnego stowarzyszenia.

Zmienne losowe ujemnie stowarzyszone pojawiają się naturalnie na przy-
kład jako wyniki losowania bez zwracania ze skończonej populacji. Wiele
znanych rozkładów wielowymiarowych, w tym: wielowymiarowy rozkład hi-
pergeometryczny, ujemnie skorelowany rozkład normalny, rozkład wielomia-
nowy i wielowymiarowy rozkład Dirichleta, opisują rodziny ujemnie stowa-
rzyszonych zmiennych losowych (por. Joag-Dev i Proschan [60]).

Jednym z podstawowych narzędzi, które pozwala dowodzić twierdzeń gra-
nicznych typu Bauma-Katza, są nierówności Rosenthala. Poniższy lemat jest
wersją wyniku Zhanga i Wena (por. [115], lemat A.2) przekształconą do po-
staci o cechach wyżej wymienionej nierówności.
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Lemat 2.2. ([H3], lemat 2.1) Dla każdego q ≥ 2 istnieje uniwersalna stała
C = C(q) o tej własności, że dla każdego pola losowego {Xn,n ∈ Nd} złożo-
nego ze zmiennych losowych ujemnie stowarzyszonych, spełniających warunki

EXn = 0 i E|Xn|q <∞, n ∈ Nd,

zachodzą nierówności

Emax
k�n

∣∣Sk

∣∣q ≤ C
{(

log2 |n|
)qd(∑

k�n

EX2
k

)q/2
+
∑
k�n

E|Xk|q
}
, n ∈ Nd.

Jak za chwilę zobaczymy, lemat ten pozwala uzupełnić twierdzenie udo-
wodnione w pracy Peligrad i Guta [92], poświęcone przypadkowi pól losowych
o jednakowym rozkładzie i strukturze ρ∗-mieszania. My osłabiamy założenie
o jednakowych rozkładach i badamy również pola losowe ze strukturą ujem-
nego stowarzyszenia. Mówi o tym następujące twierdzenie.

Twierdzenie 2.3. ([H3], tw. 2.1) Niech {Xn,n ∈ Nd} będzie polem losowym
o strukturze ujemnego stowarzyszenia. Załóżmy ponadto, że dla pewnych sta-
łych α, p i q takich, że

αp > 1, α >
1

2
, q ≥ 2

spełnione są warunki

(i)
∑

n∈Nd
|n|αp−2

∑
k�n P[|Xk| > |n|α] <∞,

(ii)
∑

n∈Nd
|n|α(p−q)−2

∑
k�n E

(
|Xk|qI[|Xk| ≤ |n|α]

)
<∞,

(iii)
∑

n∈Nd
|n|α(p−q)−2

(
log2 |n|

)qr(∑
k�n E(X2

kI[|Xk| ≤ |n|α])
)q/2

<∞,

(iv) maxk�n

∣∣∣∑i�k E
(
XiI[|Xi| ≤ |n|α]

)∣∣∣ = o(|n|α).

Wówczas dla dowolnego ε > 0 spełniona jest nierówność∑
n∈Nd
|n|αp−2P

(
max
k�n
|Sk| > ε|n|α

)
<∞. (2.1)
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Wyniki tego typu znane są w literaturze jako twierdzenia Bauma-Katza,
czasami też nazywane twierdzeniem Hsu-Robbinsa-Erdősa-Spitzera-Bauma-
-Katza. Potęga o wykładniku αp−2 widoczna w szeregu występującym w te-
zie, wobec informacji o jego zbieżności, pozwala oszacować wielkość prawdo-
podobieństw P (maxj�n |Sj| > ε|n|α) dla „dużych” |n|.

Założenia poprzedniego twierdzenia są dość skomplikowane. By je zilu-
strować, w pracy [H3], wzorując się na znanym w literaturze pojęciu słabego
średniego zdominowania, wprowadziliśmy klasę pól słabo średnio ograniczo-
nych. W klasie tej, jak się okazuje, z twierdzenia 2.3 można wywnioskować
znacznie prostszy warunek konieczny i dostateczny dla zbieżności takiej jak
w (2.1). Zacznijmy jednak od wspomnianej definicji.

Definicja 2.4. ([H3], def. 1.4) Pole losowe {Xn, n ∈ Nd} jest słabo śred-
nio ograniczone (WMB, weakly mean bounded) przez zmienną losową ξ, jeśli
istnieją takie stałe κ1, κ2 > 0, że dla wszystkich x > 0 i n ∈ Nd

κ2P(|ξ| > x) ≤ 1

|n|
∑
k�n

P(|Xk| > x) ≤ κ1P(|ξ| > x).

Jeśli spełniona jest tylko prawa nierówność, mówimy, że pole losowe jest słabo
średnio zdominowane (WMD, weakly mean dominated).

Zwróćmy uwagę na fakt, że każde pole losowe złożone ze zmiennych o jed-
nakowych rozkładach jest słabo średnio ograniczone (w przypadku tym nie-
równości z definicji zamieniają się na równości ze stałymi κ1 = κ2 = 1).
W klasie pól WMB zawarta jest również znacznie obszerniejsza klasa, zmien-
nych losowych spełniających warunek równomiernego pokrycia (RC, regular
cover), wprowadzony przez Prussa w pracy [93] lub jego mniej restrykcyjną
wersję, na przykład stosowaną w pracy [71] (por. tw. 2.1). Skoro zmienne
niezależne są ujemnie stowarzyszone, następujące twierdzenie jest istotnym
uogólnieniem wyniku Guta (zob. [49], tw. 3.1), który zajmował się przypad-
kiem niezależnych zmiennych losowych o jednakowym rozkładzie.

Twierdzenie 2.5. ([H3], tw. 2.2) Niech α i p będą takimi stałymi, że αp > 1
i α > 1

2
, a {Xn, n ∈ Nd} będzie polem ujemnie stowarzyszonych zmiennych

losowych, słabo średnio ograniczonym przez zmienną losową ξ. Jeśli p ≥ 1,
zakładamy, że EXn = 0, dla każdego n ∈ Nd. Przy tych założeniach, nastę-
pujące warunki są równoważne:

(A) E|ξ|p
(
log+ |ξ|

)d−1
<∞;

(B)
∑

n∈Nd
|n|αp−2P (maxk�n |Sk| > ε|n|α) <∞.
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Dodajmy, że w pracy [H3], dla pól losowych o strukturze ρ∗-mieszania
otrzymujemy wyniki o postaci powyżej sformułowanych twierdzeń 2.3 i 2.5,
uogólniające twierdzenia 2 i 5 z pracy Peligrad i Guta [92] na przypadek pól
zmiennych losowych o niejednakowych rozkładach.

2.2 Pola ze strukturą martyngałową

W tym podrozdziale chcielibyśmy pokazać, że tezę typu (2.1) można także
uzyskać dla pól ze strukturą martyngałową. Zaczniemy od lematu, który jest
rodzajem nierówności Burkholdera. Obok nierówności Dooba (dla momentów
rzędu p > 1) oraz Hájeka-Rényi’ego, jest to jedna z nielicznych nierówności
maksymalnych, posiadających swoje odpowiedniki dla wspomnianych wyżej
pól. Ze względu na to, że w jej sformułowaniu pojawia się pojęcie pola przy-
rostów, przypomnijmy (zob. [H3], str. 580), iż dla dowolnego pola {Zn, n ∈
Nd} istnieje takie pole {Xn, n ∈ Nd}, wyznaczone prawie pewnie, że

Zn =
∑
k �n

Xk, n ∈ Nd.

Pola takie są istotnym narzędziem służącym do badania pól ze strukturą
martyngałową i znane są pod pojęciem pól przyrostów.

Lemat 2.6. ([H3], lemat 4.1) Ustalmy q > 1. Istnieje uniwersalna stała
C = C(q, d) o następującej własności. Jeśli {(Sn,Fn),n ∈ Nd} jest po-
lem losowym o strukturze martyngałowej, którego filtracja posiada własność
warunkowej niezależności (zob. (F4) w podrozdziale 1.3), a pole przyrostów
{(Xn,Fn),n ∈ Nd} składa się ze zmiennych całkowalnych z q-tą potęgą, to

E
(

max
k�n
|Sn|q

)
≤ C E

(∑
k�n

X2
k

)q/2
.

Lemat ten pozwala udowodnić twierdzenie Bauma-Katza dla pól loso-
wych o strukturze martyngałowej. Zanim sformułujemy ten wynik musimy
wprowadzić nowe oznaczenia. Będziemy je również stosować w następnych
rozdziałach. Połóżmy:

• D := {1, 2, ..., d}, ∅ 6= J ⊆ D i CJ := D \ J ;

• dla dowolnego (n1, ..., nd) ∈ Nd, FJn :=
∨

(nj∈N,j∈CJ)

Fn i jeśli J = {j},

wtedy FJn oznaczymy przez Fjn;
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• Gn :=
d∨
j=1

Fjn;

• F̃n−1 := Gn−1 ∧ Fn, gdzie n− 1 = (n1 − 1, n2 − 1, ..., nd − 1).

Niech {Xn, n ∈ Nd} będzie polem przyrostów martyngałowych pola
{(Sn,Fn),n ∈ Nd} o strukturze martngałowej, którego filtracja spełnia wa-
runek warunkowej niezależności. Jesteśmy teraz gotowi do sformułowania
zapowiadanego wcześniej wyniku.

Twierdzenie 2.7. ([H3], tw. 4.1) Niech α, p i q będą stałymi. Załóżmy, że
αp > 1, p > 1, α > 1

2
i spełniony jest warunek (i) z twierdzenia 2.3 oraz,

w zależności od q, jeden z warunków:

a)
∑

n∈Nd
|n|α(p−q)−3+q/2

∑
i�n E

(
|Xi|qI[|Xi| ≤ |n|α]

)
<∞, dla q ≥ 2;

b)
∑

n∈Nd
|n|α(p−q)−2

∑
i�n E

(
|Xi|qI[|Xi| ≤ |n|α]

)
<∞, dla 1 < q < 2.

Ponadto, jeśli dla dowolnego ε > 0∑
n∈Nd
|n|αp−2P

[
max
j�n

∣∣∣∑
i�j

E
(
XiI[|Xi| ≤ |n|α]

∣∣F̃n−1
)∣∣∣ > ε|n|α

]
<∞, (2.2)

to zachodzi (2.1).

Przytoczone powyżej twierdzenie, jest odpowiednikiem wyniku dla pól lo-
sowych o strukturze ujemnego stowarzyszenia (por. tw. 2.3) i o strukturze ρ∗-
mieszania (por. [H3], tw. 3.1). W klasie pól niezależnych zmiennych losowych,
wspólnej dla wymienionych trzech struktur zależności, warunek (2.2) redu-
kuje się do warunku (iv) występującego w twierdzeniu 2.2 i twierdzeniu 3.1
z pracy [H3]. Taką wersję wyniku podajemy w następującym wniosku.

Wniosek 2.8. ([H3], wniosek 4.1) Załóżmy, że {Xn, n ∈ Nd} jest polem
niezależnych zmiennych losowych o zerowej wartości oczekiwanej. Niech α
i p będą takimi stałymi, że p ≥ 1, α > 1

2
i αp > 1. Załóżmy też, że zachodzi

warunek (i) z twierdzenia 2.3, warunek (a) albo (b) z twierdzeniu 2.7, ze stałą
q > 1. Wówczas założenie

1

|n|α
max
j�n

∑
i�j

E
(
XiI[|Xi| ≤ |n|α]

)
−→ 0, gdy maxn→∞, (2.3)

pociąga za sobą (2.1).
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W uzupełnieniu komentarza do ostatnich dwóch wyników zauważamy, że
dla warunku (2.2) wystarczy prawie pewna zbieżność szeregu

∑
k�n

E(| Xk |p
∣∣F̃n−1)

|k|αp
,

dla warunku (2.3) zbieżność powyższego szeregu w postaci z bezwarunkową
wartością oczekiwaną; ponadto, jeśli pole niezależnych zmiennych losowych
o zerowych wartościach oczekiwanych spełnia WMD, to warunek (A) wystę-
pujący w twierdzeniu 2.5 pociąga za sobą wszystkie założenia wniosku 2.8,
które implikują tezę (2.1). Jest to treścią wniosku 4.2 podanego w pracy [H3].

3 Nierówności Fuka-Nagaeva,
Kahane’a-Hoffmanna-Jørgensena
i twierdzenia typu Bauma-Katza

Liczne wyniki uogólniające twierdzenie Bauma-Katza (B-K) dowodzone są
przy użyciu metod symetryzacji/desymetryzacji oraz różnych wersji nierów-
ności Kahane’a-Hoffmanna-Jørgensena (K-H-J); prace [53], [57] lub [70] to
przykłady, w których używano takiego schematu dowodzenia. Nierówność ta
nie ma odpowiednika dla ciągów zależnych zmiennych losowych, tym bar-
dziej dla pól losowych ze strukturą zależności. Trudności, jakie napotyka-
my przy próbach jej dowiedzenia, wskazują raczej, że dla zależnych zmien-
nych losowych może być ona nieprawdziwa. Zaproponowana przez nas, dla
pól losowych ze strukturą zależności, słabsza wersja nierówności Kahane’a-
Hoffmanna-Jørgensena w dalszym ciągu jest użyteczna do badania zbieżności
kompletnej i prawie pewnej. Kluczowym wynikiem, który pozwala zrealizo-
wać tę ideę są nierówności Fuka-Nagaeva (F-N); my dowodzimy je dla pól
losowych o strukturze zależności ujemnej i martyngałowej.

Bezpośrednią inspiracją dla tych badań była chęć rozszerzenia wyników
Guta i Stadtmüllera, zawartych w pracy [53], na pola losowe o różnych roz-
kładach i strukturach zależności.

3.1 Wyniki dla pól losowych ze strukturą martyngałową
W tym podrozdziale przedstawimy twierdzenia typu Bauma-Katza, z któ-
rych otrzymujemy informację o szybkości zbieżności dla tzw. asymetrycznych
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mocnych praw wielkich liczb (asymmetric SLLN, por. [54]); tym różniące się
od wyników rozdziału drugiego, że normujące pole jest postaci |nα|, gdzie
α := (α1, α2, ..., αd) ∈ (1

2
,∞)d i nα := (nα1

1 , n
α2
2 , ..., n

αd
d ). Do otrzymania tego

rodzaju wyników nie wystarczają nierówności Burkholdera lub Rosenthala,
które stosowaliśmy z powodzeniem w rozdziale drugim; tutaj musimy użyć
narzędzia znacznie doskonalszego – nierówności typu Kahane’a-Hoffmanna-
-Jørgensena. Do sformułowania zapowiedzianych wyników potrzebujemy do-
datkowych pojęć i oznaczeń związanych z polami losowymi o strukturze mar-
tyngałowej. Będziemy korzystać z takich samych oznaczeń warunków, jakie
są używane w literaturze (por. [12] i [61]):

(X2) {Xn, n ∈ Nd} jest adaptowana do filtracji {Fn, n ∈ Nd};

(X3) E(Xn|F̃n−1) ≤ 0 p.p., dla każdego n ∈ Nd;

(X3’) E(Xn|F̃n−1) = 0 p.p., dla każdego n ∈ Nd;

(F2) filtracja jest zupełna w (Ω,F, P );

(F5) E [E(Y |Fn)|Gn−1] = E(Y |F̃n−1) p.p., dla każdego n ∈ Nd i dowolnej
ograniczonej zmiennej losowej Y.

Nierówność Fuka-Nagaeva dla martyngałowych i odwróconych martynga-
łowych pól losowych została dowiedziona w pracach [72] i [74], dla przypadku
d = 2 i rozszerzona w artykule [12], na przypadek d > 2. Autorzy tych prac
formułowali założenia w oparciu o co najmniej drugi moment warunkowy.
Wyniki przedstawione w pracy [H2] zostały otrzymane przy założeniach na
momenty warunkowe rzędu r, 1 ≤ r ≤ 2.

Niech

{brk, k ∈ Nd}, {dk, k ∈ Nd}, {λk, k ∈ Nd} oraz {mr
k, k ∈ Nd}

będą takimi rodzinami liczb dodatnich, że dla wszystkich k ∈ Nd zachodzą
prawie pewnie następujące nierówności:

E(|Xk|rI[|Xk| ≤ y]|F̃k−1) ≤ brk, E(XkI[Xk > −y]|F̃k−1) ≤ dk,

E(|Xk|r|F̃k−1) ≤ mr
k, E(|Xk|I[|Xk| > y]|F̃k−1) ≤ λk.

(3.1)
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Oznaczmy:
Br

n :=
∑
k�n

brk, Dn :=
∑
k�n

dk,

M r
n :=

∑
k�n

mr
k, Λn :=

∑
k�n

λk.
(3.2)

Wprowadzone oznaczenia i warunki pozwalają na sformułowanie twierdze-
nia, którego tezą są nierówności Fuka-Nagaeva dla pól losowych o strukturze
martyngałowej.

Twierdzenie 3.1. ([H2], tw. 4.1) Niech rodzina σ-ciał {Fn, n ∈ Nd} spełnia
warunki (F1),(F2) i (F4) oraz w przypadku d > 2 warunek (F5), natomiast
pole losowe {Xn, n ∈ Nd} spełnia (X2), (X3) i (3.1). Jeśli ponadto, dla
stałych x, y i r zachodzą warunki: x, y > 0, 1 ≤ r ≤ 2, to prawdziwa jest
nierówność

P(max
k�n

Sk ≥ x) ≤ P(max
k�n

Xk ≥ y) (3.3)

+ ed−1 exp

{
x

y
−
(
x−Dn

y
+
Br

n

yr

)
ln

[
xyr−1

Br
n

+ 1

]}
.

Jeśli zamiast (X3) założymy (X3’) i utrzymamy pozostałe założenia, to

P(max
k�n
|Sk| ≥ x) ≤ P(max

k�n
|Xk| ≥ y) (3.4)

+ 2ed−1 exp

{
x

y
−
(
x−Dn

y
+
Br

n

yr

)
ln

[
xyr−1

Br
n

+ 1

]}
.

Nierówności (3.3) i (3.4) nazywane są nierównościami Fuka-Nagaeva, po-
zwalają otrzymać narzędzie do dowodzenia twierdzeń Bauma-Katza – nierów-
ność typu Kahane’a-Hoffmanna-Jørgensena, którą otrzymujemy w poniższym
lemacie.

Lemat 3.2. ([H2], lemat 4.2) Niech {(Xn,Fn), n ∈ Nd} spełnia założenia
twierdzenia 3.1 z warunkiem (X3’), wtedy istnieje taka nieujemna stała C
zależna tylko od d, że dla każdego x > 0 oraz j > 0

P(max
k�n
|Sk| ≥ x) ≤ P

(
max
k�n
|Xk| ≥

x

j

)
+ C

(
1

xr
M r

n

)j
. (3.5)

Zastosowanie lematu 3.2 pozwala otrzymać dwa twierdzenia. Pierwsze
z nich, twierdzenie typu Bauma-Katza, które określa szybkość zbieżności
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w mocnym prawie wielkich liczb Marcinkiewicza z asymetrycznym normowa-
niem. Stanowi ono martyngałową wersją wyniku Guta i Stadtmüllera otrzy-
manego dla niezależnych zmiennych losowych o jednakowym rozkładzie (por.
[53], tw. 1.3), jest więc istotnym uogólnieniem tego wyniku.

Twierdzenie 3.3. ([H2], tw. 4.3) Niech {(Xn,Fn), n ∈ Nd} spełnia założenia
twierdzenia 3.1 i warunek WMD ze zmienną losową ξ, załóżmy ponadto, że
dla pewnych stałych α1 i r takich, że α1r > 1, α1 > 1/2 istnieje taka stała M
zależna tylko od r oraz n0 ∈ Nd, że 1

|n|M
r
n ≤M dla n � n0. Wówczas, jeśli

E|ξ|r(log+ |ξ|)|p−1 <∞, (3.6)

to ∑
n∈Nd
|n|α1r−2P(max

k�n
|Sk| > |nα|ε) <∞, dla wszystkich ε > 0, (3.7)

gdzie α1 jest najmniejszą współrzędną wektora α.

Drugie twierdzenie, które możemy otrzymać, stosując lemat 3.2, to uogól-
nienia wyniku Ghosala i Chandry (por. [47], tw. 1(b) i tw. 2) na pola losowe ze
strukturą martyngałową, mniej restrykcyjnymi wymaganiami momentowymi
oraz ogólniejszymi założeniami dotyczącymi macierzy zmiennych losowych –
nawet w przypadku jednowymiarowym. Oto treść tego twierdzenia.

Twierdzenie 3.4. ([H2], tw. 4.4) Niech kn będzie polem takich elemen-
tów Nd, że |kn| dąży do nieskończoności, gdy maxn dąży do nieskończoności;
{Xn,i, i � kn, n ∈ Nd} będzie d-wymiarową tablicą, w wierszach przyrostów
martyngałowych względem {Fn,i, i � kn, n ∈ Nd}, spełniających założenia
twierdzenia 3.1 z warunkiem (X3’). Ponadto, istnieją takie pola nieujemnych
liczb rzeczywistych {an,n ∈ Nd} i {M̃ r

kn
,n ∈ Nd}, że

(i)
∑
j�kn

E(|Xn,j|r|F̃n,j−1) ≤ M̃ r
kn

p.p.,

(ii)
∑

n∈Nd
anP(max

i�kn

|Xn,i| > ε) <∞, dla wszystkich ε > 0,

(iii) istnieje taka stała j > 0, że
∑

n∈Nd
an

(
M̃ r

kn

)j
<∞,

to ∑
n∈Nd

anP(max
l�kn

|
∑
i�l

Xn,i| > ε) <∞, dla wszystkich ε > 0.
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Przykłady zastosowań tego typu wyników jak twierdzenie 3.4 możemy
znaleźć między innymi w pracy [47].

3.2 Wyniki dla pól losowych ze strukturą
ujemnej zależności

W tym podrozdziale pokażemy, że twierdzenia Bauma-Katza z asymetrycz-
nym normowaniem można także otrzymać dla pól losowych ze strukturą
ujemnej zależności. Zanim przejdziemy do sformułowania najważniejszych
wyników przypomnimy definicje pól losowych o takiej strukturze.

Definicja 3.5. Skończona rodzina zmiennych losowych {Xk, k ∈ (n)} jest
ujemnie zależna, jeśli dla dowolnych rzeczywistych xk, gdzie k � n

P

[⋂
k�n

(Xk ≤ xk)

]
≤
∏
k�n

P(Xk ≤ xk)

oraz

P

[⋂
k�n

(Xk > xk)

]
≤
∏
k�n

P(Xk > xk).

Nieskończone pole losowe jest ND, jeśli każda skończona rodzina jest ND.
Warunek ujemnej zależności pola losowego jest oczywiście mniej restrykcyjny
niż warunek ujemnego stowarzyszenia. Można pokazać (por. [60]), że klasa
pól losowych ujemnie stowarzyszonych jest zawarta w klasie pól losowych
ujemnie zależnych.

Przedstawienie wyników rozpoczniemy od lematu, który był kluczowy
w dowodzie warunku wystarczającego w twierdzeniu 3.8, ale też bardzo do-
brze wyjaśnia konieczność dodatkowych założeń w twierdzeniach typu Bauma-
-Katza dla pól losowych o niejednakowych rozkładach.

Lemat 3.6. ([H1], lemat 2.4) Niech {ak,n, k,n ∈ Nd} będzie niemalejącą
w wierszach względem |n|, d-wymiarową tablicą takich liczb rzeczywistych, że
0 < ak,n ≤ 1 oraz 1− an,n = o( 1

|n|), wtedy

∑
n∈Nd

1

|n|

(
1−

∏
k�n

ak,n

)
<∞ implikuje lim(max)

∏
k�n

ak,n = 1. (3.8)

Powyższy wynik jest uogólnieniem drugiej części lematu A4.2 z monografii
Guta [55] i pozwala otrzymać kompletną zbieżność pola losowego max

k�n
Xk, dla
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pól o niejednakowym rozkładzie. Lemat 3.6 został dowiedziony na potrzeby
dowodu twierdzenia 3.8, ale może być uogólniony do postaci, w której rozwa-
żamy szereg

∑
n

1
bn

(1−
∏
l�n

al,n), co pozwoli na dalsze rozszerzenia twierdzenia

Bauma-Katza dla pól losowych, na przykład w kierunku twierdzenia 11.1
z rozdziału VI monografii [55].

Przejdźmy teraz do głównych wyników tego podrozdziału. Zanim to zro-
bimy, w celu uproszczenia wypowiedzi, połóżmy M̂ r

n :=
∑
k�n

E|Xk|r.

Lemat 3.7. ([H2], lemat 2.5) Załóżmy, że {Xn, n ∈ Nd} jest polem zmien-
nych losowych o strukturze ujemnej zależności, zerowych wartościach ocze-
kiwanych i skończonych momentach absolutnych rzędu r, 1 ≤ r ≤ 2, wtedy
istnieje taka nieujemna stała C zależna tylko od d i j, że dla dowolnego x > 0
oraz j > 0, mamy

P(|Sn| > x) ≤ P
(

max
k�n
|Xk| >

x

j

)
+ C

(
1

xr
M̂ r

n

)j
.

Teza lematu 3.7 to nierówność typu Kahane’a-Hoffmanna-Jørgensena,
dzięki której możemy dowodzić twierdzenia Bauma-Katza dla pól losowych
o strukturze ujemnej zależności. Poniżej przytaczamy dwa takie twierdzenia.

Twierdzenie 3.8. ([H1], tw. 3.3; [H2], tw. 3.1) Załóżmy, że pole losowe
{Xn, n ∈ Nd} ma strukturę ujemnej zależności, zerowe wartości oczekiwane
i jest słabo średnio ograniczone przez zmienną losową ξ. Jeśli ponadto dla
stałych α1 i r spełnione są warunki: r ≥ 1, α1 >

1
2
i α1r ≥ 1 oraz

E|ξ|r(log+ |ξ|)p−1 <∞, (3.9)

to ∑
n∈Nd
|n|α1r−2P(|Sn| > |nα|ε) <∞ dla dowolnego ε > 0. (3.10)

Odwrotnie,

(i) jeśli r > 0, α1 >
1
2
, α1r ≥ 2 i dla dowolnego ε > 0∑

n∈Nd
|n|α1r−2P(max

k�n
|Sk| > |nα|ε) <∞, (3.11)

to jest spełnione (3.9) i gdy r ≥ 1, Eξ = 0;
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(ii) jeśli r > 0, α1 >
1
2
, α1r ∈ 〈1, 2) i dla dowolnego ε > 0 spełnione jest

(3.11), a ponadto warunek

P(|Xn| > |nα|)) = o

(
1

|n|

)
, (3.12)

to zachodzi teza jak w punkcie (i).

Przedstawione powyżej twierdzenie jest kolejnym uogólnieniem wyniku
Guta i Stadtmüllera (por. [53], tw. 1.3), otrzymanego dla pól niezależnych
zmiennych losowych, posiadających ten sam rozkład – na pola losowe o nie-
jednakowym rozkładzie i strukturze ujemnej zależności.

W tym miejscu warto zauważyć, że nawet dla ciągów niezależnych zmien-
nych losowych, ale o różnych rozkładach, w warunku koniecznym, bez do-
datkowych założeń nie można osłabić nierówności α1r ≥ 2. Warunek (3.11),
typu Bauma-Katza, jest spełniony przez ciągi zmiennych losowych, z podcią-
gami zachowującymi się jak zmienna losowa o bardzo ciężkim ogonie, niepo-
siadająca żadnego momentu; korzystając z lematu 3.7, można skonstruować
odpowiedni przykład. Dodatkowe założenie eliminujące takie podciągi jest
więc konieczne. Wydaje się, że jednym z najsłabszych jest warunek (3.12).
Z drugiej strony, jeżeli w twierdzeniu 3.8 założymy jednakowe rozkłady, to
oczywiście problem znika i otrzymujemy następujące uogólnienie wyniku Gu-
ta i Stadtmüllera (por. [53], tw. 1.3) na przypadek pól o strukturze ujemnej
zależności.

Twierdzenie 3.9. ([H1], tw. 3.4) Niech {Xn,n ∈ Nd} będzie polem zmien-
nych losowych o jednakowym rozkładzie, takim jak zmienna losowa X i struk-
turze ujemnej zależności. Jeśli ponadto dla stałych α1 i r spełnione są wa-
runki: r ≥ 1, α1 >

1
2
i α1r ≥ 1 oraz

E|X|r(log+ |X|)d−1 <∞ i EX = 0, (3.13)

to ∑
n

|n|α1r−2P(|Sn| > |nα|ε) <∞ dla wszystkich ε > 0. (3.14)

Odwrotnie, jeśli r > 0, α1 >
1
2
, α1r ≥ 1 i dla dowolnego ε > 0∑

n∈Nd
|n|α1r−2P(max

k�n
|Sk| > |nα|ε) <∞, (3.15)

to jest spełnione(3.9) i gdy r ≥ 1, EX = 0.
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W dalszej części tego podrozdziału analizujemy sytuację gdy α znajduje
się na prawym brzegu obszaru (1

2
,∞)d. Okazuje się, że jeśli przynajmniej

jedna ze współrzędnych wektora α jest równa 1
2
, to wystarczy, aby znaleźć

się w strefie przyciągania centralnego twierdzenia granicznego i – by otrzymać
zbieżność kompletną, mocne prawa wielkich liczb, twierdzenia typu Bauma-
Katza – musimy poprawić normowanie. Ten przypadek wyjaśnia następujące
twierdzenie.
Twierdzenie 3.10. ([H2], tw. 3.2) Niech {Xn, n ∈ Nd} będzie polem lo-
sowym o strukturze ujemnej zależności, słabo średnio ograniczonym przez
zmienną losową ξ i zerowych wartościach oczekiwanych. Jeśli ponadto dla
stałych α1 i r spełnione są warunki: r ≥ 1, α1 = 1

2
i α1r ≥ 1 oraz

E|ξ|r
(
log+ |ξ|

)p−1− r
2 <∞, Eξ2 = σ2 <∞, (3.16)

to

∑
n∈Nd
|n|(r/2)−2P(|Sn| ≥

√√√√ p∏
i=1

ni log(

p∏
i=1

ni)
d∏

i=p+1

nαii ε) <∞, (3.17)

dla ε > σ1

√
r − 2, gdzie p = max{k : αk = α1} i σ2

1 = κ1σ
2 (κ1 z def. WMB).

Odwrotnie, przypuśćmy, że r = 2 i p ≥ 2 albo r > 2, wówczas jeśli

∑
n∈Nd
|n|(r/2)−2P(max

k�n
|Sn| ≥

√√√√ p∏
i=1

ni log(

p∏
i=1

ni)
d∏

i=p+1

nαii ε) <∞ (3.18)

dla pewnego ε > 0, to

E|ξ|r
(
log+ |ξ|

)p−1− r
2 <∞. (3.19)

Przedstawiony powyżej wynik to uogólnienie twierdzenia dowiedzionego
przez Guta i Stadtmüllera dla pól niezależnych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkładzie (por. [53], tw. 1.4), na przypadek struktur z ujemną
zależnością i różnych rozkładach.

Następne twierdzenie zostało otrzymane bezpośrednio z lematu 3.7.
Twierdzenie 3.11. ([H2], tw. 3.3) Niech {kn, n ∈ Nd} będzie polem ta-
kich elementów Nd, że |kn| dąży do nieskończoności, gdy maxn dąży do nie-
skończoności; {Xn,i, i � kn, n ∈ Nd} będzie d-wymiarową tablicą, w wier-
szach takich pól losowych ze strukturą ujemnej zależności, że EXn,i = 0 oraz
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E|Xn,i|r < ∞ dla 1 ≤ r ≤ 2, i � kn i n ∈ Nd; ponadto niech {an, n ∈ Nd}
będzie nieujemnym polem liczbowym. Wówczas, jeśli spełnione są następujące
warunki:

(i)
∑

n∈Nd
an
∑
i�kn

P(|Xn,i| > ε) <∞, dla dowolnego ε > 0,

(ii) istnieje taka stała j > 0, że
∑

n∈Nd
an

( ∑
i�kn

E|Xn,i|r
)j

<∞,

to ∑
n∈Nd

anP(|
∑
i�kn

Xn,i| > ε) <∞, dla dowolnego ε > 0.

Powyższe twierdzenie jest rozszerzeniem wyników Sunga z pracy [101],
Dehua i współautorów z pracy [33] otrzymanych dla ciągów ujemnie zależ-
nych zmiennych losowych – na przypadek pól losowych ze strukturą ujemnej
zależności.

Na koniec tego podrozdziału porównamy metody dowodowe stosowane do
otrzymania wyników zamieszczonych w drugim i trzecim rozdziale. Twierdze-
nia Bauma-Katza z asymetrycznym normowaniem są oczywiście ogólniejszy-
mi niż analogiczne wyniki otrzymane w rozdziale drugim, ale wymagają też
dodatkowych założeń, które nie osłabiają się w przypadku jednorodnego nor-
mowania. Zatem można powiedzieć, że użyte w obu przypadkach narzędzia
dowodowe: nierówności Burkholdera i Rosenthala oraz nierówność Kahane’a-
-Hoffmanna-Jørgensena są adekwatne do stawianych tez. Dokładna argumen-
tacja tego stwierdzenia tkwi w dowodach wymienionych wyników.

3.3 Uwagi o nierówności Fuka-Nagaeva dla pól
losowych ze struktura ujemnego stowarzyszenia

W tym podrozdziale (por. [H2]) dyskutujemy możliwości uogólnienia twier-
dzeń Bauma-Katza, otrzymanych dla ciągów ujemnie stowarzyszonych zmien-
nych losowych, na przypadek pól losowych ze strukturą ujemnego stowarzy-
szenia; w szczególności twierdzeń typu Bauma-Katza z asymetrycznym nor-
mowaniem. Podobnie jak dla struktur: martyngałowej i ujemnej zależności,
tak i w tym przypadku kluczem może być nierówność Fuka-Nagaeva. Taki
wynik, dla ciągów ujemnie stowarzyszonych zmiennych losowych, został do-
wiedziony przez Shao i opublikowany w pracy [96]. Jego dowód oparty był
na metodach decouplingu; poniżej podajemy to twierdzenie porównawcze.
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Twierdzenie 3.12. (Shao [96], tw. 1) Niech {Xi, 1 ≤ i ≤ n} będzie skoń-
czonym ciągiem ujemnie stowarzyszonych zmiennych losowych a {X∗i , 1 ≤
i ≤ n} skończonym ciągiem niezależnych zmiennych losowych takich, że X∗i
i Xi mają ten sam rozkład dla każdego i = 1, 2, . . . , n. Wtedy, dla dowolnej
wypukłej, niemalejącej funkcji rzeczywistej f

Ef

(
max

1≤k ≤n

k∑
i=1

Xi

)
≤ Ef

(
max

1≤k ≤n

k∑
i=1

X∗i

)
, (3.20)

pod warunkiem że wartość oczekiwana po prawej stronie nierówności istnieje.

W przypadku d ≥ 2, Bulinski i Suquet (por. [14], tw. 2.12) pokazali,
że twierdzenie porównawcze Shao dla pól losowych o strukturze ujemnego
stowarzyszenia, jest nieprawdziwe.

Twierdzenie 3.13. (Bulinski, Suquet [14]) Niech f : R→ R będzie funkcją
taką, że f(1) > f(0) (w szczególności ściśle rosnącą). Wtedy dla dowolne-
go d > 1 istnieje pole losowe X = {Xj, j ∈ Nd} o strukturze ujemnego
stowarzyszenia i n ∈ Nd takie, że

Ef

(
max
k�n

∑
i�k

Xi

)
> Ef

(
max
k�n

∑
i�k

X∗i

)
, (3.21)

gdzie X∗ = {X∗j , j ∈ Nd} jest niezależną wersją pola X.

Metoda Shao, w przypadku ujemnie stowarzyszonych pól losowych, nie
tylko z tego powodu jest nieskuteczna. Shao stosuje nierówność maksymalną
dla nieujemnego supermartyngału. Ta nierówność jest nieprawdziwa dla pól
losowych, z tych samych powodów jak nierówność maksymalna Dooba (por.
uwagi na str. 11).

W pracy [H2], pokazujemy, że kluczową rolę w dowodzie twierdzeń typu
Bauma-Katza odgrywa nierówność Kahane’a-Hoffmanna-Jørgensena w wer-
sji (3.5). Moim zdaniem otwiera to pewne nowe możliwości dowodu twierdzeń
typu Bauma-Katza dla pól losowych o takich strukturach zależności, dla
których nie potrafimy udowodnić nierówności Fuka-Nagaeva. Ogólnie rzecz
ujmując, idea polega na przeniesieniu problemu na inne nierówności, które
dla danej struktury już są dowiedzione lub takie, które łatwiej udowodnić.
Punktem wyjścia może być, na przykład, nierówność postaci

P
(

max
k�n
|Sk| > x

)
≤ P

(
max
k�n
|Xk| >

x

j

)
+ C

(
1

xr
Mn

)j
, (3.22)
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gdzie Mn :=
∑
k�n

αk i αk ∈ R+.

Takie podejście, znane jako „general approach to SLLN”, wprowadzili
z dużym powodzeniem Fazekas i Klesov w pracy [41].

4 Nierówności stosowane w dowodach MPWL
dla pól o wartościach w przestrzeni Banacha

W tej części autoreferatu przedstawimy niektóre nierówności pozwalające
dowodzić mocne prawa wielkich liczb dla pól elementów losowych przyjmu-
jących wartości w przestrzeni Banacha. Podamy również charakteryzację geo-
metrii takich przestrzeni Banacha, w których zachodzi MPWL.

4.1 Nierówność Hajeka-Rényi’ego-Chowa

W tym podrozdziale przedstawiamy wyniki pochodzące z pracy [H6]. Tak jak
powiedzieliśmy we wstępie klasyczna nierówność Dooba nie da się uogólnić
na pola losowe, a zatem i nierówności Hajeka-Rényi’ego-Chowa (H-R-C).

Christofides i Serfling w pracy [23] udowodnili dla pola losowego o struk-
turze martyngałowej pewną wersję nierówności H-R-C. Analizując dowód
twierdzenia 2.2 z wymienionej pracy [23], zauważyliśmy, że tezę można roz-
ciągnąć na pola losowe o strukturze submartyngałowej.

Twierdzenie 4.1. ([H6], tw. 1.1) Niech {(Yk,Fk), k ∈ Nd} będzie polem
o strukturze submartyngałowej, {Fk, k ∈ Nd} filtracją spełniającą waru-
nek (F4) i niech {Ck, k ∈ Nd} będzie nieujemną, nierosnącą rodziną liczb
rzeczywistych. Wtedy dla dowolnego λ > 0 mamy

λP

(
sup

k�m,k�n
CkYk ≥ λ

)
≤ min

1≤s≤r

 ∑
k�m,k�n

(Ck − Ck;s;ks+1)EY +
k

−
∑
ki,i 6=s

Ck;s;ns

∫
[
ns⋃
ks=1

B
(s)
k1,...,kr

]c
Y +
k;s;ns

dP


≤ min

1≤s≤r

 ∑
k�m,k�n

(Ck − Ck;s;ks+1)EY +
k

 ,

(4.1)
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gdzie Ck;s;α = Ck1,...,ks−1,α,ks+1,...,kr ; jeśli ki > ni dla pewnego i = 1, 2, . . . , d to
przyjmujemy Ck = 0.

Twierdzenie 4.1 mimo swoich niedoskonałości działa całkiem dobrze. Przy
ewentualnych niewielkich, dodatkowych założeniach można otrzymać nierów-
ności dla pól losowych: Hajeka-Réni’ego, Kołmogorowa, ogólną postać moc-
nego prawa wielkich liczb Chowa (por. [23]). Utrzymując założenia wcześniej
cytowanego twierdzenia 2.2, Serflinga i Christofidesa, zmodyfikowaliśmy zda-
rzenie, którego prawdopodobieństwo jest szacowane w nierówności Hajeka-
-Rényi’ego-Chowa. Dzięki temu, uzyskaliśmy narzędzie do badania prawie
pewnej zbieżności w trybie-max, a nie tylko zbieżności w trybie-min, jak
miało to miejsce w pracy [23]. Zatem wszystkie uzyskane przez nich wyniki
pozostają prawdziwe również dla zbieżności w trybie-max, bez dodatkowych
założeń. Rozszerzenie nierówności (4.1) na przypadek obejmujący póla lo-
sowe o strukturze submartyngałowej pozwala stosować ją do prawie pewnej
zbieżności pól losowych o wartościach w przestrzeni Banacha (B, ‖ · ‖), gdy
wiemy, że normy sum częściowych {‖Sk‖,Fk,k ∈ Nd} są (rzeczywistym) po-
lem losowym o strukturze submartyngałowej.

Zanim przejdziemy do omawiania następnych twierdzeń, podamy kilka
pomocniczych wyników uzyskanych w pracy [H6]. Pierwszy wynik to wie-
lowymiarowa wersja lematu Kroneckera, równoważna wersji Martikainena
(por. [76], s. 435), ale postać konieczna do dowodów prawie pewnej zbież-
ności w trybie-max . Zauważmy, że dla d > 1 założenie, iż elementy tablicy
{x(l,m), (l,m) ∈ Nd} są dodatnie, jest konieczne – w odróżnieniu od przy-
padku jednowymiarowego.

Lemat 4.2. ([H6], lemat 2.2) Niech s, t ≥ 1 będą takimi liczbami naturalny-
mi, że s+t = d, {al, l ∈ Ns} oraz {bm, m ∈ Nt} takimi rosnącymi (względem
|l|, |m|) polami liczb dodatnich, że al → ∞, bm → ∞ w trybie-max. Ponad-
to, niech {x(l,m), (l,m) ∈ Nd} będzie tablicą liczb dodatnich o następującej
własności ∑

(l,m)∈Nd

x(l,m)

albm
<∞.

Wtedy
1

aN1

∑
(l,m)�(N1,N2)

x(l,m)

bm
→ 0, gdy maxN1 →∞,

dla każdego N2 ∈ Nt.

Kolejny lemat podaje charakteryzację geometrii przestrzeni Banacha w ter-
minach nierówności typu Marcinkiewicza-Zygmunda dla pól elementów loso-
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wych ze strukturą niezależności. Wynik jest wnioskiem ze stwierdzenia 2.1
uzyskanego przez Woyczyńskiego w pracy [112].

W tym podrozdziale EX będzie oznaczać całkę Bochnera elementu loso-
wego X(ω) o wartościach w przestrzeni Banacha (B, ‖ · ‖).

Lemat 4.3. ([H6], lemat 2.3) Niech (B, ‖ · ‖) będzie rzeczywistą, ośrodkową
przestrzenią Banacha, wtedy dla p, q ∈ R takich, że 1 ≤ p ≤ 2 i q ≥ 1,
następujące warunki są równoważne:

(i) B jest przestrzenią Rademachera typu p;

(ii) Istnieje taka stała dodatnia C, zależna tylko od p i q, że dla dowolne-
go pola {Xk, k ∈ Nd} niezależnych elementów losowych o wartościach
w przestrzeni B, o zerowych wartościach oczekiwanych, posiadających
moment absolutny rzędu q, spełniona jest nierówność

E‖
∑
k�n

Xk‖q ≤ CE(
∑
k�n

‖Xn‖p)q/p. (4.2)

Twierdzenie 4.1 wraz z lematami 4.2 i 4.3 pozwala udowodnić następujące
prawo wielkich liczb typu Brunka-Prokhorova będące częściowym uogólnie-
niem twierdzenia 3.1 dowiedzionego przez Woyczyńskiego w pracy [112].

Twierdzenie 4.4. ([H6], tw. 2.4) Niech {Xn, n ∈ Nd} będzie takim polem
niezależnych zmiennych losowych o wartościach w przestrzeni Banacha B, że
EXn = 0 i E‖Xn‖pq <∞ dla każdego n ∈ Nd oraz

min
1≤s≤d

∑
n∈Nd

E‖Xn‖pq

ns|n|pq−q
<∞, dla 1 ≤ p ≤ 2, q > 1. (4.3)

Jeśli ponadto, przestrzeń Banacha B jest przestrzenią Rademachera typu p,
to

lim(max)
Sn

|n|
→ 0 p.p. (4.4)

Związki pomiędzy geometrią przestrzeni Banacha, szybkością zbieżności
w słabym prawie wielkich liczb (SPWL) i prawem wielkich liczb Brunka-
Prokhorova podaje poniższe twierdzenie, które jest odpowiednikiem dla cią-
gów elementów losowych (por. [112], tw. 3.2).

Twierdzenie 4.5. ([H6], tw. 2.7) Niech p i q będą takimi stałymi, że
1 ≤ p ≤ 2, q ≥ 1, wtedy następujące warunki są równoważne:
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(i) B jest przestrzenią Rademachera typu p;

(ii) dla dowolnego λ > 0 istnieje taka stała Cλ, że dla dowolnego pola nieza-
leżnych elementów losowych {Xn, n ∈ Nd} o wartościach w przestrzeni
Banacha B, spełniona jest nierówność∑

n∈Nd
|n|−1P

(
‖Sn‖
|n|

≥ λ

)
≤ Cλ

∑
n∈Nd

E‖Xn‖pq

|n|pq−q+1
.

Przedstawiona idea, oparta na twierdzeniu 4.1, może być z powodzeniem
wykorzystana do badania prawie pewnej zbieżności pól losowych o warto-
ściach w przestrzeni Banacha z martyngałową strukturą zależności; wymaga
to oczywiście mocniejszych założeń na geometrię przestrzeni – p -jednostajna
gładkość (lub p -wygładzalność). Na przykład, taką ścieżką zostało dowie-
dzione w pracy [100] mocne prawo wielkich liczb Brunka-Prokhorova, dla pól
przyrostów martyngałowych (wraz z charakteryzacją geometrii przestrzeni
Banacha).

4.2 Nierówność typu Marcinkiewicza
W tej części rozdziału podajemy pewną wersję nierówności Marcinkiewicza
dla pól losowych, która pozwala otrzymać mocne prawa wielkich liczb typu
Brunka-Prokhorova. Korzystanie z tej nierówności w dowodach MPWL, przy
założeniu prawdziwości słabego prawo wielkich liczb, nie wymaga informa-
cji o geometrii przestrzeni Banacha. Twierdzenia tego typu stanowią dobre
uzupełnienie wyników poprzedniego podrozdziału.

Lemat 4.6. ([H6], lemat 2.11) Niech q ≥ 1; istnieje taka dodatnia stała
C(q), że dla dowolnego pola {Xn, n ∈ Nd} elementów losowych ze strukturą
niezależności, przyjmujących wartości w ośrodkowej przestrzeni Banacha B,
prawdziwe są nierówności:

(i) jeśli 1 ≤ q ≤ 2, to

E |‖Sn‖ − E‖Sn‖|q ≤ C(q)
∑
k�n

E‖Xk‖q,

dla q = 2 można przyjąć C(2) = 4;
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(ii) jeśli q > 2, to

E|‖Sn‖ − E‖Sn‖|q ≤ C(q)

(∑
k�n

E‖Xk‖2

)q/2

+
∑
k�n

E‖Xk‖q
 .

Zastosowanie lematu 4.6 pozwala uogólnić wynik Acosty (por. [1], tw. 3.2)
na pola elementów losowych.

Twierdzenie 4.7. ([H6], Theorem 2.12) Niech {Xn, n ∈ Nd} spełnia za-
łożenia lematu 4.6, EX = 0 oraz ‖Sn‖/|n| → 0 wg prawdopodobieństwa
w trybie-max, wtedy:

(i) jeśli 1 ≤ q ≤ 2, to
∑

n∈Nd

E‖Xn‖q
|n|q <∞ implikuje MPWL (4.4),

(ii) jeśli q ≥ 2, to
∑

n∈Nd

E‖Xn‖q

|n|
q
2+1

<∞ implikuje MPWL (4.4).

5 Kilka mocnych praw wielkich liczb
w sektorze

W rozważaniach o mocnych prawach wielkich liczb dla pól losowych można
postawić jeszcze jedno pytanie, sygnalizowane już we wstępie. Przypuśćmy,
że indeksy n – sum częściowych Sn są wybierane z pewnego nieskończone-
go podzbioru A ⊂ Nd. Badając zbieżność takich sum, rozważamy więc nie
wszystkie. Czy zatem można przypuszczać (por. Gabriel, [42]), że dzięki temu
będziemy mogli osłabić warunek konieczny i wystarczający dla MPWL? Jest
to jeden z najtrudniejszych problemów prawie pewnej zbieżności, powiązany
z problemem twierdzeń granicznych dla „podciągów” (por. Klesov, [67], str.
246).

Zbieżność pola losowego indeksowanego nieskończonym zbiorem A ⊂ Nd
będziemy rozumieć następująco

ξn → 0 p.p., gdy n→∞ (w danym trybie zbieżności) i n ∈ A. (5.1)

Jeśli n→∞ oznacza maxn→∞, to (5.1) jest równoważne

P (|ξn| ≥ ε i.o., n ∈ A) = 0, dla dowolnego ε > 0,
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gdzie
{Bn i.o.,n ∈ A} :=

⋂
n∈A

⋃
k�n,k∈A

Bk.

5.1 Wyniki dla pól losowych ze strukturą niezależności
Na pytanie postawione przez Gabriela twierdzącej odpowiedzi udzielił Gut,
dowodząc mocne prawa wielkich liczb dla pól niezależnych zmiennych, loso-
wych posiadających ten sam rozkład (por. [50]); przyjmując jako nieskończo-
ny podzbiór

A = Sdθ :=

{
(i1, ..., id) ∈ Nd : θ <

il
ik
<

1

θ
, dla wszystkich l 6= k = 1, ..., d

}
,

gdzie θ jest dowolną liczbą z przedziału (0, 1). Zbiór Sdθ nazwał d -wymiarowym
sektorem, a rozpatrywaną zbieżność – zbieżnością sektorialną. Zauważmy, że:

• zbieżności sektorialne w trybie-max i trybie-min są równoważne;

• wobec dowolności θ, sektor nie zatraca charakteru d -wymiarowości,
a zbieżność sektorialna bardzo dobrze przybliża zbieżność w Nd w aspek-
cie zastosowań statystycznych.

Gut pokazał, że warunki konieczne i wystarczające w mocnym prawie
wielkich liczb Marcinkiewicza oraz prawie iterowanego logarytmu Hartmana-
-Wintnera, dla zbieżności sektorialnej pól niezależnych zmiennych losowych
o jednakowym rozkładzie, są dokładnie takie same jak w przypadku jedno-
wymiarowym.

W pracy [H4] uogólniamy bardzo interesujące ważone prawo wielkich
liczb, otrzymane przez Jajtego w pracy [58], na przypadek pól losowych,
a w szczególności zbieżności sektorialnej. Mówiąc dokładniej, podajemy wa-
runki konieczne i wystarczające dla zbieżności

1

g(|n|)
∑

k�n,n∈Sdθ

1

h(|k|)
ξk = σn −→ σ p.p., gdy maxn→∞, (5.2)

gdzie ξk = Xk − E (XkI[|Xk| ≤ φ(|k|)]) i φ(y) ≡ g(y)h(y).
Dla ujednolicenia oznaczeń, przyjmijmy, że Sd0 = Nd. Zatem Sdθ jest teraz

określone dla wszystkich 0 ≤ θ < 1.
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Ze względu na dużą dowolność doboru funkcji wagowej i normującej, wy-
nik może być postrzegany jako prawie pewna zbieżność (h, g) transformat
pól losowych lub metoda (h, g) sumowalności tych pól.

W wypowiedzi głównego wyniku tego podrozdziału występują funkcje g,
h i φ = g · h, o których będziemy zakładać:

(A1) g i h są dodatnie, g jest rosnącą i taką, że limy→∞ g(y) =∞;

(A2) φ jest ściśle rosnąca na przedziale 〈t,∞) oraz φ(〈t,∞)) = 〈0,∞),
dla pewnego t ≥ 0;

(A3) istnieją takie stałe dodatnie C i k0, że φ(y + 1)/φ(y) ≤ C;

(A4) istnieją takie stałe a i b, że

φ2(s)
∑
k≥s

dθ(k)

φ2(k)
≤ as+ b, dla s > t i 0 < θ < 1,

φ2(s)
∑
k≥s

dθ(k)

φ2(k)
≤ as(log+ s)d−1 + b, dla s > t i θ = 0,

gdzie

dθ(k) = card
{
n ∈ Sdθ : |n| = k

}
, k ∈ N. (5.3)

Ponadto połóżmy m
k

:= E (XkI[|Xk| ≤ φ(|k|)]) , k ∈ Nd; możemy teraz
sformułować zapowiedziany wcześniej wynik.

Twierdzenie 5.1. ([H4], tw. 1) Niech
{
Xn, n ∈ Nd

}
będzie polem niezależ-

nych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie jak zmienna losowa X,
funkcje g, h i φ spełniają (A1)–(A4), wtedy następujące warunki

lim(max)
1

g(|n|)
∑

k�n,n∈Sdθ

Xk −mk

h(|k|)
−→ 0 p.p. (5.4)

oraz

Eφ−1 (|X|) <∞, dla 0 < θ < 1, (5.5)

Eφ−1 (|X|)
(
log+ φ−1 (|X|)

)d−1
<∞, dla θ = 0.

są równoważne.
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Twierdzenie 5.1 zawiera metody sumowalności takie jak: średnie Cesàro
(C, 1), średnie logarytmiczne, transformacje typu mocnego prawa wielkich
liczb Marcinkiewicza i podobne. Metody sumowalności pól losowych były
przedmiotem wielu badań; wymieńmy najważniejsze prace i ich autorów:
Hoffmann-Jørgensen, Su i Taylor – [56], Gut i Stadtmüller – [52], Moricz
– [88]. Przedstawione w tym podrozdziale mocne prawo wielkich liczb (5.4)
stanowi uzupełnienie wyników otrzymanych w wymienionych publikacjach.

5.2 Wyniki dla pól losowych ze strukturą
zależności w parach

Bardzo ważnym kierunkiem osłabiania niezależności ciągów zmiennych loso-
wych jest założenie badanego warunku tylko dla dowolnej pary zmiennych
losowych. Taka właśnie zależność będzie przedmiotem rozważań w tym pod-
rozdziale. Z tym kierunkiem badań związane są nazwiska znanych proba-
bilistów. Chung (por. tw. 5.2.2 w [26]), zakładając niezależność w parach,
udowodnił słabe prawo wielkich liczb. Przy tym samym założeniu znacznie
ogólniejszy wynik dowiódł Etemadi w [38], przedstawiając bardzo „spryt-
ny” dowód MPWL, bez stosowania nierówności Kołmogorowa. Csörgő, Totik
i Tandori w [28] i [30] pokazali, że metodę Etemadiego można stosować do
zmiennych losowych o różnych rozkładach parami niezależnych, ale pokaza-
li też, że założenie nie może być osłabione do zmiennych losowych parami
nieskorelowanych. Należy też wymienić prace Martikainena [77] oraz Cuesty
i Matrana [27]. Ostatnich kilkanaście lat przyniosło wyniki dotyczące ciągów
zmiennych losowych parami asymptotycznie (quasi) niezależnych, można tu
wymienić prace: Chena [24], Gao i współautorów [44], [45] i [46], Li [75],
Chenga [25] oraz parami (quasi-asymptotycznie) zależnych, na przykład pra-
ce Matuły [78] i [79], Azarnooscha i współautorów [5]. Na bazie tych wyni-
ków powstało bardzo wiele prac dotyczących modeli ryzyka inwestycyjnego
(finansowego), ubezpieczeniowego, oceny prawdopodobieństwa ruiny itp.

W dalszej części tego rozdziału, opartego na wynikach pracy [H5], bę-
dziemy rozważać pola losowe ze strukturą zależności zdefiniowaną w oparciu
o pojęcie kopuły; często używanej w stochastycznych modelach finansowych,
matematyce aktuarialnej. Przypomnijmy definicję (por. [89]).

Dwuwymiarową kopułą nazywamy funkcję C : [0, 1]2 −→ [0, 1] spełniają-
cą następujące warunki (dwuwymiarowej dystrybuanty):
• C(u, 0) = C(0, v) = 0, C(u, 1) = u, C(1, v) = v

• C(u2, v2)− C(u2, v1)− C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0, dla 0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ 1
i 0 ≤ v1 ≤ v2 ≤ 1.
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Dla dowolnych zmiennych losowych X i Y o rozkładach FX(x) i FY (y),
istnieje taka kopuła CX,Y (u, v), że

P (X ≤ x, Y ≤ y) = CX,Y (FX(x), FY (y)) .

Z twierdzenia Sklara (por. [89], tw. 2.3.3) wiadomo, że funkcja CX,Y (u, v)
jest określona jednoznacznie na produkcie zbiorów wartości dystrybuant
Ran(FXi

)×Ran(FYj).

Będziemy rozważać pola losowe
{
Xn, n ∈Nd

}
, dla których dwuwymiaro-

wa kopuła spełnia warunek

CXi,Xj
(u, v)− uv ≤ qi,juv(1− u)(1− v), (5.6)

gdy (u, v) ∈Ran(FXi
)×Ran(FYj) i qi,j ≥ 0 dla każdego i 6= j. Zauważmy, że

warunek (5.6) możemy przedstawić w następującej równoważnej postaci

P (Xi ≤ s,Xj ≤ t)− P (Xi ≤ s)P (Xj ≤ t) (5.7)
≤ qi,jP (Xi ≤ s)P (X j ≤ t)P (Xi > s)P (Xj > t) ,

dla każdego s, t ∈ R.
Struktura zależności określona warunkiem (5.7) zawiera w sobie pola lo-

sowe (ciągi zmiennych losowych) parami ujemnie (kwadrantowo) zależne,
(w szczególności parami niezależne), jak również struktury określone kopuła-
mi Farlie-Gumbela-Morgersterna, Ali-Mikhaila-Haqa i rodziną kopuł Plac-
ketta. Rozważane pola losowe są również powiązane z polami zmiennych
asymptotycznie kwadrantowo niezależnych i asymptotycznie kwadrantowo
subniezależnych.

Fundamentalną rolę w dowodach twierdzeń pełni wersja drugiego lema-
tu Borela-Cantelli’ego, dla zdarzeń parami zależnych o strukturze zależności
rozważanego pola losowego.

Lemat 5.2. ([H5], lemat 3.3) Niech
{
An ∈ F, n ∈Sdθ

}
będzie pewną rodziną

zdarzeń określonych na przestrzeni probabilistycznej (Ω,F,P) oraz
{
qi,j, i, j ∈Sdθ

}
polem liczb dodatnich, które razem spełniają warunki:

(i)
∑

n∈Sdθ

P (An) =∞,

(ii) istnieje takie n0∈Sdθ , że dla wszystkich k, j ∈Ŝdθ (n0)
P (Ak ∩ Aj)− P (Ak)P (Aj) ≤ qi,jP (Ak)P (Aj) ,
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(iii) sup
k,j∈Ŝdθ (n0)

qk,j <∞,

gdzie Ŝdθ (n) := Sdθ \ (n) dla n ∈ Sdθ .
Wówczas dla dowolnego m � n

0

P
(
An, i.o. n ∈ Sdθ

)
≥ 1

1 + supk,j∈Ŝdθ (m) qk,j
.

Lemat (5.2) pozwala udowodnić następujące dwa twierdzenia. Pierwsze
z nich można porównać z wynikiem zawartym w pracy [68], gdzie autor zaj-
muje się klasą pól losowych o strukturze zależności asymptotycznie kwadran-
towo sub-niezależnej, czyli węższą klasą pól losowych niż rozważane przez nas.
Dodatkowo zakłada, że pole liczbowe współczynników mających wpływ na
zależność w tej strukturze – qk,j jest zależne od max |k− j|, my nie czynimy
żadnych założeń tego typu. Ponadto, podajemy warunki konieczne i wystar-
czające, zaś w pracy [68] spotykamy tylko warunek wystarczający.

Dla zwięzłości sformułowania tego twierdzenia, wprowadźmy niezbędne
oznaczenia:

Sdθ (n) := Sdθ ∩ (n) , Sdθ (|n|) :=
{
i ∈ Sdθ : |i| ≤ |n|

}
.

Twierdzenie 5.3. ([H5], tw. 2.1) Niech
{
Xn, n ∈Sdθ

}
będzie polem zmien-

nych losowych o jednakowym rozkładzie, strukturze zależności określonej wa-
runkiem (5.6) i takim, że∑

j∈Sdθ

∑
i∈Sdθ (|j|),i6=j

|j|−2 qi,j <∞ i sup
k,j∈Sdθ

qk,j <∞. (5.8)

Przy powyższych założeniach, następujące warunki są równoważne:

(i) lim(max)
1

|n|
∑

k∈Sdθ (n)

(Xk −mk)→ 0 p.p., (5.9)

(ii) E |X|
(
log+ |X|

)d−1
<∞, jeśli θ = 0, (5.10)

E |X| <∞, jeśli θ ∈ (0, 1).

Bardziej klasyczna wersja tego mocnego prawa wielkich liczb dla parami
zależnych zmiennych losowych spełniających warunek (5.6) może być sfor-
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mułowana w następujący sposób.

Twierdzenie 5.4. ([H5], tw. 2.2) Niech
{
Xn,n ∈Sdθ

}
będzie polem zmien-

nych losowych o jednakowym rozkładzie, strukturze zależności określonej wa-
runkiem (5.6) oraz spełniającym (5.8). Wówczas, warunek (5.10) jest rów-
noważny następującemu – istnieje taka stała c, że

lim(max)
1

Mθ (n)

∑
k∈Sdθ (n)

Xk → c, p.p., (5.11)

gdzie Mθ (n) := Card(Sdθ (n)).
Jeśli (5.10) jest spełnione, to c = EX.

Wielu autorów, zajmujących się twierdzeniami tego typu, koncentrowało
się na uogólnieniach nieskończonego podzbioru A ⊂ Nd. Można tu wymienić
prace: Bassa, Pyke’a [7] i [8], Klesova [67] (por. tw. 9.8 uogólniające brzeg
sektora do postaci funkcyjnej), Klesova i Rychlika [66], Indlekofera i Kleso-
va [59]. We wszystkich tych pracach otrzymano mocne prawa wielkich liczb
Kołmogorowa dla pól niezależnych zmiennych losowych o tym samym roz-
kładzie. W naszych badaniach stwierdzamy, że sektor jest wystarczający dla
zastosowań statystycznych. Skupiamy się wyłącznie na uogólnieniu struktury
pola losowego i (lub) mocnych praw wielkich liczb dla zbieżności sektorialnej.
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VI Opis dorobku niewchodzącego w skład osiągnięcia
naukowego

1 Słaba zbieżność pól elementów losowych

Ten rozdział oparty jest na wynikach uzyskanych w pracy [D4], w której zaj-
mujemy się słabą zbieżnością pól elementów losowych o wartościach w prze-
strzeni metrycznej. Takie problemy pojawiają podczas badania słabej zbież-
ności procesów stochastycznych, procesów empirycznych lub losowo zatrzy-
mywanych sum empirycznych utworzonych z próbek z rozkładu ciągłego
z „czasem” w Rq. W ogólniejszym kontekście takie wyniki mogą stanowić
podstawy do zastosowań pól losowych w biologii, propagacji fal elektroma-
gnetycznych rozchodzących się w ośrodku o losowych parametrach lub w ba-
daniu przepływów turbulentnych.

Twierdzenia pochodzące z pracy [D4] uogólniają lub uzupełniają wyniki
zawarte w publikacjach: [3], [4], [9], [10], [29] i [31].

1.1 Słaba zbieżność pól z losowym indeksem

Będziemy rozważać pole losowe {Yn, n ∈ Nd} określone na przestrzeni pro-
babilistycznej (Ω,F,P), o wartościach w ośrodkowej przestrzeni metrycznej
(S, ρ), z σ-ciałem zbiorów borelowskich B. Niech ponadto {Nn,n ∈ Nd} bę-
dzie d-wymiarowym polem zmiennych losowych określonych na przestrzeni
probabilistycznej (Ω,F,P), mówiąc dokładniej Nn = (N

(1)
n , N

(2)
n , . . . , N

(d)
n ),

gdzie N (i)
n dla każdego 1 ≤ i ≤ d oraz n ∈ Nd jest zmienną losową przyjmu-

jącą wartości naturalne.
Niech Y będzie elementem losowym o wartościach w przestrzeni metrycz-

nej (S, ρ) o rozkładzie µ oraz

lim(min)Yn
D−→ µ. (1.1)

Podajemy warunki wystarczające (w większości przypadków również koniecz-

43



ne) jakie powinno spełniać pole losowe {Yn, n ∈ Nd}, by zagwarantować
zbieżność

lim(min)YNn

D−→ µ, (1.2)

nie nakładając żadnych warunków na zależność probabilistyczną pomiędzy
polem losowym {Yn, n ∈ Nd} i polem losowych indeksów {Nn, n ∈ Nd}.

Jeśli założymy, że pole losowe {Yn, n ∈ Nd} spełnia następujący uogól-
niony warunek Anscombiego:∧

ε>0

∨
δ>0

lim sup
minn→∞

P( max
i∈Dn(δ)

ρ(Yi, Yn) ≥ ε) ≤ ε, (1.3)

gdzie
Dn(δ) := {i ∈ Nd : |ki − kn| ≤ δkn}

a {kn, n ∈ Nd} jest takim polem liczb nieujemnych, że lim(max)kn →∞, to
warunek (1.1) jest równoważny warunkowi (1.2), jeśli

lim(min)kNn/kan

P−→ 1, (1.4)

dla pewnego pola liczbowego {an, n ∈ Nd} przyjmującego wartości w Nd oraz
takiego, że min an →∞, gdy minn→∞.

Interpretację pola liczbowego {kn, n ∈ Nd}, które wykorzystywaliśmy
w uogólnionym warunku Anscombiego, znajdziemy we wniosku z twierdze-
nia 1, podanym w pracy [D4]. Mianowicie, jeżeli przyjmiemy Yn := Sn/Bn,
gdzie Sn =

∑
k�nXk a {Xn,n ∈ Nd} jest takim polem niezależnych zmien-

nych losowych, że EXn = 0, ES2
n = B2

n <∞, oraz Bn →∞ gdy minn→∞,
wtedy (1.1) i (1.2) są równoważne, gdy w warunku Anscombiego użyjemy po-
la liczbowego kn = B2

n.
W tej części podrozdziału będziemy przedstawiać warunki wystarczające

i konieczne dla zbieżności (1.2), osłabiając warunek (1.4), nakładany na pole
losowe {Nn,n ∈ Nd}. kosztem wzmocnienia założeń na pole losowe {Yn, n ∈
Nd}, o którym będziemy zakładać, że

lim(min)Yn
D−→ µ (stabilnie). (1.5)

Warunek analogiczny do warunku Anscombiego tym razem zachodzi dla do-
wolnego zdarzenia A ∈ B :

lim sup
minn→∞

PA( max
i∈Dn(δ)

d(Yi, Yn) ≥ ε) ≤ εP(A), (1.6)
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natomiast pole losowe {Nn,n ∈ Nd} musi spełniać warunek, który żąda,
aby dla dowolnego ε > 0 i δ > 0 istniał skończony, rozłączny i mierzalny
podział przestrzeni Ω na zdarzenia {A1, . . . , AM} oraz takie d-wymiarowe
pole liczbowe {anj ∈ Nd}, 1 ≤ j ≤ M, n ∈ Nd, że min anj → ∞, gdy
minnj →∞; i spełniona jest nierówność

lim sup
minn→∞

M∑
j=1

PAj(|kNn − kanj
| > δkanj

) ≤ ε, (1.7)

gdzie {kn, n ∈ Nd} jest takim polem liczb jak w warunku Anscombiego (1.3).
W pracy [D4] zwracamy uwagę, że jeśli założymy (1.5) i utrzymamy pozostałe
założenia, to otrzymamy również zbieżność stabilną w (1.2). Z drugiej strony,
jak pokazuje twierdzenie 3 z pracy [D4], aby otrzymać (1.2) z warunkiem
(1.7), nie możemy osłabić założenia Yn

D−→ µ (stabilnie).
Przedstawione wyniki, w głównej mierze, uogólniały twierdzenia Aldousa

zawarte w pracy [3] – do niestacjonarnych pól losowych.

1.2 Losowe funkcjonalne CTG
W tej części podrozdziału przedstawiamy funkcjonalne centralne twierdze-
nie graniczne, dla elementów losowych przyjmujących wartości w pewnej
przestrzeni metrycznej i posiadających wielowymiarowy losowy indeks. Je-
śli tą przestrzenią metryczną będzie zbiór wszystkich funkcji określonych na
Td = 〈0,∞)d, „ciągłych z góry i posiadających granice z dołu” (por. def.
w [73]), to elementy losowe o wartościach w tej przestrzeni są bardzo waż-
ną klasą procesów stochastycznych. Wyniki dla słabej zbieżności takich ele-
mentów losowych, mogą znaleźć zastosowanie w analizie słabej zbieżności
procesów empirycznych.

Wyniki, które omawiamy uogólniają główne twierdzenia zawarte w pra-
cach: [4], [9], [10], [29] i [31]. By przedstawić je dokładniej, musimy wpro-
wadzić kilka dodatkowych oznaczeń. Na zbiorze wszystkich funkcji „ciągłych
z góry i posiadających granice z dołu” określonych na zbiorze Td wprowadza-
my metrykę % (por. def. w [73]); powstałą przestrzeń metryczną oznaczamy
(Dd [0,∞) , %), okazuje się ona być ośrodkową i zupełną (por. [73]). W dalszej
części tego podrozdziału iloczyn wektorów i pól d-wymiarowych będziemy ro-
zumieć jako iloczyn macierzowy, to znaczy: niech q, t ∈ Td i 0 < |q| < ∞
oraz pn = (p

(1)
n , ..., p

(d)
n ), gdzie pin ∈ Td dla 1 ≤ i ≤ d, wtedy

q · t := (q1t1, ..., qdtd), t · pn := (t1p
(1)
n , ..., tdp

(d)
n ).
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Dla dowolnego, ustalonego 0 < α <∞ definiujemy odwzorowanie

Fqx(t) = |q|−αx(q1t1, ..., qdtd),

określone na – i o wartościach w przestrzenni Dd [0,∞) .
Niech Z = Z(t), t ∈ Td będzie elementem losowym o wartościach wDd [0,∞) ,

{kn = (k
(1)
n , ..., k

(d)
n ), n ∈ Nd} takim d-wymiarowym, dodatnim polem licz-

bowym, że |kn| =
d∏
i=1

k
(i)
n → ∞, gdy minn → ∞ oraz n � m implikuje

|kn| ≤ |km|. Wówczas dla ustalonego 0 < α <∞, każdego t ∈ Td i kn ∈ T+
d

określamy pole elementów losowych

Yn(t) := |kn|−αZ(t · kn), n ∈ Nd. (1.8)

Dla takiego pola losowego, następujące warunki są równoważne (por. [D4],
tw. 4):

(i) lim(min)Yn
D−→ µ (stabilnie),

(ii) lim(min)YNn

D−→ µ, dla dowolnego pola losowego {Nn,n ∈ Nd} speł-
niającego warunek (1.7).

Przytoczmy kilka uwag do tego wyniku, podanych w pracy [D4]:

• procesy rozważane w pracach: [9], [10] i [29] są szczególnymi przypad-
kami procesu określonego w (1.8);

• warunek (1.7) jest najsłabszym z możliwych, przy którym nie nakła-
damy żadnych warunków na strukturę zależności pomiędzy polami
losowymi {Yn, n ∈ Nd} i {Nn, n ∈ Nd};

• wobec powyższej uwagi, otrzymany wynik jest najlepszym z możliwych,
w rozważanym aspekcie;

• wynik uogólniał prace [9], [10] i [31];

• równoważność pozostaje prawdziwa, jeżeli rozważania ograniczymy do
przestrzeni Dd[0, 1].

Jako zastosowanie otrzymano następujące losowe funkcjonalne twierdze-
nie graniczne (por. [D4], tw. 5]).
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Niech Yn(t) := (|n|)−1/2
∑

k�n·tXk, dla t ∈ Td [0, 1] . Jeśli {Xn,n ∈ Nd}
jest takim stacjonarnym, ergodycznym polem przyrostów martyngałowych
względem filtracji {Fn =

∨
k�n σ(Xk), n ∈ Nd}, że EX2

n = 1, wówczas

lim(min)YNn

D−→ W w Dd [0, 1] ,

dla dowolnego pola {Nn,n ∈ Nd} spełniającego warunek (1.7) z polem nor-
mującym {kn = |n|, n ∈ Nd}, gdzie W jest d-parametrowym procesem
Wienera.

2 MPWL Fellera dla pól elementów losowych

W tej części autoreferatu przedstawimy uogólnienie mocnego prawa wielkich
typu Fellera dla pól elementów losowych przyjmujących wartości w przestrze-
ni Banacha (B, ‖ ‖), korzystając z metod obserwacji granicznego zachowania
się sum elementów losowych indeksowanych pewnymi podzbiorami Nd.

Zacznijmy od dodatkowych oznaczeń i warunków. Niech {an, ∈ Nd} bę-
dzie takim polem liczb dodatnich, że an →∞, gdy maxn→∞, dla którego
istnieje wstępujący ciąg {Dk, k ∈ N}, skończonych podzbiorów Nd posiada-
jących następujące własności:

(A) niech Ik := Dk −Dk−1, k ≥ 1, jeśli n ∈ Ik, to (n) ⊆ Dk;

(B) istnieją takie stałe τ > 1 i C1, C2 > 0, że dla dowolnego k i n ∈ Ik,
spełniony jest warunek C1τ

k ≤ an ≤ C2τ
k;

(C) dla dowolnego k istnieje rodzina rozłącznych prostokątów Ekl i odpo-
wiednia zbiór indeksów Rk takich, że Ik =

⋃
l∈Rk

Ekl;

(D) ν0 lim sup max
n∈Ik

τ−k
∑
i=1

τ k |{t ∈ Ri : Eit ∩ (n) 6= 0}| <∞.

Warunki (A)-(D) zostały wprowadzone przez Mikosha i Norvaisę w pra-
cy [84]. Taką własność pola liczbowego nazwano „weak star property” – WSP.
Warunek wydaje się dziwny i skomplikowany, ale zredukowany do jednego
wymiaru „zachowuje się tak jak potrzeba”: gdy d = 1, rosnący do nieskończo-
ności ciąg {an, ∈ N} spełnia warunek WSP i założenie (2.2) implikuje znany
warunek Fellera

∑
k ≥n

a−2
k = O(n/a2

n).
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Okazuje się (por. [83]), że aby otrzymać MPWL wystarczy, aby sumy ele-
mentów losowych indeksowanych zbiorami Ekl spełniały określony warunek
asymptotyczny (jest to też warunek konieczny).

W pracy [D1] dowodzimy (por. lemat 2.2), że jeśli {Xn, n ∈ Nd} jest po-
lem niezależnych, symetrycznych elementów losowych o wartościach w prze-
strzeni Banacha B oraz spełnione są następujące dwa warunki:

(i) |Xk| ≤ ak, k ∈ Nd;

(ii) lim(max)Sn/an
P−→ 0;

to

E‖SEkl/dk ‖p → 0, gdy k →∞, jednostajnie względem l ∈ Rk, (2.1)

dla każdego p > 0.
Stosując powyższy lemat, możemy otrzymać uogólnienie MPWL typu

Fellera (por. [D1], tw. 3.1). W celu sformułowania tego wyniku, wprowadźmy
oznaczenia: Mj := card{n ∈ Nd : an ≤ j} i mj := Mj −Mj−1, dla każdego
j ≥ 1. Przypuśćmy ponadto, że istnieje liczba naturalna j0 i takie dodatnie
stałe C3, C4, że dla każdego j ≥ j0

Mj ≤ C3Mj−1,
∑
i ≥j

i−3Mi ≤ C4j
−2Mj. (2.2)

Jeśli {Xn, n ∈ Nd} jest polem elementów losowych o jednakowym rozkładzie
i wartościach w przestrzeni Banacha (B, ‖ ‖), {an, n ∈ Nd} rosnącym do
nieskończoności polem liczb nieujemnych, to następujące dwa warunki

lim(max)Sn/an
P→ 0, (2.3)∑

n∈Nd
P(|Xn| ≥ an) <∞, (2.4)

są równoważne poniższemu

lim(max)Sn/an → 0 p.p. (2.5)

Powyższy wynik pozwala na wiele wniosków. Kładąc an = |n|1/p, 1 ≤ p ≤ 2
i zakładając (2.2), otrzymujemy MPWL Marcinkiewicza dla pól elementów
losowych udowodnione przez Fazekasa w pracy [40].
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Jeśli założymy, że an = n
1/p1
1 · · · · ·n1/pd

d , gdzie 1 � p ≺ 2, możemy otrzy-
mać wnioski korespondujące z wynikami przedstawionymi w rozdziale III; to
znaczy otrzymujemy warunki konieczne i wystarczające dla mocnego prawa
wielkich liczb z asymetrycznym normowaniem.

Zauważmy też, że twierdzenie zachowuje swoją prawdziwość, gdy w zało-
żeniach, słabe prawo wielkich liczb zastąpimy warunkami dotyczącymi geo-
metrii przestrzeni Banacha (por. [D1], tw. 3.2).

3 Nierówności Fuka-Nagaeva dla martyngałów
i odwróconych martyngałów

Zgodnie z tytułem, w tym rozdziale powracamy do nierówności Fuka-Nagaeva
dla pól losowych o strukturze martyngału i odwróconego martyngału, przed-
stawiając wyniki zawarte w pracach [D2] i [D3].

3.1 Nierówności Fuka-Nagaeva dla pól losowych
o strukturze martyngałowej

Czym się różnią wyniki podrozdziału 3.1 w części IV i podrozdziału niniej-
szego? Nierówność Fuka-Nagaeva przedstawiona w tym podrozdziale obo-
wiązuje dla wymiaru zbioru indeksów d = 2, momentów warunkowych rzędu
r ≥ 2 i prawdopodobieństw ogonowych wyznaczonych przez pole liczbowe
{yk > 0, 1 � k � n}.

Niech więc {(Xn,Fn), n ∈ N2} będzie polem przyrostów martyngałowych
(określonych w podrozdziale 2.2 w części IV) spełniających warunek (F4)
i E(Xk|Gk−1) = 0 p.p. dla k � n (por. oznaczenia w rozdziale 3 w części IV).
Ponadto, istnieją takie pola liczb dodatnich {b2

yk
, k ∈ N2} i {aryk , k ∈ N

2},
że dla j � k � n mamy

E(X2
kI(Xk ≤ yk)|Fj) ≤ b2

yk
p.p. (3.1)

i
E(Xr

kI(0 ≤ Xk ≤ yk)|Fj) ≤ aryk p.p. (3.2)

Przy tych założeniach, jeśli

max[t, ln(βxyt−1/At,Y + 1)] > αxy/(etB2
Y ), (3.3)
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to

P(max
k�n

Sk ≥ x) ≤
∑
k�n

P(Xk ≥ yk)

+ 4d−1 exp

{
βx

y
−
(

1− α

2

) x
y

ln

[
βxyt−1

At,Y
+ 1

]}
,

(3.4)

gdzie 0 < α < 1, β = 1− α, B2
Y :=

∑
k�n

b2
yk
, Ar,Y :=

∑
k�n

aryk oraz

y ≥ max{yi, i � n}; jeśli w warunku (3.3) założymy nierówność z przeciw-
nym zwrotem, to

P(max
k�n

Sk ≥ x) ≤
∑
k�n

P(Xk ≥ yk) + 4d−1 exp{−α2x2/(2erB2
Y )}. (3.5)

Więcej nierówności, wniosków i komentarzy podajemy w pracy [D2].

3.2 Nierówności Fuka-Nagaeva dla pól losowych
o strukturze odwróconego martyngału

Ze względu na niejako „symetryczność” definicji martyngału i odwrócone-
go martyngału, która przenosi się na wiele wyników. Tutaj pokażemy na
przykładzie jednej nierówności, że ma to miejsce w przypadku pól losowych
i nierówności Fuka-Nagaeva.

Niech rodzina σ-ciał {F′n, n ∈ N2} będzie malejąca (zstępująca) wzglę-
dem porządku „�” w zbiorze indeksów N2. Rodzinę {(Sn,F

′
n), n ∈ N2} na-

zywamy polem losowym o strukturze odwróconego martyngału, jeśli spełnia
warunki adaptowania i momentowe takie jak dla struktury martyngałowej
oraz:

E(Sm|Fn) = Sn p.p. dla n �m,

E(·|Fi|Fk) = E(·|Fi∨k) p.p., (3.6)

gdzie i ∨ k := (i1 ∨ k1, . . . , id ∨ kd). Warunek (3.6) pełni taką samą rolę jak
warunek (F4) dla pól losowych o strukturze martyngałowej.

Niech {yk > 0, k � n} będzie pole liczbowym i y jest taką liczbą, że
y ≥ sup{yk, k � n}}, wtedy warunki (3.1) i (3.2) dla j � k � n mają
postać:

E(X2
kI(Xk ≤ yk)|F′j) ≤ b2

yk
p.p. (3.7)
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i
E(Xr

kI(0 ≤ Xk ≤ yk)|F′j) ≤ aryk p.p. (3.8)

Jeśli więc spełniony jest warunek

E(XkI(Xk < y)|G ′k+1) ≤ 0 p.p., gdzie G ′k+1 :=
∨
j�k

F′j

oraz (3.6), (3.7), (3.8) i (3.3), to otrzymujemy nierówności Fuka-Nagaeva
w postaci (3.4) i (3.5), przy czym operacje sup i sumowania odbywają się po
zbiorze {k ∈ N2 : k � n} (por. [D3]).

4 Szybkość zbieżności w losowym SPWL

Zgodnie z tytułem tego podrozdziału podamy wyniki określające szybkość
zbieżności w słabym prawie wielkich liczb dla pól losowych o strukturze
niezależności i martyngałowej, z losowymi indeksami ich sum częściowych.
Mówiąc dokładniej, określimy rząd wielkości wyrażenia

h(t)
∑
n∈Nd

f(n)P
(
|SNn| ≥ t|Nn|1/2g(Nn)

)
, gdy t→ 0+, (4.1)

gdzie {Nn, n ∈ Nd} jest polem losowym o wartościach w Nd.

4.1 Pola losowe ze strukturą niezależności
Ze względu na obszerność sformułowania wyników, które chcemy prezento-
wać, ich omówienie ograniczymy do ogólnej idei, pomijając detale.

Gut w pracy [51] udowodnił losową wersję twierdzenia typu Bauma-
Katza. Przy założeniach zbliżonych do klasycznej wersji tego wyniku, wa-
runek

∞∑
n=1

nαr−2P(|Nn − λn| > tn) <∞, (4.2)

gdzie λ jest taką zmienną losową, że P(a ≤ λ ≤ b) = 1 dla pewnych 0 < a <
b ≤ ∞, implikował

∞∑
n=1

nαr−2P(|SNn| > tNα
n ) <∞. (4.3)
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Wynik ten był przesłanką naszych badań i został uogólniony nie tylko
w kierunku pól losowych i struktury zależności, ale podajemy także rząd
wielkości znacznie ogólniejszej sumy. Oznaczmy:

H(r, s; t) =
∑
n∈Nd
|n|r(log+|n|)sP(|Nn| − λ|n|| > t|n|), (4.4)

gdzie λ jest taką zmienną losową jak w warunku (4.2).
Jeśli

lim(max) sup
x∈R
|P(SNn < x|Nn|1/2)− Φ(x)| → 0, (4.5)

to przy założeniach analogicznych jak w twierdzeniu Guta z pracy [51], ist-
nieje taka stała C zależna od funkcji: f, g, h i wymiaru zbioru indeksów – d,
że

lim inf
t→0+

h(t)
{ ∑

n∈Nd
f(n)P

(
|SNn| ≥ t|Nn|1/2g(Nn)

)
+H(r, s; t)

}
≥ Cf,g,h;d

i

lim sup
t→0+

h(t)
{ ∑

n∈Nd
f(n)P

(
|SNn| ≥ t|Nn|1/2g(Nn)

)
−H(r, s; t)

}
≤ Cf,g,h;d.

Dokładna specyfikacja funkcji i założeń zawarta jest w twierdzeniu 2,
podanym w pracy [D5].

4.2 Pola losowe ze strukturą martyngałową

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale, będziemy badać asymptotykę (4.1).
Tu rozważamy pole losowe {Xn, n ∈ Nd} o strukturze przyrostów martynga-
łowych. Z tych samych powodów jak poprzednio podamy tylko najważniejsze
fakty dotyczące wyników. Jednak nie unikniemy kilku nowych oznaczeń:

Fa(α, r, s, u) :=
∑
n∈Nd
|n|r(log+|n|)sΦ

(
−taαn(t)(log+ an(t))u

)
,

Fb(α, r, s, u) :=
∑
n∈Nd
|n|r(log+|n|)sΦ

(
−tbαn(t)(log+ bn(t))u

)
,
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gdzie Φ jest dystrybuantą rozkładu normalnego,

an := (a− t)ζ2
n, bn := (b+ t)ζ2

n,

ζ2
n :=

∑
k�n

σ2
k i σ2

k := EX2
k.

Jeśli więc rozważane pole losowe o strukturze przyrostów martyngałowych
spełnia (4.5) oraz założenia twierdzenia Fuka-Nagaeva dla martyngałów z roz-
działu trzeciego w części czwartej, to

lim inf
t→0+

h(t)

(∑
n∈Nd
|n|r(log+|n|)sP(|SNn| ≥ tMng(Mn)) + H̃(r, s; t)

)
≥ lim inf

t→0+
Fb(α, r, s, u)h(t)

i

lim sup
t→0+

h(t)

(∑
n∈Nd
|n|r(log+|n|)sP(|SNn| ≥ tMng(Mn))− H̃(r, s; t)

)
≤ lim sup

t→0+
Fa(α, r, s, u)h(t),

gdzie
Mn =

∑
k�Nn

σ2
k, H̃(r, s; t) =

∑
n∈Nd
|n|r(log+|n|)sP(|Mn − λζn| > tζ2

n)

i λ jest taką zmienną losową jak w warunku (4.2).
Kompletna sformułowanie wyniku zawarte jest w twierdzeniu 3, podanym

w pracy [D2].

5 Zastosowania w mechanizacji rolnictwa

W tym rozdziale omawiany pokrótce tematy badawcze zawarte w pracach
[D6]–[D15]. Dotyczą one dwóch problemów. Pierwszy z nich to zadanie po-
chodzące z ekonomiki rolnictwa, drugi to modelowanie procesów zachodzą-
cych w maszynach rolniczych lub analiza istotnych mechanizmów maszyn
rolniczych.

W pracach [D6]–[D9], które powstały w wyniku realizacji zadania badaw-
czego „System gromadzenia i przetwarzania danych dla potrzeb doskonalenia
i zarządzania gospodarstwami indywidualnymi”, zajmujemy się pierwszym
z problemów. Zbudowano model ekonomiki gospodarstwa rolnego, który ba-
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zował na założeniach o strukturze upraw i doborze zwierząt hodowlanych
(te dane używane w naszym modelu pochodziły z segmentu badań rolnych
zadania badawczego). Następnie opracowano algorytm optymalizujący park
maszynowy w gospodarstwie rolnym, który maksymalizował funkcję celu –
dochód dyspozycyjny rolnika. Program opracowany na tej podstawie miał
służyć w doradztwie dla rolników indywidualnych, miał on dostarczyć kom-
pleksowy projekt optymalnego wykorzystania areału posiadanego przez rol-
nika, uwzględniając dostępne zasoby siły roboczej. Badania były prowadzone
pod koniec lat osiemdziesiątych ubiegłego wieku, w absolutnych początkach
komputeryzacji; hasło informatyzacji jeszcze wtedy nie istniało.

Drugi problem, o którym wspominaliśmy, to zagadnienia związane z kon-
strukcją maszyn rolniczych. W pracy [D15] na podstawie modelu mechanicz-
nego utworzono model matematyczny mechanizmu napędzającego igły poda-
jącej sznurek w prasie do słomy. Częstym problemem w pracy tego elementu
były zacięcia sznurka, z powodu jego nierównomiernego przesuwu. Analiza
pracy mechanizmu dawała konstruktorom wskazówki, dotyczące wymiarów
poszczególnych elementów mechanizmu, pozwalające na poprawę stabilności
jego pracy.

W pracach [D10]–[D14] zajmujemy się badaniem przemieszczania się ścię-
tej masy łanu, zaczynając od momentu ścięcia aż po podanie jej przenośni-
kiem ślimakowym do zespołu omłotowego w kombajnie zbożowym „Bizon”.
Osobnym modelem objęto ruch masy słomiastej w zespole omłotowym tego
kombajnu. Do badania zastosowano układ trzech tzw. szybkich kamer re-
jestrujących około 1000 klatek na sekundę (w latach osiemdziesiątych było
to metoda bardzo nowoczesna), co pozwalało na rejestrację ruchu w trzech
wymiarach. Naprężenia w różnych miejscach maszyny mierzono czujnikami
tensometrycznymi. Modelowanie takich zjawisk jest niezwykle trudne z po-
wodu bardzo różnych parametrów koszonego łanu: wysokości, wilgotności, za-
chwaszczenia, sprężystości, różnorodności koszonych roślin (na przykład zbóż
i rzepaku). Trudno ująć zmienność tych cech nawet statystycznie, a w rol-
nictwie polskim zbierano takie plony jedną maszyną. Jednym z celów badań
było określenie zakresu regulacji: listwy tnącej, nagarniacza i jego parame-
trów oraz ślimaka przenoszącego skoszoną masę słomiastą do zespołu omłoto-
wego. Wyznaczenie tych parametrów mogłoby zapewnić bardziej efektywną
pracę maszyny przy zbiorze roślin o różnych parametrach łanu. Dalej podjęto
wstępną próbę modelowania matematycznego kolejnego procesu zachodzące-
go w kombajnie - procesu omłotu.
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Wykaz ważniejszych oznaczeń

:= – równe z definicji, ozn= – oznacza;
(Ω,F,P) – przestrzeń probabilistyczna, Ω – zbiór, F – σ-ciało podzbiorów
Ω, P – prawdopodobieństwo;
N – zbiór liczb naturalnych, N = {1, 2, 3, . . . }, N0

ozn
= N ∪ {0};

Nd := N× N× · · · × N – produkt d zbiorów;
m

ozn
= (m1,m2, . . . ,md) ∈ Nd, n

ozn
= (n1, n2, . . . , nd) ∈ Nd;

D
ozn
= {1, 2 . . . , d}, ∅ 6= J ⊆ D i CJ := D \ J ;

m � n ⇐⇒ mi ≤ ni dla każdego i ∈ D;
m ∧ n := (m1 ∧ n1, . . . ,md ∧ nd);
X, X(ω) – zmienne losowe określone na przestrzeni probabilistycznej;
{Xn, n ∈ Nd} – pole losowe;
Sn :=

∑
k�n

Xk

minn := min
i ∈D

ni;

maxn := max
i ∈D

ni;

|n| :=
∏
i ∈D

ni;

‖n‖D := max
i ∈D
|ni|;

(n) := {k ∈ Nd : k � n};
FJn :=

∨
(nj∈N,j∈CJ)

Fn, F
J
n := σ{

⋃
(nj∈N,j∈CJ)

Fn};

Fjn
ozn
= FJn, jeśli J = {j};

Gn :=
d∨
j=1

Fjn;

F̃n−1 := Gn−1 ∧ Fn, gdzie n− 1 := (n1 − 1, n2 − 1, ..., nd − 1);
α := (α1, α2, ..., αd);
nα := (nα1

1 , n
α2
2 , . . . , n

αd
d ), |nα| := nα1

1 · nα2
2 · . . . · n

αd
d ;

p := max{k : αk = α1};
Sdθ =

{
(i1, ..., id) ∈ Nd : θ < il

ik
< 1

θ
, dla wszystkich l 6= k ∈ D

}
;
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dθ(k) = card
{
n ∈ Sdθ : |n| = k

}
, k ∈ N;

Mθ(k) = card
{
n ∈ Sdθ : |n| ≤ k

}
, k ∈ N;

Ŝdθ (n) := Sdθ \ (n) , n ∈ Sdθ ;
Sdθ (n) := Sdθ ∩ (n) , n ∈ Sdθ ;
Sdθ (|n|) :=

{
i ∈ Sdθ : |i| ≤ |n|

}
, n ∈ Sdθ ;

Yn
D−→ µ gdy minn→∞, zbieżność według rozkładu;

i ∨ k := (i1 ∨ k1, . . . , id ∨ kd);
G ′k+1 :=

∨
j�k F

′
j;
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