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1 Imie i nazwisko: Jerzy Legut

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe /artystyczne:

e Doktor nauk matematycznych w zakresie matematyki, Politechnika Wroctawska,
1984 (czerwiec) Temat rozprawy doktorskiej: Gry sprawiedliwego podziatu.
Promotor: prof. dr hab. Rastislav Telgarsky

e Magister inzynier matematyki, specjalnoéé: matematyka stosowana, Politechnika
Wroctawska, 1981 (lipiec), dyplom z wyréznieniem. Temat pracy magisterskiej:
Gry sprawiedliwego podziatu 1 twierdzenie Lapunowa.

Promotor: prof. dr hab. Rastislav Telgarsky

3 Zatrudnienie w jednostkach naukowych.
e Politechnika Wroctawska, Wydzial Matematyki,

— 2017 - adiunkt
— 2016-2017 starszy wyktadowca

e Politechnika Wroctawska, Wydzial Podstawowych Probleméw Techniki,

— 1987-1994 adiunkt
— 1984-1987 wyktadowca
— 1981-1984 asystent

4 Ogo6lny opis dorobku naukowego

Moje dotychczasowe badania maja cztery czesci sktadowe:
e wykorzystanie teorii gier do probleméw sprawiedliwego podziatu,
e zastosowania wynikow sprawiedliwego podziatu w ekonomii matematycznej,

e badanie wtasnosci obrazu bezatomowej miary wektorowej oraz ich wykorzystanie w
teorii sprawiedliwego podziatu,

e metody optymalnego podziatu przestrzeni mierzalnej i ich zastosowania w teorii spra-
wiedliwego podziatu oraz teorii decyzji.

Glowne wyniki dwoch pierwszych czesci mojej dziatalnosci naukowej uzyskano w latach
1984-1994. Wiekszos¢ tych wynikéw opublikowano w artykutach bedacych w bazie cza-
sopism JCR (Journal Citation Reports). Niektore z nich byty prezentowane na dwoch
miedzynarodowych konferencjach poswieconych teorii gier w USA (1988, 1991). Bytem
rowniez zapraszany przez rozne uniwersytety (z USA, Izraelu, Holandii) do wyglasza-
nia wyktadéw na temat moich wynikéw uzyskanych w tamtym czasie. Nawigzatem takze



wspoltprace z matematykami z Holandii specjalizujacymi si¢ w teorii gier, w wyniku ktorej
zostaly napisane i opublikowane dwa wspoélne artykuty.

Po dwudziestu latach przerwy w mojej dziatalnosci naukowej wrocitem do pracy nad
problemami sprawiedliwego podziatu. Skoncentrowatem sie na badaniach, ktorych tema-
tyka zostata ujeta w dwoch ostatnich wyzej wymienionych punktach. Moja rozprawa
habilitacyjna dotyczy osiagnie¢ uzyskanych w tym obszarze. Te wyniki zostaty opubli-
kowane w 7 artykulach, z ktorych trzy znajduja si¢ w bazie Journal Citation Reports
(JCR). Szacowana ! taczna punktacja wszystkich artykutéw napisanych przeze mnie oraz
ze wspolautorami wynosi okoto 375 wedlug systemu punktacji MNiSW. W tej liczbie
laczna punktacja prac stanowiagcych osiggniecie naukowe wynosi 125. Liczba cytowari
wszystkich moich artykutow wynosi 32 wedtug Web of Science (w tej liczbie nie ma
autocytowan).

Badania naukowe dotyczace tematyki podziatu przestrzeni mierzalnej kontynuuje wspol-
nie z innymi autorami. Najnowsze wyniki tych badan zostaly zawarte w trzech nieopu-
blikowanych jeszcze artykutach ([35, 36, 37]).

5 Wskazanie osiagniecia wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy z
dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule nauko-
wym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr
65, poz. 595 ze zm.).

(a) Tytul:
Metody optymalnego podzialu przestrzeni mierzalnej
(b) Lista publikacji skladajacych sie na osiagniecie naukowe

H1. Legut J. and Wilczytiski M.: How to obtain a range of a nonatomic vector measure
in R?, J. Math. Anal. Appl. 394, 102-111 (2012)

H2. Dall’Aglio M., Legut J., Wilczynski M.: On Finding Optimal Partitions of a Measu-
rable Space, Mathematica Applicanda, vol. 43(2), 193-206 (2015)

H3. Legut J.: Optimal Fair Division for Measures with Piecewise Linear density Func-
tions, International Game Theory Review, vol. 19, No. 2, 175009, (2017)

H4. Legut J.: Connecting two points in the range of a vector measure, Colloquium Ma-
thematicum, vol. 153, No. 2, 163-167 (2018)

H5. Legut J.: How to obtain an equitable optimal fair division Ann. Oper. Res. published
on line, https://doi.org/10.1007/s10479-018-3053-2 , (2018)

HG6. Legut J.: On a method of obtaining an approximate solution of an exact fair division
problem, Mathematica Applicanda, vol. 46 (2), 245-256 (2018)

1Poniewaz punktacja czasopism opublikowanych przed 2010 r. nie jest dostepna, wziatem pod
uwage w moich obliczeniach najwcze$niejsze dostepne dane na ten temat.




H7. Jozwiak 1. and Legut J.: Minimax decision rules for identifying an unknown di-
stribution of a random wvariable, Proceedings of 39th International Conference on
Information Systems Architecture and Technology, ISAT 308-317 (2018)

(c) Omoéwienie celu naukowego wyzej wymienionych prac i osiagnietych wy-
nikdw wraz z oméwieniem ich ewentualnego wykorzystania
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5.1 Streszczenie gléwnych wynikéw uzyskanych w publikacjach
sktadajacych sie na osiagniecie naukowe

Najwazniejsze osiggniccia naukowe dotycza metod wyznaczania optymalnych partycji
przestrzeni mierzalnej {X, B}, gdy dane sa bezatomowe miary {1, }._,. Rozpatrywane sa
r6zne pojecia optymalnosci. Ponizej przedstawiam krotkie omoéwienie wynikow uzyska-
nych w kazdej pracy. Bardziej wyczerpujace oméwienie znajduje sie w rozdziale 5.2.

W artykule [H1] przedstawiono konstruktywna metode wyznaczania obrazu dwuwymia-
rowej miary bezatomowej. Autorzy pokazali, jak uzyska¢ funkcje, ktora opisuje brzeg wy-
puktego i zwartego obrazu miary wektorowej danej przez funkcje gestosci. Wedlug mojej
wiedzy, jest to pierwszy taki wynik dotyczacy konstrukcji obrazu miary wektorowej dla
dowolnych funkeji gestosci. Ta konstrukcja moze by¢ zastosowana w teorii sprawiedliwego
podziatu do wyznaczania réznych typow partycji. W pracy przedstawiono kilka przykta-
dow ilustrujacych omawiang metode oraz jej zastosowania.

W pracy [H2] zaprezentowano pewien algorytm wyznaczania przyblizonych optymalnych
partycji przedziatu jednostkowego [0, 1) wedlug danych bezatomowych miar {p;};_;. Al-
gorytm ten polega na aproksymacji funkeji gestosci funkcjami prostymi. Optymalna par-
tycja dla miar zdefiniowanych przez gestosci bedace funkcjami prostymi jest wyznaczana
przy pomocy programowania liniowego. Autorzy wykorzystali te metode do oszacowania
wartosci optymalnej podziatu dla dowolnych funkeji gestosci. W pracy przedstawiony jest
przyktad ilustrujacy metode przyblizonego wyznaczania podziatow optymalnych. Ponad-
to oszacowano minimalng liczbe cie¢ odcinka [0, 1) wystarczajaca do uzyskania podziatow
optymalnych dla funkcji prostych.

Z kolei w pracy [H3] wykorzystano metode programowania nieliniowego do wyznaczania
optymalnego podziatu odcinka [0, 1) pomiedzy n graczy, ktorych preferencje opisane sg za
pomocy bezatomowych miar probabilistycznych {p;}!_; zdefiniowanych przez kawatkami
liniowe (PWL) funkcje gestosci. Przedstawiony algorytm moze by¢ rowniez wykorzysta-
ny do wyznaczania przyblizonego optymalnego podzialu dla miar zdefiniowanych przez
funkcje gestosci, ktére moga by¢ aproksymowane przez funkcje PWL. W pracy podano
réwniez minimalng liczbe cie¢ wystarczajacg do uzyskania podzialéw optymalnych.

W pracy [H4] rozwazalem pewne wlasnosci obrazu bezatomowej miary wektorowej {1, }r;
zdefiniowanej na mierzalnych podzbiorach B odcinka jednostkowego [0,1]. Niech U(k)
oznacza rodzine wszystkich zbiorow bedacych suma nie wiecej niz k£ parami rozlacz-
nych podprzedziatow [0, 1]. Pokazalem, ze jesli A € U(k), to odcinek taczacy punkt
(0,...,0) € R™ oraz punkt p(A) jest zawarty w zbiorze u(U(n + k — 1)). Co wiecej,
okazuje sie, ze jesli B,C € U(k), to odcinek laczacy punkt p(B) oraz punkt pu(C) jest
rawarty w zbiorze pu(U(2n + 4k — 3)). Wykorzystalem tg wlasno$é do przedstawienia
jeszcze jednego dowodu stynnego twierdzenia Lapunowa dotyczacego wypuktosci obrazu
bezatomowej miary wektorowej. W pracy [H4] oméwiono réwniez przypadek dwuwymia-
rowy dla specyficznych miar oraz zaprezentowano pewne wnioski.

W artykule [H5] wykorzystatem metody programowania nieliniowego do wyznaczenia
rownomiernie optymalnego podzialu odcinka jednostkowego [0, 1) pomiedzy n graczy. W



tym przypadku preferencje graczy sg opisane przez bezatomowe miary probabilistyczne
zdefiniowane przez funkcje gestosci posiadajace kawalkami $ciSle monotoniczne ilorazy
wiarogodnosci (SMLR). Przyktadowo wielomiany dodatniego stopnia majg ta wlasnosc.
W pracy przedstawitem przyktad ilustrujacy opisang metode dla trzech graczy.

W pracy [H6] zaproponowalem algorytm wyznaczania przyblizonego rozwigzania pro-
blemu $cisle sprawiedliwego podzialu odcinka jednostkowego [0, 1]. Podzial P = {4;}]_;
nazywamy Scisle sprawiedliwym, jesli p;(A;) = 1/n dla kazdego 4,j = 1,...,n oraz
U;A; = [0, 1]. Taki podzial jest optymalny w sensie teorii sprawiedliwego podziatu, tzn.
jest jednoczesnie proporcjonalny, wolny od zazdrosci oraz rownomierny. W pracy przed-
stawitem iteracyjny algorytm oparty na twierdzeniu Alona [1]. Ponadto przedstawitem
przyktad ilustrujacy ten algorytm dla trzech graczy.

Artykut [H7] zostat opublikowany w materiatach z konferencji indeksowanej w Web of
Science. Dotyczy on zastosowania teorii optymalnego podziatu przestrzeni mierzalnej w
teorii decyzji. Autorzy rozwazali dwuwymiarowy przypadek zagadnienia identyfikacji nie-
znanego rozktadu zmiennej losowej oraz rozwigzali problem wyznaczenia minimaksowej
reguty decyzyjnej dla pewnych rozktadéow prawdopodobienstwa zdefiniowanych na kwa-
dracie jednostkowym.

5.2 Wstep
5.2.1 Definicja a-optymalnych podzialow

Podamy najpierw podstawowe definicje, twierdzenia oraz motywacje dla rozwijania teorii
sprawiedliwego podzialtu.

Niech {p;}i;, (n > 1), beda bezatomowymi miarami probabilistycznymi zdefiniowa-
nymi na przestrzeni mierzalnej { X', B}. Partycja (podziatem) P = {A;}"; tej przestrzeni
nazywamy rodzine B-mierzalnych, parami roztacznych zbiorow A, ..., A, ktérych suma
jest rowna X. Oznaczmy przez & zbior wszystkich mierzalnych partycji P = {A;}!;
zbioru X. Niech

Sp={s=(s1,..-,8,) ER", 5, >0,i€1,> s =1},
i=1

bedzie (n — 1)-wymiarowym otwartym sympleksem oraz niech S, oznacza domkniecie
tego zbioru w R™. Niech a = (e, ..., ay,) € Sy, oraz [ := {1, ...,n}.

Definicja 5.1. Partycje P* = {Af} | € & nazywamy a-optymalna, jesli spelnia na-
stepujaca rOWnos¢:
pi(A7)

——=| = sup min
e% pep i€l

i (A;)

87

v"(j7) = min

(5.1)

pi(A7)
[¢%)

Liczba v®(f{) oznacza najwieksza mozliwg warto§¢ wyrazenia min;e; [ ] , ktora moze

by¢ osiagnieta dla miary wektorowej i@ = (p1, ..., fn) przy podziale obiektu X dla o =
(041, e ,Oén) € .S,.



Liczbe v* () (lub v® w skrocie) nazywamy a-optymalng wartoscig problemu podziatu
przestrzeni mierzalnej.
Definicja 5.2. Partycje P = {4;}]_; € & nazywamy réwnomiernie optymalng (lub
krotko optymalng), jesli jest a-optymalna dla o = (1/n,1/n,...,1/n) € S,.

Liczbe v = v*(f{) /n nazywamy wartoscig optymalng dla réwnomiernie optymalnego
podziatu, tj. dla podzialu a-optymalnego, gdzie a = (1/n,1/n,...,1/n) € S,.

Istnienie a-optymalnych podzialow wynika z nastepujacego twierdzenia Dvoretzky’ego,
Walda i Wolfowitza [18]:

Twierdzenie 5.3. Jesli {y;}._, sa skoriczonymi miarami bezatomowymi zdefiniowanymi
na przestrzeni mierzalnej {X, B}, to zbior (L) jest wypukty i zwarty w R", gdzie

odwzorowanie f: P — R” zdefintowane jest nastepujaco

ﬁ(P) - (Ml(Al)a S nun(An))uP - {Az}?zl S L

5.2.2 Ogdlna postaé a-optymalnych podzialéw

Ogolna posta¢ a-optymalnego podziatu moze byé pomocna w pewnych sytuacjach do zna-
lezienia konstruktywnych metod optymalnego podziatu przestrzeni mierzalnej. Mozemy
zaltozy¢, 7e wszystkie bezatomowe miary {u;};_, sa absolutnie ciagle wzgledem tej samej
miary v (np. v = X7 4 u;). Oznaczmy przez f; = dp;/dv pochodne Radona-Nikodyma:

/LL(A) :/Afz'dV, AEB,iG].

Dla a = (a1,...,a,) € Sp, p = (p1,..,0n) € Sy oraz i € I, zdefiniujmy nastepujace
zbiory mierzalne:

By = N {reX:paifile) > pos' @)}
JFi

Cilp) = N {z € X : piai filw) > pjog f()}.

j=1
Legut i Wilezynski [33] korzystajac z minimaksowego twierdzenia Siona (por. |2]) udo-
wodnili nastepujace:

Twierdzenie 5.4. Dla dowolnego o € S, istnieje p* € S, oraz a-optymalna partycja
P* = {Ar}| spelniajaca nastepujgce warunki:
(i) Bi(p*) C A; Sl Ci(p"), P P
(”) ’Ua(ﬁ) _ :ul( 1) _ MQ( 2) - = :un( n)
o (%) Oy
Co wiecej, dowolna partycjia P* = {Af}._,, ktéra spetnia warunki (i) oraz (ii) jest a-
optymalna.

Legut i Wilczynski [33] udowodnili réwniez, ze
v () =max{t>1:t(ay,...,an) € G(P)}.

Twierdzenie 5.4 podaje ogdlng posta¢ a-optymalnych podziatdow, ale niestety w przypad-
ku dowolnych funkeji gestosci f;, @ € I, wyznaczenie liczb pj, ..., py, nie jest latwe.



5.2.3 Zastosowania a-optymalnego podziatu przestrzeni mierzalnej

Zastosowania w teorii sprawiedliwego podzialu

Problem a-optymalnego podziatu przestrzeni mierzalnej {X, B} moze by¢ interpretowa-
ny jako problem sprawiedliwego podziatu obiektu X (np. tortu). Przypusémy, ze grupa
ponumerowanych graczy I = {1,...,n} jest zainteresowana w sprawiedliwym podziale
tortu, tj. w taki sposob, zeby kazdy z nich otrzymat kawalek tortu, ktory dla kazdego z
nich jest przynajmniej wart 1/n wartosci catego tortu. Kazda miara pu;, i € I, opisuje
indywidualna ocene i-tego gracza wartosci zbiorow nalezgcych do B. W literaturze teorii
sprawiedliwego podziatu rozwazane sg rézne kryteria sprawiedliwosci.

Definicja 5.5. Podzial P = {4;}_, € & nazywamy:
e proporcjonalnym (proportional), jesli u;(A;) > 1/n dla kazdego i € I,
e wolnym od zazdrosci (envy-free), jesli p;(A;) > pi(A;) dla kazdego 4,5 € 1,
o Scisle sprawiedliwym (exact), jesli p;(A;) = 1/n dla kazdego ¢, 5 € I,
e rownomiernym (equitable), jesli p;(A;) = p;(A;) dla kazdego 4,5 € I.

Problemy sprawiedliwego podziatu sg rozwazane w wielu wariantach uwzgledniajacych
rozne kryteria sprawiedliwosci oraz rodzaje obiektow, ktore maja by¢ podzielone. Analizo-
wane sg rozne preferencje graczy oraz kryteria oceniajace jakosé¢ podziatow. W literaturze
dotyczacej teorii sprawiedliwego podziatu dominuja nastepujace trzy kierunki:

e dowodzenie istnienia partycji obiektu A spelniajacej ustalone kryteria (np. Dubins
i Spanier [16], Legut i Wilczyniski [33, 34|, Sagara [45], Weller [54]),

e szukanie procedur lub algorytméw uzyskiwania sprawiedliwych podziatow oraz za-
stosowanie ich w praktyce (np. Brams i Taylor [5, 6], Brams, Taylor i Zwicker |7, 8],
Woodall [55]),

e wyznaczanie najlepszego oszacowania dla optymalnej wartosci v i a-optymalnej war-
tosci v (ji) oraz znalezienie algorytmow uzyskiwania a-optymalnych podziatow
(np. Dall’Aglio i Di Luca [15, 14|, Dall’Aglio, Legut i Wilczytiski [H2|, Elton, Hill i
Kertz, [19], Legut [28], [H3|, [H5]).

Legut [29, 30] analizowal problem sprawiedliwego podzialu tortu dla nieskoriczonej i
przeliczalnej liczby graczy, a takze zaproponowal model sprawiedliwego podziatu, w kto-
rym uczestniczy nieprzeliczalna liczba graczy. Wyniki uzyskane w teorii sprawiedliwego
podziatu znajduja szerokie zastosowanie w ekonomii, miedzy innymi w modelowaniu wy-
miany i alokacji réznorodnych towaréw (por. [31, 32, 40, 46]).

Znanych jest wiele algorytmoéw uzyskiwania podzialow proporcjonalnych (por. [6]).
Prosta i dobrze znang metoda uzyskania podziatu proporcjonalnego dla dwoch graczy
jest reguta: "jeden dzieli, drugi wybiera". W roku 1944 Steinhaus zadal pytanie, czy ta
reguta moze by¢ rozszerzona w podziale tortu pomiedzy n graczy dla n > 2. Sam znalazl
rozwiazanie dla n = 3, a nastepnie Banach i Knaster (por. [26], [50], [51], [52]) pokazali,



ze rozwigzanie dla n = 2 moze by¢ uogoélnione na dowolng liczbe graczy. Ich wynik zostal
pozniej zmodyfikowany przez Dubinsa i Spaniera [16]. Z kolei Fink [20] podal algorytm,
w ktorym liczba graczy nie musi by¢ znana. Brams i Taylor [5] odkryli ciekawa metode
uzyskania partycji wolnej od zazdrosci, w ktorej zaden z graczy nie jest zainteresowany
zadnym kawaltkiem tortu przydzielonemu innemu graczowi.

Problem proporcjonalnego sprawiedliwego podziatu staje sic bardziej realistyczny, jesli
zalozymy, ze gracze nie maja takiej samej pozycji w grze, ale muszg podzieli¢ tort wedtug
ustalonych z goéry indywidualnych udziatow oy, ao, ..., a,, gdzie Yicra; = 1. W tym
przypadku gracze sa zainteresowani wyznaczeniem partycji P = {4;}!_; spelniajacej dla
kazdego ¢ € I, nier6wno$ci:

Wsrod podziatow spelniajacych warunki (5.2) chcemy wyznaczyé taka partycje P* =
{Ar}" |, ktora maksymalizuje wyrazenie min;es {“2‘4)} Oznacza to, ze nalezy znalezé

a-optymalng wartos¢ v (i) zdefiniowana przez (5.1) oraz efektywna metode wyznaczania
a-optymalnych partycji. Pierwsze oszacowanie wartosci optymalnej v zostato uzyskane
przez Eltona, Hilla i Kertza w [19], a nastepnie Legut [28] uogdlnit ich wynik dla do-
wolnego a podajac lepsze oszacowanie dla v®. Ciekawy algorytm uzyskania oszacowania
wartodci a-optymalnej zostal znaleziony przez Dall’Aglio i Di Luca [15]. W literaturze
sprawiedliwego podzialu znanych jest niewiele metod uzyskiwania optymalnych partycji.
Przyktadowo Dall'Aglio i Di Luca |14] znalezli algorytm wyznaczajacy partycje w przybli-
zeniu optymalne poprzez konstrukecje pewnej gry. Wickszos¢ znanych metod uzyskiwania
optymalnych partycji zostala znaleziona przez autora tej rozprawy.

Zastosowania do identyfikacji nieznanego rozktadu zmiennej losowej

Problem optymalnego podziatu przestrzeni mierzalnej {X, B} moze by¢ traktowany row-
niez jako problem klasyfikacji (por. |21, 24|, [H7]). Przypusémy, ze ciagta zmienna losowa
X ma jeden ze znanych rozktadow opisanych funkcjami gestosci f; : [0,1] — Ry, i € I,
nie wiemy jednak, ktora z tych gestosci opisuje prawdziwy rozktad tej zmiennej. Rozpa-
trujemy problem klasyfikacji (por. [21]), w ktorym na podstawie jednej obserwacji X (w)
(realizacji zmiennej losowej X) mamy zdecydowad, jaki jest jej prawdziwy rozktad.

Definicja 5.6. Partycje P = {A;}/_, € & utozsamiamy z nastepujaca regulq decyzyjng:
jesli X (w) € A;, to do opisu rozktadu X wybieramy funkcje gestosci f;.

Naszym celem jest zminimalizowanie (prawdopodobienstw blednej klasyfikacji)
I?SXIP(X ¢ A;|distX = f;),
po wszystkich mierzalnych partycjach P = {A;}! | € &. Definiujemy
R= mf{%ﬂm(x ¢ AildistX = f): {A}, € 2},
minimalne ryzyko blednej klasyfikacji. Wtedy otrzymamy (por. [24],|H7])

R = inf {max(l — wi(A)) - {A}, € 3”} =1—sup {r{g}l wi(A;) - {A} | € @}

1€l



W powyzszych wyrazeniach zapis "distX = f!" oznacza, ze rozktad zmiennej losowej X
opisany jest przez funkcje gestosci f;.

Definicja 5.7. Partycje P* = {Af}!_ | € & nazywamy minimaksowa regula decyzyjna,

gdy
R=1- min,ui(Af).

Latwo zauwazy¢, ze minimaksowa reguta decyzyjna P* = {Af}! | € 2 jest jednocze-
$nie réwnomiernym optymalnym podzialem w sensie Definicji 5.2.

5.3 Metody optymalnego podzialu odcinka jednostkowego po-
miedzy dwoéch graczy

Zaprezentujemy metode wyznaczania a-optymalnej wartosci v®(ji) oraz a-optymalnej
partycji przestrzeni mierzalnej {[0, 1], B} w oparciu o wlasnosci obrazu dwuwymiarowe;
miary wektorowej fi = (p1, o). Dla P = {Ai}?zl € & (por. Twierdzenie 5.3) bedziemy
oznaczaé [I(P) = (u1(A1), p2(Az)) natomiast dla zbioru A € B bedziemy przyjmowac
fH(A) = (u1(A), po(A)). Zdefiniujmy obraz miary wektorowej fi(B) nastepujaco:

AB) = {(11(A), ua(A)) € 0,1+ A€ B},

Ze stynnego twierdzenia Lapunowa [39] wynika, ze zbior [i(B) jest zwarty i wypukly.
Przedstawimy teraz metode wyznaczania obrazu fi( ) posiadajacego wlasnosci opisane
w Twierdzeniu 5.3. Wiadomo, ze zbior [i(Z?) otrzymuje sie poprzez symetryczne prze-
ksztalcenie zbioru fi(B) wzgledem prostej z = 3, tzn.:

AP)={(z.y) € [0,1]*: (1 —z,y) € [A(B)}. (5.3)

7, whasnoéci zbioru ,u(@) wynika, ze jego brzeg moze byé¢ opisany przy pomocy pewne]
niemalejgcej funkcji G : [0, 1] — [0, 1], takiej ze:

[i(2)={(z,y) €[0,1]*:1-G(z) <y < G(l —u)}. (5.4)

Pokazemy, jak wyznaczy¢ tg funkcje. Zbior fi(B) jest zwarty, wiec dla kazdego t € [0, 1]
istnieje zbior D(t) € B spelniajacy rownosc:

p2(D(t)) = max{pu(A) - in(A) =t, A € B}.

Niech X7 i X» oznaczajg zmienne losowe posiadajace funkcje gestosci fi 1 fo. Od tej
pory w celu uproszczenia notacji bedziemy rozwazaé otwarty przedzial jednostkowy (0, 1)
zamiast [0, 1]. Oznaczmy przez Fy i Fb dystrybuanty tych zmiennych losowych. Niech
I4 bedzie indykatorem zbioru A € B. Legut i Wilezyiiski [H1] korzystajac z lematu
Neymana-Pearsona odkryli, jak przy pewnych zatozeniach znalezé funkcje G opisujaca

zbior [i( ).
Wtlasnosé 5.8. Niech {z : fo(z) > 0} C {z : fi(x) > 0} = (0,1) oraz r(z) =
(fa(z)/ f1(2)) L py )50y, © € (0,1). Wiedy:
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1. Jesli funkcja r(x) jest malejgca wzgledem x na (0,1), to D(z) = (O, Fl_l(x))
i G(z) = Fa(Fy ' (2)).

2. Jesli funkcja r(x) jest rosngcea wzgledem x na (0,1), to D(x) = (Fl_l(l —x), 1)
i G(x) =1 — F(F7 (1 — o).

3. Jesli funkcja r(x) jest symetryczna wzgledem xog = 1/2 i jest malejgea na (0,1/2),
to D(z) = (0,F "(z/2)) U (F'(1—2/2),1) i G(z) = F(F, ' (z/2) + 1
Fy (FyH(1 —2/2)).

4. Jesli funkcja T( ) jest symetryczna wzgledem xy = 1/2 i jest rosngca na (0,1/2), to
D(x)=(F' (}7%), A (%) i Gl) = R (F'(5Y) - R (B ().

Legut i Wilezyriski [H1] znalezli rowniez metode wyznaczania funkcji G w przypadku
ogoblniejszych funkeji gestosci fi, fo. Zdefiniujmy zbior

(i ) ={([ fdt. [ fodt) : AcB}.

Oczywiste jest, ze Z(f1, fo) = i(B). Legut i Wilezytiski [H1| pokazali, ze dla dowolnych
funkcji gestosci f1, fo zdefiniowanych na {(0, 1), B} istnieja funkcje gestosci ff, f3 na
{(0,1), B} takie, ze

1. f{ jest gestoscia rozktadu jednostajnego na (0, 1),
2. f jest nierosngca na (0, 1),
3. Z(f1, f2) = Z(J1, [3).
Zdefiniujmy funkcje H : R — [0, 1]
H(y) =P (fo(X1) > yfi(X1)) = m({z : fol2) > yfi(2)})

{2 fa(z)>y fr(z)}
Oznaczmy przez fi gesto$¢ rozktadu jednostajnego na (0,1), tzn. fi(z) = L1 (),

z € R. Niech .
fo(x)=H (x), z € (0,1),

gdzie
H'x)=inf{y>0: Hy)<z} da 0<z<]L. (5.6)

Legut i Wilczynski [H1] udowodnili nastepujace:

Twierdzenie 5.9. Niech f1, fo bedg probabilistycznymi gestosciami na {(0,1), B} oraz
niech f{ i fy beda odpowiadajgcymi im gestoSciami zdefintowanymi wyzej. Wtedy
%(fla f2) — ‘%(fikv f;) Ponadto

R(fi f3) = {(z,y) €R* : 0< <1, 1-G(1—2) <y< G(a)},
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gdzie funkcja G : [0,1] — [0, 1] ma postaé
G(x)= [ pl)dt+ /O F(t) dt. (5.7)
{ffl(t):()}

Powyzsze twierdzenie moze by¢ wykorzystane do wyznaczenia obrazu ji(&?) przez okre-
Slenie jego brzegow (5.4), gdzie funkcja G jest zdefiniowana przez (5.7). Legut i Wil-
czyniski [H1| zastosowali Twierdzenie 5.9 do wyznaczania a-optymalnej wartosci oraz
a-optymalnych podziatéw w przypadku dwuwymiarowym. Udowodnili nastepujace:

Twierdzenie 5.10. Niech i, ps bedg bezatomowymi miarami probabilistycznymi na

{(0,1), B} z odpowiadajgcymi im gestosciami fi, fo oraz niech a = (aq, ) € Ss.
x

Wtedy v* = =%, gdzie x, jest pierwiastkiem réwnania —— = G(1 — x). Ponadto a-
a «

1 1
optymalny podziat ma postaé {X \ AS, A3}, gdzie AS jest dowolnym zbiorem takim, ze
pi1(Ag) =1—x, oraz

{2 fale) > yafi(2)} C A CH{2: folr) 2 yafi(2)}, (5.8)
gdzie yo = H (1 — ).
Nastepujacy przyktad ilustruje zastosowanie powyzszego twierdzenia.

Przyklad 5.11. Rozwazmy dwie gestosci fi, fo, gdzie fi jest gestoscia rozktadu jedno-
stajnego na (0, 1) a gestoéé fo zdefiniowana jest nastepujaco:

Fol@) =T 1) (@)(=8x(z — 1)) + Iy 1y (2)8(x — 1)°.

Wykorzystujac Twierdzenie 5.9 wyznaczamy funkcje G' (por.
1
G(z) =2+ < (1—A(w - 1)z)*? - =2, (5.9)

opisujacg brzeg zbioru [i(Z?) za pomocy (5.4). Znajdziemy a-optymalng partycje dla
a = (3, %). Z rownania

1 1
2z = G(1— z) :1—x+6(1+4x(1—x))3—6
wyznaczamy x, =~ 0.433, gdzie G jest zdefiniowana przez (5.9). Stad,
T 0,433
Y[{) ="~ =1,299

i uzyskujemy przyblizong posta¢ a-optymalnej partycji P* = {A;, Ay}, gdzie
A; =~ [0,0.114) U (0.681,1], Ay ~[0.114,0.681].
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W dalszej czesci tego rozdziatu bedziemy rozwazaé podzialty domknietego odcinka jed-
nostkowego [0, 1]. Jednym z ciekawszych zagadnienn w teorii sprawiedliwego podziatu jest
okreslenie minimalnej liczby cie¢ wystarczajacej do uzyskania partycji, ktora jest opty-
malna w pewnym sensie (por. |3, 5, 44]). W przypadku dwuwymiarowym liczba ta moze
by¢ tatwo wyznaczona, poniewaz postac¢ zbioru A§ (por. (5.8)) zalezy od liczby zmian
znaku funkeji fo(x) —yaf1(x), x € [0, 1] (por. Twierdzenie 5.10). Legut i Wilczynski [H1|
pokazali nastepujaca wlasnosc:

Wilasno$é 5.12. Niech o = (o, a2) € Sy 1 k € N bedg ustalone. Wiedy istniejg miary
w1, 15 na {[0,1], B}, dla ktérych minimalna liczba cieé potrzebnych do uzyskania o-
optymalnej partycyi jest rowna 2k.

Okreslenie minimalnej liczby cie¢ odcinka [0, 1] dla uzyskania podziatow P = {A;, Ay}
spetniajacych warunki optymalno$ci moze by¢ wyrazone rowniez za pomocg minimalnej
liczby poprzedzialow, ktorych suma daje A; i As. Legut [H4| badal pewne wlasnosci
obrazu bezatomowe] miary wektorowej i@ = (p1, ..., itn) zdefiniowanej na mierzalnych
podzbiorach odcinka jednostkowego [0, 1]. Niech U (k) oznacza rodzine zbiorow bedacych
suma nie wiecej niz k parami roztacznych podprzedziatow [0, 1]. Legut [H4] wykorzystal
twierdzenie Stromquista i Woodalla [53], aby udowodnié¢ nastepujace:

Twierdzenie 5.13. Niech A, B € U(k), k € N. Wtedy,
(i(A), fi(B)) C i (U(2n + 4k —3)).

(fi(A), ii(B)) oznacza domkniety odcinek taczacy punkty fi(A) i ii(B). Legut [H4| wy-
korzystal Twierdzenie 5.13 do przedstawienia jeszcze jednego dowodu twierdzenia Lapu-
nowa o wypuklosci obrazu bezatomowej miary wektorowej. Nastepujaca wlasno$é moze
by¢ wykorzystana w szczegdlnych przypadkach do oszacowania minimalnej liczby cied
odcinka [0, 1] niezbednej do wyznaczenia a-optymalnych partycji.

Wilasnosé 5.14. Zatozmy, ze dla pewnego k € N wszystkie punkty ekstremalne obrazu
[{(B) nalezq do zbioru [i(U(k)). Wiedy (i (B) = i(U((2n + 4k — 3)).

Jak wczesniej wspomniano zbidr ji(Z?) otrzymuje sie przez przeksztalcenie zbioru
i (B). Z Wtasnosci 5.14 wynika, ze punkty ekstremalne zbioru ji(<?) moga by¢ skon-
struowane przez partycje P = {A1, Ao}, w ktorych jeden ze zbiorow Aj, As jest sumg
nie wiecej niz k parami roztacznych podprzedzialow odcinka [0, 1]. Tak wiec jest mozliwe
wyznaczenie a-optymalnej partycji P = {A{, A3}, w ktorej jeden ze zbiorow Af, A
jest suma nie wiecej niz 2n + 4k — 3 parami roztacznych podprzedzialow odcinka [0, 1].

5.4 Metody optymalnego podzialu przestrzeni mierzalnej dla
miar zdefiniowanych przez r6zne funkcje gestosci

W tym rozdziale przedstawimy metody wyznaczania optymalnych partycji przestrzeni
mierzalnej {[0, 1), B} dla dowolnej skoniczonej liczby bezatomowych miar probabilistycz-
nych {p;}i_; zdefiniowanych za pomoca roznych funkcji gestosci f;, @ € I:
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e funkcji prostych,
e funkcji kawaltkami liniowych,

e funkcji posiadajacych kawaltkami §cisle monotoniczne ilorazy wiarogodnosci (SMLR).

5.4.1 Funkcje proste

Zalozmy, ze miary {u;};_; zdefiniowane na {[0,1), B} sa okreslone za pomoca gestosci
bedacych funkcjami prostymi, tzn.:

filz) = Zlhijﬂ[ajvajﬂ)(m)’
=

gdzie {[a;, a;11)}7L jest podzialem odcinka [0, 1) takim, ze:

m

[0, 1) = U [aj,aj+1), a1 =0, a1 =1, ajy1 > Qj, 7=12...m, (510)

j=1

oraz h;; > 0,1 € 1, 5 =1,...,m, sg liczbami takimi, ze
1
/0 fidz =1, dla kazdego 1€ I.

Dla dowolnej liczby naturalnej k& > n — 1 przez &(k) oznaczmy rodzine wszystkich
partycji przedziatu [0, 1), ktére moga by¢ wyznaczone za pomoca nie wiecej niz k ciec.
Przez ciecia rozumiemy punkty {cy, ..., ¢} takie, ze 0 < ¢1 < ¢o < ... < ¢ < 1. Podzialy
nalezace do rodziny 2 (k) uzyskuje sie z sumowania podprzedziatow {[c,, ¢, 1) }*_,, gdzie
co =01 cx41 = 1. Dall’Aglio, Legut i Wilczyniski [H2] udowodnili nastepujace:

Twierdzenie 5.15. Niech a = (aq,...,q,) € S,. Wtedy dla miar {u;};_, istnieje
a-optymalna partycja P* = {Af}7 , € P(mn — 1).

Dowo6d powyzszego twierdzenia jest konstruktywny i wykorzystuje metody programo-
wania liniowego. Niech liczby z* i [a;;“j]nxm beda rozwigzaniem nastepujacego zadania
programowania liniowego:

max z (5.11)

7z ograniczeniami

1 m '
Z = —Za:ijhij(ajﬂ—aj), 1= 1,2,...,77,,
A j=1

wzgledem zmiennych 2, [z;i],xm spelniajacych nastepujace warunki:
n
inj = 1, ] = 1,2, ey TG
i=1

x;; = 0, dlakazdegoi €I, j=1,2,....,m.
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Skonstruujemy partycje P = {Af}"; odcinka [0, 1) spelniajaca warunki:

(A
PAD _ e gl el
Q;

Dla j = 1,2, ...,m mozemy znalezé¢ podprzedziaty {[bZ : 5431) ', przedzialow [a;, aji1),

dla ktorych zachodzq roéwnosci:

laj, aj1) = U B9 b)),

1=

()

gdzie b;"’ € [aj,a;41) sa liczbami spelniajacymi nastepujace warunki:
b(j) _ b(])
o n? S al, i €1
aj+1 — @;
oraz b(j) = aj, b,@rl = Ajy1. | |
Jesh z7; = 0 dla pewnego 1 =1,2,...,n, to definiujemy b§+)1 = bm 1 przyjmujemy w

tym przypadku 7e [b z—i—l) =0. ZdeﬁHIUme partycje P = { A}, nastepujaco

A= U89, i = 1,2, m,
j=1
Dall’Aglio, Legut i Wilczyniski [H2| pokazali, ze partycja zdefiniowana powyzej jest a-
optymalna i moze by¢ uzyskana poprzez nie wiecej niz nm — 1 cie¢ odcinka jednostko-
wego [0,1). Przedstawiona metoda moze by¢ wykorzystana do wyznaczania przyblizo-
nych a-optymalnych partycji dla miar z dowolnymi funkcjami gestosci, ktére moga byé
aproksymowane za pomocg funkcji prostych. Przyktad ilustrujacy taks metode zostal
zaprezentowany przez Dall’Aglio, Leguta i Wilczyriskiego [H2].

5.4.2 Funkcje kawalkami liniowe

W tym rozdziale pokazemy, jak wyznaczaé¢ réwnomiernie optymalne partycje odcinka
[0,1) dla miar zdefiniowanych przez kawaltkami liniowe funkcje gestosci. Niech wiec funk-
cje gestosci f; 1 [0,1) — Ry, i € I, beda zdefiniowane nastepujaco:

fi(x) = Y (cijo + dij), 0, / file)de =1, i€l (5.12)
j=1

gdzie {[aj, aj11)}7L jest podziatem odcinka [0,1) takim, ze

[O, ].) = U [aj,aj+1), a; =0, Am+1 = 1, Ajy1 > @ ] = 1,...,m. (513)
j=1

Poniewaz f;(x) > 0, wiec

cijx +di; > 0 dla kazdego =z € [aj,a;41), 1€, j=1,...,m.
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Bedziemy rozwazaé¢ miary probabilistyczne {u;}._; zdefiniowane nastepujaco
1 (A) = /A fide, dlaA e B, icl. (5.14)

Do konstrukeji podziatéow optymalnych bedziemy wykorzystywaé¢ sumy podprzedziatow
lewostronnie domknietych i prawostronnie otwartych. Wezmy pod uwage podzial kazdego
przedziatu [a;,a;41), j = 1,...,m, na n podprzedzialéow wykonany za pomocy cie¢ w
takich punktach m,(j), k=1,...n—1,5=1,...,m,, dla ktérych

n
[aj,aj41) = U[ﬂ% Lad)y,

gdzie xé‘j) = a;, asgf) = @1, :z:,(ﬁl m,(g), kE=1,. —1,7=1,....m

Gdy :L’,(f_)l = xé‘]) dla pewnego k = 1,...,n, to przyjmujemy, 7e [x]gj_)l,a:k ) = (. Dla
uproszczenia zapisu bedziemy oznaczaé By := [x,(cj)l, :U,(g)), k=1,...n,j=1,..,m.
Od tej pory konstrukcje optymalnego podziatu przestrzeni mierzalnej {[0, 1), B} bedzie-
my rozwazaé jako optymalny podzial odcinka [0, 1) pomiedzy n graczy.

Skonstruujemy przyporzadkowanie kazdego podprzedziatu By; kazdemu graczowi ¢ € I.
Niech pj;,q;, 7 =1, ..., m beda liczbami catkowitymi speiniajacymi nieréwnosci 0 < p; <
qj < n oraz réwnosa.

#{’L 1 E [,Cij < 0} = Dy,
#{z' cr€el = 0} = qj — Dj,
#{Z iE[,CU >O}:7’L—q]‘,
gdzie # A oznacza liczbe elementow skoticzonego zbioru A. Dla kazdego przedziatu
laj,aji1), j =1,...,m, rozwazamy permutacje oj : I — 1,7 =1,...,m poprzez nastepu-
jace warunki:

L. Jesli p; > 0, to definiujemy o;(k) € {i : i € I,¢;; < 0} dla k = 1,...,p; w taki
sposob, ze

Ao o e
10 5 ok i g ps— 1L (5.15)

Cos(k)j Coyit)j

2. Jesli ¢; — pj > 0, to definiujemy o;(k) e {i: i€ [,¢;j =0} dlak=p;+1,...,q¢; w
taki sposob, ze

O'j(k) <Oj(]€—|-1), ]{J:pj—{—l,...,q]'—l. (516)

3. Jesli n —¢; > 0, to definiujemy oj(k) € {i: i€ l,¢;; >0 dlak=¢q;+1,...,nw
taki sposob, ze

d o do o
J(k)] > J(k—I—l)]’ k_ — q]+ 1’“"n_ 1 (517>

Coj(k)j  Coj(k+1)j

Permutacje o, j = 1, ..., m, definiujg wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie pod-
przedziatow Bj; C [aj,a+1), 1 € 1,7 =1,...,m, kazdemu graczowi ¢ € I, w taki sposob,
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ze -ty gracz otrzymuje podprzedzial B -1, ;. Ostatecznie otrzymujemy partycje {Bi}l",
J
przedziatu jednostkowego zdefiniowana nastepujaco:

B_UB

Jj=

i €1

Nastepujace twierdzenie udowodnione przez Leguta [H3| przedstawia algorytm wyzna-
czania rownomiernie optymalnego podziatu.

Twierdzenie 5.16. Niech liczby z*, {xz(j)},k =1,..,n—1,75 € J, bedqg pewnym roz-
wigzaniem nastepujgceqo zadania programowania nieliniowego (NLP):

max 2z (5.18)

2 kwadratowymi ograniczeniami

z=Y Mi(Bojfl(i)j) => /B fide, i=1,..,n,
j=1 j=1""o (0
wzgledem zmiennych z, {x;gj)}, kE=1,...n—1,j5 € J, spelniajgcych nastepujgce nieréw-
noscu:
0=a; < ngl) < ... < x,,(ll_)l < ag, (5.19)

as < x(lg) < ... < 2 < as,

n—1

am <2 <<l < apa = 1.

Wtedy partycia {Af}r_ | € P przedziatu jednostkowego [0, 1) zdefiniowana przez
= U A, pp i €1, (5.20)

gdzie
_ |*0) *(J) '
A()'J_l(l)j = |:£C0_j1(i)_1,xo_j1(i)) , 1 - ], (521)
oraz xé(j) = aj, a:;‘;(j) = ajt1, J = 1,...,m, jest réwnomiernie optymalnym podziatem,
natomiast z* jest warto$ciqg optymalng, tzn. v = z*.

Twierdzenie 5.15 jest szczegdélnym przypadkiem powyzszego twierdzenia dla funkcji
gestosci (5.12), dla ktorych ¢;; = 0 dla kazdego 4,j € I. Podobnie jak w przypadku
funkcji prostych Twierdzenie 5.16 moze by¢ wykorzystane do wyznaczania przyblizonych
rownomiernie optymalnych podziatow dla dowolnych funkeji gestosci, ktore moga byé
aproksymowane przez funkcje kawatkami liniowe. Twierdzenie 5.16 moze byé réwniez
uogo6lnione do wyznaczania a-optymalnych partycji dla dowolnego o € .S,,. Legut [H3]
przedstawil nastepujacy przyktad ilustrujacy metode opisang w Twierdzeniu 5.16.



17
Przyklad 5.17. Rozwazmy problem sprawiedliwego podziatu dla trzech graczy. Zatoz-
my, ze kazdy z graczy ¢ = 1,2,3, ocenia mierzalne podzbiory odcinka jednostkowego
[0, 1) uzywajac miar u; zdefiniowanych odpowiednio przez nastepujace funkcje gestosci:

3
filx) = > (cijz + dij) gy 0,,)(7), 1 = 1,2,3,
=1

gdzie liczby c¢;; oraz d;; sa elementami macierzy:

2.0 2
-2 1 -1
el =| -1 1 1|, [dyl=1]3 1 1|
—1 0 -2
1 7 13
L2 4 7
oraz a; = 0, as = %, as = %, ay = 1. Skonstruujemy teraz réwnomiernie optymalng
partycje. Dla ¢;; # 0 zdefiniujmy nowa macierz [e;;] z elementami e;; = ] (element eg9
Cij
nie zostal zdefiniowany):
5
~10 -3
5 01 1
el =1 -1 1 1
-1 _§ ]

Podzielmy teraz graczy na trzy grupy oddzielnie dla kazdego przedziatu w zaleznosci od
znaku liczby c¢;;:

[0,3) - {1,2,3}, {0}, {0}, dla ¢;; < 0,

[%7 %) : {@}7 {3}7 {17 2}7 dla cij = 0,

[%, 1) : {1,3}, {@}, {2}, dla Cij > 0.

Analizujac kolumny macierzy [e;;] definiujemy permutacje o; : {1,2,3} — {1,2,3}, j =
1,2, 3 spetniajgce warunki (5.15), (5.16) oraz (5.17). Porzadkujac graczy wedtug ilorazow
ei; w kazdej z trzech grup otrzymujemy:

1\ du dsi _dy

_O, 2) o o > - oraz o1(1) =1, 01(2) = 3, 01(3) = 2,

L9 dn

21 oraz 09(l) =3, 02(2) =2, 02(3) = 1,

C22 C12

3 d d
= 1) B S T raz o3(1) =1, 03(2) = 3, 03(3) = 2.
|4 C13 €33

L . o din ds . . . .
Poniewaz zachodzi réwno$¢ — = —— mozemy takze alternatywnie zdefiniowaé

C11 C31

o1(1) = 2, 01(2) = 1, 01(3) = 2. Permutacje 0j, j = 1,2,3, wyznaczaja przypisanie
podprzedzialow {[x,({ﬁl,xg)) ARE (x(j) = a;, :1:7(73) = a;+1) kazdemu graczowi ¢ = 1,2, 3

takie, ze:
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gracz ¢ = 1 otrzymuje zbior By = [O,:L‘gl)
gracz i = 2 otrzymuje zbior By = [asg
(
1

gracz i = 3 otrzymuje zbior By = [x

Sformutujmy nastepujace zadanie programowania nieliniowego (por. 5.27):
max 2z

przy ograniczeniach

o
fi(x)dz

3/4

AR 3/4
o= [" fl(:z:)da:—i—/xég) fi(z)dz +
52)]2 53;(3) [Ig3)]2

3 €T
LT - ML KL
x(z) 1
/(1 f2 dx‘i‘/x(;) f2(x)dx+/3) f2(x)d33
DT R o 0 Gl S w0 G O 10 2 S -0
4 4 9 4 9 4 9 4 9
xgl) $§2) wéS)
z = /xgl) fg(x)dx+/1/2 fg(x)dx+[Egg) f3(z)dx
B G G O G S 7 GRS L L
8 2 4 2 4 4 4 1 4 2

wzgledem zmiennych z, {:U;Cj)} k=1,2,7=1,2,3, spelniajacych nastepujace nieréwno-
Sci:

3
<V <V < - <al <x§2><4<x§3)<x§3)<1.

Wykorzystujac odpowiednie oprogramowanie uzyskujemy nastepujgce rozwigzanie:
2~ 0.465276, 2V = 2V ~ 0.26852, ¥ = 2 = 2% = 0.75 oraz 28 ~ 0.766019.

Stad, wartoé¢ optymalna problemu sprawiedliwego podziatu v ~ 0.465276 oraz rowno-
miernie optymalny podzial { By, Bo, B3} jest wyznaczony przez By = |0, xll)),

(1 3
B —[1’2) l)U[ g)v )7 B3_[§7 g))

72

[

5.4.3 Funkcje posiadajace kawaltkami $ciS$le monotoniczne ilorazy wiarogod-
nosci

W tym rozdziale przedstawimy algorytm wyznaczania réwnomiernie optymalnych po-
dziatow dla szerszej klasy funkcji gestosci. Przypuéémy, ze mamy n bezatomowych miar
Wi, i € I, zdefiniowanych na przestrzeni mierzalnej {[0, 1), B}. Bedziemy potrzebowaé
nastepujacego zatozenia:
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Zalozenie 5.18. Miary u;, © € I, sa absolutnie ciaglte wzgledem miary Lebesgue’a A
zdefiniowanej na {[0, 1), B} i dodatkowo:

supp(p;) =1[0,1), i€l
Niech f;, @ € I, oznaczajg pochodne Radona-Nikodyma miar p; wzgledem miary A.
Zdefiniujmy absolutnie ciggle oraz §cigle rosngce funkcje F; : [0, 1] — [0, 1] nastepujaco

Fi(t) :/{OJ) fid\, tel0,1, iel (5.22)

Potrzebujemy jeszcze jednego kluczowego zatozenia:

Zaltozenie 5.19. Istnieje partycja {[a;j, a;j;1)}jL; przedziatu [0,1), gdzie a; = 0,
ams1 = 1, taka, ze funkcje gestosci f; na kazdym z tych przedzialow posiadajg $cisle
fi(@)

59
Ju(z)

monotoniczne ilorazy wiarogodnosci, tzn. dla dowolnego i,k € I, i # k, ilorazy
Scisle monotoniczne na kazdym z przedziatow [a;j, a;41).

Nastepujgca wlasnos¢ moze by¢é pomocna do sprawdzenia, czy dane funkcje gestosci
fi, © € I, spelniajg Zalozenie 5.19.

Wtlasno$é 5.20. Jesli funkcje gestosci f;, 1 € I, sq rozniczkowalne @ zbior

Q:={x e (0,1): fl(x)fr(x) = fi(x) fr(x), i,k € 1,1 #k} (5.23)
jest skonczony, wtedy Zatozenie 5.19 jest spetnione.

Jesli gestosei f;, ¢ € I, sa wielomianami dodatniego stopnia, wtedy zalozenia Wtasnogci
5.20 sa spelnione, a wiec spetnione jest rowniez Zaltozenie 5.19.
Rozwazmy problem optymalnego podziatu dla dwoch graczy z nastepujgcymi funkcjami
gestosci fi(x) = xsin% + ¢, gdzie stata c jest tak dobrana, ze spelniona jest rownosé
Jo fi(z)dz =1 oraz fo(x) = I q)(z) dlaz € [0,1). Latwo zauwazy¢, ze w tym przypadku
zbior @) zdefiniowany przez (5.23) ma nieskoriczong liczbe elementow, wiec Zalozenie 5.19
dla tych funkcji gestosci nie jest spelnione.
Do konstrukeji podziatu optymalnego bedzie potrzeba nastepujaca:

Wtlasnos$é 5.21. Przypusémy, ze gestoSci f; spetniajg Zatozenie 5.19. Wtedy dla dowol-
nych liczb 01,0 spetniajgcych nierownosci a; < 6y < 0y < aji1, j € J, oraz dowolnych
i,k € 1,1#k, jedna z ponizszych nierdwnosci:
Fi(t) — Fi(01) _ Fi(t) — Fi(61)
Fi(0y) — F5(01) ~ Fr(62) — Fi(61)
Fit) — Fi(0h) _ Fi(t) — Fi(01)
Fi(6h) — Fi(01) ~ Fi(02) — Fi.(01)
jest spetniona dla kazdego t € (01,05).

(5.24)

(5.25)
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Nierownosci (5.24) 1 (5.25) oznaczaja, ze istnieje relacja wzglednej Scistej wypuktosci
pomiedzy funkcjami F; i Fy, i # k, zdefiniowanymi przez (5.22). Gdy spelniona jest nie-
rownosé (5.24), wtedy F; jest §cisle wypukta wzgledem Fj. Whasnosé ta jest rownowazna
Scistej wypuklogci ztozenia funkeji Fjo F}, * zdefiniowanej na przedziale (Fy(a;), Fi.(aj41))
(por. [41]). Z pewnego wyniku uzyskanego przez Shisha i Cargo [19] mozna wywniosko-
wac, ze Fyo 1 jest &cigle wypukta na (F(a;), Fi(a;.1)) wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz
fi(x)
Jr(2)
5.21 jest takze prawdziwa.

Wrzgledna wypuktosé jest jednag z wielu uogdlnient pojecia wypuktosci, ktore byty badane
juz od 1931 r. (por. Jessen [23]). Nastepnie koncepcje te byty rozwijane przez Popoviciu
[42] i Beckenbacha [4] i kontynuowane przez Karlina [25] w szczegdlnodcei dla zastosowan
w teorii aproksymacji.

Relacja cislej wypuktosci indukuje na kazdym z przedzialow (a;, aj41) Sciste czesciowe
uporzadkowanie funkeji F; (por. [41]). Niech F; <; F} oznacza, ze Fj jest §cisle wypu-
kla wzgledem Fj, na przedziale (a;,aj11). Dla kazdego j € J definiujemy permutacje
oj: I — I, taka ze

jest cisle rosnacy na przedziale (a;, aj41). Stad odwrotna implikacja we Wtasnosci

Foie1) =5 Foyi)s
dla k =1,...,n — 1. Stad dla dowolnego t € (a;,a;j;1) mamy
Fojtery() — Fonrn(a)) _ Foym(t) — Foym())
Fo ey (aji1) = Fo ey (a)  Foyy(aji) — Foym (ay)

(5.26)

Nastepujace twierdzenie udowodnione przez Leguta [H5| przedstawia algorytm wyzna-
czania rownomiernie optymalnych partycji dla funkcji gestosci spetniajacych Zalozenie
5.18 1 5.19:

Twierdzenie 5.22. Niech zbior liczb z*, {xz(‘j)}, k=1,...n—1,j € J, bedzie rozwiq-
zaniem nastepujgcego zadania programowania nielinioweqo (NLP)

max z (5.27)
przy ograniczeniach:
= Zl {Fi(xr(fjj)(i)) - E(xz(fjj)(i)l)} i=1,..,n, (5.28)
]:

wzgledem zmiennych z, {x,gj)}, k=1,...n—1,5 € J, spelniajgcych nastepujgce nierow-
nosci:
O=a; <2’ <..< a:v(ll_)l < ag, (5.29)

2 2
as <x(1) <. <x;_)1 < ag,

2" <y = 1.

S
3
N\
B
I\
N\
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Wtedy partycja {Af}r_, € P przedziatu jednostkowego [0,1) zdefiniowana przez
S T DTV ) N ) I W
Af = jL:Jl {xajf(i)_l,xggf(i)) il (5.30)

gdzie xS(j) = aj, 2x0) = ajy1, J € J, jest rownomiernie optymalnym podziatem dla miar

Wi, © € I oraz v = 2" jest optymalng warto$ciq.

Jesli dla pewnego ¢ € I oraz j € J, zachodzi rownosc¢ ngjg)il = xZ,SJ(Z), wtedy przyjmu-

jemy {xiﬁ_{z)_l, xiﬁ%) = () w sumie przedzialow (5.30).

Ponizszy przyktad ilustruje metode opisang w powyzszym twierdzeniu.

Przyklad 5.23. Rozwazmy problem sprawiedliwego podziatu dla trzech graczy I =
{1,2,3}, ktorzy oceniaja mierzalne podzbiory odcinka jednostkowego [0,1) za pomoca
miar u;, ¢ = 1,2, 3, zdefiniowanych odpowiednio przez nastepujace funkcje gestosci:

1

fil@) = 12 (:1: _ 2) o) = 2, o) =T (@), =< [0,1).

Zastosujemy algorytm opisany w Twierdzeniu 5.22 do wyznaczenia réwnomiernie opty-
malnego podzialu. Najpierw musimy podzieli¢ odcinek [0, 1) na podprzedziaty, na ktorych
gestosci f;, 1 = 1,2, 3, spelniaja oddzielnie wlasnos¢ SMLR. Do tego celu wyznaczymy
zbior Q zdefiniowany przez (5.23). Okazuje sie, ze @ = {3} i stad z Wlasnosci 5.21 wy-
nika, ze gestosci f;, ¢ = 1,2,3, spelniaja wlasnoé¢ SMLR na dwoch przedziatach [0, 3) i
3,1). Niech Fj, i = 1,2, 3, beda $cile rosnacymi funkcjami zdefiniowanymi przez (5.22).
Wyznaczajac te funkcje otrzymujemy:

Fi(t) =43 — 662 + 3t, Fy(t) =t*, F3(t) =t, te0,1).

W oparciu o nier6wnosci (5.26) ustalamy odpowiednie przypisanie trzech podprzedzia-
tow w kazdym 7 przedzialow [0, 3) oraz [3,1) w nastepujacy sposob: bierzemy srodkowe
punkty {i} i {%} tych przedzialow i sprawdzamy, ze

Fi(1/4) — F1(0) - F5(1/4) — F5(0) - F5(1/4) — F5(0)
Fi(3) — F1(0) Fy(5) — F3(0) Fy(3) — F>(0)

oraz F3(3/4) — F3(0)  Fy(3/4) — F5(0)  F1(3/4) — F1(0)

> > .
F3(1) — F3(3) (1) = Fa(3) F(1) - Fi(3)
Stad uzyskujemy nastepujace permutacje:

(123 (123
0'1—132 oraz02—321.

Teraz jestesmy gotowi, tak jak w Twierdzeniu 5.22, sformulowac zadanie programowania
nieliniowego:

max 2



22

przy ograniczeniach
2= FY) = F(0)+ F() - FP),
2 = B(1) - BEY) + BEP) - B,
2= By(af) = Byal) + Fy(al) - Fa(d),
wzgledem zmiennych z, {x;(cj)} k=1,2,5 =1,2, spelniajacych nastepujace nier6wnosci:

o<z <P <l<al <2l <1

Rozwigzujac to zadanie otrzymujemy:

2% 2 0.4843, 71 ~ 0.1426, 21 = 4y = 0.5, 23V ~ 0.6269, 25 ~ 0.9367.

Stad uzyskujemy rownomiernie optymalny podzial {A¥}3 | € & odcinka jednostkowego
0,1), gdzie

Ai= 0.1 U 1), A= aY) oran A5 = [, 0.
Optymalna warto$é¢ v = z* ~ 0.4843.
]

Legut [H5] wykorzystal rowniez metode opisana w Twierdzeniu 5.22 do wyznaczania
rownomiernie e-optymalnego podzialu w przypadku, gdy zbior () zdefiniowany przez
(5.23) jest przeliczalny i nieskorniczony. Definicja rownomiernie e-optymalnego podziatu
jest nastepujaca:

Definicja 5.24. Partycja P° = {A5}! | € & nazywa sie réwnomiernie e-optymalnym
podziatem, jesli dla kazdego ¢ € I prawdziwe sg nieréwnosci:

Ml(Af) >V —E,

gdzie v jest wartoscig optymalna.

5.5 Metoda przyblizonego wyznaczania podzialéw $cisle spra-
wiedliwych

W tym rozdziale bedziemy rozwaza¢ inne pojecie optymalnosdci podziatow. Beda to po-
dzialy optymalne w sensie teorii sprawiedliwego podziatu. Przedstawimy algorytm przy-
blizonego wyznaczania $cidle sprawiedliwego podziatu, ktory jest jednoczesnie podzia-
tem proporcjonalnym, wolnym od zazdrosci oraz jest podziatem rownomiernym (Defini-
cja 5.5). Istnienie podzialow scisle sprawiedliwych wynika bezposrednio z nastepujacego
twierdzenia Hobby’ego i Rice’a [22] uogdlnionego przez Alona [1]:
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Twierdzenie 5.25. Niech iy, ..., p, bedg bezatomowyms miarams probabilistycznymi zde-
fintowanymi na mierzalnych podzbiorach odcinka jednostkowego [0,1]. Wtedy, mozliwa
jest partycja tego przedziatu za pomocqg (m — 1)n cie¢ oraz podzielenie (m — 1)n + 1
uzyskanych podprzedziatow na m rodzin zbiordw Fi, ..., F, takich, Ze p;(UF;) = % dla
kazdego i =1,....,n oraz j = 1,...,m. Liczba (m — 1)n jest wyznaczona optymalnie.

Suma UF; oznacza sume wszystkich podprzedziatéw nalezacych do rodziny F;.
Niestety nie jest tatwo wyznaczy¢ §cisle sprawiedliwy podziat korzystajac bezposred-
nio z Twierdzenia 5.25. Musimy znalezé n(n — 1) nieznanych liczb rozwiazujac uklady
rownan dla wszystkich mozliwych konfiguracji rodzin Fi, ..., F, spelniajacych warunki
pi(UF;) = 14,5 = 1,...,n. Z tego powodu Legut [H6] zaproponowal iteracyjny algo-
rytm wyznaczania przyblizonego rozwigzania tego problemu.
Niech Fi, ..., F,, beda rodzinami zbioréw, ktore spetniaja Twierdzenie 5.25. Stad
Yjer |[Fj| < (m—1)n+1, gdzie | F;| oznacza liczbe podprzedzialow nalezacych do rodziny

F;, j € 1. Niech g,(m) = {(m_l)nHJ ,m =2, ..,n, gdzie | x| oznacza najwieksza liczbe

m
catkowityg mniejsza lub réwng x. Latwo sprawdzié, ze

min | 7| < gu(m). (5.31)

Niech F; : [0,1] — [0, 1] bedg cigglymi i niemalejacymi funkcjami zdefiniowanymi przez
F;(t) = 1;([0,1)), t € [0,1], i € I. Skonstruujemy przyblizony §cisle sprawiedliwy podzial
P ={A;};_, wn — 1 krokach zaczynajac od m = n a nastepnie idac wstecz do m = 2.
Krok 1. (m =n)

Poniewaz ¢,(n) = n — 1, bedziemy rozwazaé¢ dwa skoniczone ciagi 2(n — 1) liczb {zx}
oraz {yx}, k = 1,...,n — 1, speliajace warunki:

0<uzp <yp <1, dlakazdego k=1,...,n—1, (5.32)
yp < Tpy1  dla kazdego k=1,..,n—2 oraz (5.33)
n—1 n—1 1 ‘
2 Filyn) — Fi(we)] = 2 pillew,ye)) = —, i =1,....m. (5.34)
k=1 k=1

Z Twierdzenia 5.25 oraz (5.31) wynika, ze uktad (5.34) n rownai wzgledem zmiennych
Tk, Yk, k = 1,...,n — 1 posiada przynajmniej jedno rozwiazanie, ktére oznaczmy przez
{xl(l)},{yl(l)},l = 1,..,n — 1. Niech 1 < 1 < n — 1 oznacza liczbe par (:Jcl(l),yl(l))

spetniajacych nieréwnoscé xl(l) < yl(l). Niech

lp =min{l : [ > l}_q, :Ul(l) < yl(l)}, k=1,..,r,

gdzie lp = 0. Zdefiniujmy a,(j) = xl(i), b,(;) = yl(:) oraz

A= Ul 0).
k=1
7 ukladu rownan (5.34) wynika, ze p;(Ay) = 1/n, dla kazdego ¢ € I. Wyznaczylismy
pierwszy zbior, ktory nalezy do scisle sprawiedliwego podzialu P = {A;} ;.
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Krok 2. (m=n—1)
Niech {ug)}, {w,(cl)}, k=1,...,s1 beda ciggami liczb spelniajacych warunki

0<ul) <wlV <1,

(1) < u&)l dla kazdego k=1,...,s1 — 1,

oraz warunek )
1

Cr=1[0,1]\ Ay = U [, ).
k=1
Latwo sprawdzié, ze 11 — 1 < s; < r; + 1.

W przypadku, gdy agl) > 01 bgp < 1 mamy sy =7 + 1 oraz
(1) (1) _ a§1)7 1) — pM (1) —1,

uy’ = 0,w U, =0, w
ut) = w =al),, dla k=2, —1
Zdefiniujmy skonczony ciag liczb 0 = e(()l) < egl) g)_l < eg) = 1 spelniajacych
warunki

< .. <e

o_ 1 SO R (O N 4
€k ].—A(A:[) ]z%)(w] u] )7 yeeey S1 )

gdzie A, tak jak wezesniej oznacza miare Lebesgue’a zdefiniowang na {[0, 1], B}.
Niech ¢y : C1 — [0, 1] bedzie wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem, takim ze:

(1)

1 1 1 r—u
gdy LS [u]({,’)7wl(€))7 to gl(x) :€§g>1+1_)\(jih)7 k:]-a---951~
Zdefiniujmy dla ¢ € I ciggle i niemalejace funkcje Fi(” : [0, 1] — [0, 1] nastepujaco:
1 n _
P = —— (Filg " (®) = m(A 0 [0,))). (5.35)

(1) (1)

Niech py/, ..., 1y, beda bezatomowymi miarami probabilistycznymi zdefiniowanymi na

mierzalnych podzbiorach odcinka jednostkowego [0, 1] i generowane przez funkcje F,;( ) :
tzn. dla dowolnych liczb 0 < & < y < 1 przyjmujemy, ze ,u,gl ([x,y)) = F(l)(y) — F-(l)(x).

7

() oraz m = n — 1. Zatem

Teraz wykorzystujemy Twierdzenie 5.25 dla miar ,ugl) A ,u
istnieja rodziny zbiorow .7:1(1),...,.7:,51_)1, takie, ze ui(UFj ) = ﬁ dla kazdego 1 € 1

oraz j = 1,...,n — 1. Z Twierdzenia 5.25 oraz (5.31) wynika, ze istnieje rozwigzanie
{ZCZ(Q)}, {yl(Q)}, l=1,..,q,(n — 1), uktadu réownari
qn(n—1) qn(n—1) 1

> E () — B ()] = > it (ks i) = (5.36)

n—1
dla i € I wzgledem zmiennych xy, yi, k =1, ..., ¢,(n — 1), spelniajacych warunki
O0<axp<yr<1l, dakaidego k=1,..,q,(n—1) oraz
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yr < Tp+1  dla kazdego k=1,....q,(n —1)— 1.

Niech 1 < hy < gu(n — 1) oznacza liczbe par (xl(Q), yl(Q)) spetniajacych nieréwnosci

22 <y

< y;”". Oznaczmy

bo=min{l: 1> L1, 2 <yPV, k=1,.. h,

gdzie lp = 0. Zdefiniujmy c,(g) = xl(f), d,(gl) = yl(kz) oraz

By = U d™)  [o.1]
k=1

Z (5.36) wynika, ze ,u/(-l)(Bl) = L. dlakazdego i € I. Oznaczmy A = g7 ' (By). Poniewaz

g1 jest funkcja kawaltkami liniows, zbidér Ay jest nastepujaca suma przedziatow:

A = U [a?.62) c o,
k=1

dla pewnych liczb 0 < a,(f) < b(2) < 1, oraz 7“2 = hi + 21, gdzie 21 jest liczbg punktow

{el(cl)}’ k=1,.. s —1, nalezacych do sumy UL 1(0,(C ), d( )) FLatwo zauwazy¢, ze jesli dla
pewnego ko zachodz1
81—1
1 1) 01
U’ (@) d) =0,

wtedy gfl((cgfo), d( ))) jest pojedynczym przedziatem. Przypusémy teraz, ze

911

U {er} (el di)) = {eiy) . efl)}, gdziel <p < s1— 1.
k=1

W tym przypadku g; ((c,(fl), d( ))) sktada sie z p + 1 podprzedzialow.

Mozna tatwo zauwazy¢, ze:
1
pi(As) = — dla kazdego i€ 1.
n

Jesli n > 3 postepujemy analogicznie w kolejnym kroku.
Krok 3. (m—n—2)
Niech {uk )} {wk }, k=1, ..., s9, beda ciggami liczb spelniajacymi nastepujace warunki:

Y

0 < (2)<w,(f)<1

(2) < U1(€2+)1 dla kazdego k=1,...,89 — 1,

oraz takimi, ze zachodzi roéwnosc¢:

Cy = 0,1]\ (43 U As) = U [u2, wf).

k=1
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Latwo sprawdzi¢, ze so < 2h;. W przypadku, gdy

811

U{ek}ﬂU(k»d ) =0,

przyjmujemy So = 2h;.
Zdefiniujmy skonczony ciag liczb 0 = e(()) < e§2) <. < 652_1 < eg) = 1 speliajacych

warunki:

@ _ 1 S B ¢ N .
e T A, U Ay ;)(wj u:s), T

Niech g9 : Cy — [0, 1] bedzie wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem, takim ze
(2)

2 2 r—Uu
())7 tO 92( )_€](€)1+ _)\(AlliJAQ),

gdy =z € [u,c , k=1,.. so.

Zdefiniujmy dla ¢ € I ciggle i niemalejgce funkcje Fi(2> : [0, 1] — [0, 1] nastepujaco:

(Filg2 (1)) — (AL U Ag) N [0,1))) .

O = "
Niech ,ugz),. o ,un> beda bezatomowymi miarami probabilistycznymi zdefiniowanymi na

)

mierzalnych podzbiorach odcinka [0, 1] i generowane przez funkcje FZ-( . 7. Twierdzenia

5.25 zastosowanego dla miar ,ug)
zbiorow ]__1(2)’ ...,fT(LQ_)Q, takie ze m(U}"j@)) = L dla kazdego i € [ oraz j =1,...,n — 2.
Wobec tego istnieje rozwigzanie {xl(?’)}, {yl(?’)}, [ =1,...,q,(n —2), nastepujacego uktadu
rownan:

., 2 oraz m = n — 2 wynika, ze istnieja rodziny

4n(n—=2) n(n—2)
S E ) - FOw) = T i e = - (5.37)

dla ¢ € I wzgledem zmiennych xy, yi, k=1, ..., qn(n — 2), spemiajacych warunki:
O0<axp<yr<1l, dakaidego k=1,..,q,(n—2) oraz

yr < xp+1  dla kazdego k=1,...,q,(n —2) — 1.
(3) , (3)

Niech 1 < he < gn(n — 2) oznacza liczbe par (z;”,y;”) spetniajacych nieréwnosci
(3) y( Oznaczmy

bo=min{l: 1>y, 2? <yP}, k=1,.. ho,

gdzie lp = 0. Zdefiniujmy c,i) = xl(j’), d(,Q) = yl(g) oraz

2
B, = [, d?) c [0,1].
k=1
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(2)

Stad otrzymujemy p,” (Bs) = ﬁ dla kazdego ¢ € I. Oznaczmy

T3

Ay =g, (By) = U[a?,bY) C Xy,
k=1

dla pewnych liczb 0 < a,(:’) < b,(;’) < 1, takich, ze r3 = hy + 29, gdzie 29 jest liczba

punktow {6122)}, k=1,..,s9— 1, nalezacych do UZil(c,(f), d,(f)).

Mozna sprawdzié, ze
1
pi(As) = — dla kazdego i€ I.
n

W ostatnim kroku dla m = 2 wyznaczamy zbior A,,_1, dla ktorego zachodzi

wi(An—1) = % dla kazdego ¢ € [I. Ostatni zbiér A,, uzyskujemy przyjmujac A, =
[0, 1] \U?;ll A;. Jedli bezatomowe miary p;, ¢ € I, sg zdefiniowane za pomoca gestosci f;
bedacych funkcjami prostymi, wtedy uktady rownar (5.34), (5.36) i (5.37) sa liniowe i
mozemy uzyska¢ doktadne rozwigzania. Niestety dla dowolnych funkcji gestodci musimy
stosowa¢ metody numeryczne, ktére moga daé jedynie przyblizone rozwigzania proble-
mu $cisle sprawiedliwego podziatu tortu. Co wiecej, nie mozemy nawet oszacowac¢ btedu
przyblizenia, z ktorym rozwigzujemy uktady rownan (5.34), (5.36) i (5.37).

Legut [H6| przedstawil nastepujacy przyklad wyznaczania przyblizonego rozwiazania pro-
blemu §cisle sprawiedliwego podziatu dla trzech graczy.

Przyktad 5.26. Zalozmy, ze trzech graczy ocenia mierzalne podzbiory odcinka [0, 1]
przy pomocy miar u;, ¢ = 1,2, 3, zdefiniowanych nastepujaco:

n1([0,1)) = Fi(¢) =1,

pa([0, 1)) = Fa(t) =2,

us((0,)) = Fy(t) = Vi,
dlat € [0, 1]. Do przyblizonego wyznaczenia $cisle sprawiedliwego podziatu potrzebujemy
dwoch krokow.
Krok 1.
Z Twierdzenia 5.25 wynika, ze istniejg trzy rodziny podprzedzialow F;, j = 1, 2, 3 takich,
ze pi(UF;) = 5 oraz ¥;|F;| < 7. Wtedy min; |F;| < 2. Rozwazmy nastepujacy uklad
rownan
Fi(y1) — Fi(z) + Fi(y) — Fiz) = y1 — 21 4 yo — 20 = 3,

Fy(y1) — Fa(x1) + Fa(ya) — Fa(w) = yf — 21 +y5 — 25 = 3,

F3(y1) — F3(z1) + F3(y2) — Fs(22) = /U1 — V/ZT1 + /12 — /T2 = 3.
wzgledem zmiennych 0 < 21 < y1 < 22 < y2 < 1. Rozwiagzujac powyzszy nieliniowy
uktad rownan otrzymujemy przyblizone rozwiazanie:

r1 =a; =0, Y1 = by =~ 0.011394

To = ag ~ 0.356524, 1o = by =~ 0.678463.
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Niech
Al = [O, bl) U [CLQ, bg) (538)

Stad otrzymujemy u;(A;) =~ = dla kazdego i = 1,2, 3.
Krok 2.
Teraz skonstruujemy pozostate zbiory As i As. Pierwsza miara pp jest miara Lebesgue’a,

wiec M(A1) = 1 (4)) = % Oznaczmy

1
3

Cl = [07 1] \Al = [ulywl) U [u27w2] - [ulawl) U [UQ, 1]7
gdzie u; = by, w1 = ag, us = be, wo = 1. Zdefiniujmy liczby 0 = ey < e; < e = 1, gdzie

3
e = §(w1 —up) &~ 0.517695.

Definiujemy funkcje g : C; — [0, 1] nastepujaco

3(x —wy) dla = € [ug,w)
— 2 9 9
9(z) { e1+3(x—up) dla z € [uy,1].
Stad wyznaczamy funkcje g~ !:
1 St dla t € [0,e1),
9 (1) =
t—e1)tup dla t€lfeg,1].

Korzystajac z (5.35) konstruujemy ciagle i niemalejace funkcje Fi(l) . [0,1] — [0, 1],
1 =1,2,3 w sposob nastepujacy:

FY@#) =¢t, dla telo,1],
t—e)? +2(t —er)ug + S(wi —ui) dla t € [eg,1].
(2t + w1 — /i) dla t€[0,e),
S(VEt—er) tus— ur — Juz + ) dla t € [eg, 1.

Oznaczmy przez v;, ¢ = 1,2, 3, bezatomowe miary zdefiniowane na mierzalnych podzbio-

(

rach [0,1] i generowane odpowiednio przez funkcje Fz-l). Poniewaz ¢3(2) = 2 mozemy
podzieli¢ przedzial [0, 1] w 3 miejscach i otrzymaé¢ dwie rodziny zbioréw fj(l), 7 =12,

takie, ze I/Z‘(U:/tj(l)) = 1 dla kazdego ¢ = 1,2, 3. Rozwazmy nastepujacy uklad réwnan

1
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wzgledem zmiennych 0 < y%l) < xél) < yé” < 1. Rozwiazujac go, uzyskujemy przyblizone

rozwiazanie
dV = 4V ~0.0617,
SV = 28 ~ 0.333082, (5.40)
dV = 8V ~ 0.771382.
W tym przypadku mamy cgl) = 0. Oznaczmy By = [O,dgl)) U [cgl), dgl)). 7 (5.39) oraz
(5.40) wynika, ze

1
vi(By) ~ 5 dla kazdego @ =1,2,3.
Niech As = g~ 1(B;). Mozna sprawdzi¢, ze
1
pi(Ag) = 3 dla kazdego ¢ =1,2,3.

W koiicu uzyskujemy przyblizone rozwiazanie:

Ay ~[0,0.011394) U [0.356524, 0.678463),
Ay ~ [0.011394, 0.056060) U [0.233449, 0.356524) U [0.678463, 0.847588)
Ay ~ [0.056060, 0.233449) U [0.847588, 1].

Q2

[

6 Omowienie pozostalych publikacji wchodzacych w sktad do-
robku naukowego

Pozostale moje osiggniecia naukowe nie ujete w rozdziale 5 zostaly przedstawione w
nastepujacych artykutach:

D1. Legut J. (1985): "Market Games with a Continuum of Indivisible Commodities",
International Journal of Game Theory, 15, 1-7.

D2. Legut J. (1985): "The Problem of Fair Division for Countably Many Participants",
J. Math. Anal. Appl., 109, 83-89.

D3. Legut J. (1987): "A Game of Fair Division with a Continuum of Players". Colloguium
Mathematicum, vol LIII, 323-331.

D4. Legut J. (1988): "A Game of Fair Division in Normal Form", Colloguium Mathema-
ticum, vol LVI, 179-184.

D5. Legut J. (1988): "Inequalities for a-optimal partitioning of a measurable space",
Proc. of the American Math. Soc. vol. 104, No. 3, 1249-1251.

D6. Legut J. and Wilezyniski M. (1988): "Optimal Partitioning of a Measurable Space",
Proc. of the American Math. Soc. vol. 104, 262-264.
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D7. Legut J. (1990): "On Totally Balanced Games Arising from Cooperation in Fair
Division", Games and Economic Behavior, 2, 47-60.

D8. Legut J. and Wilczyniski M. (1990): "Optimal partitioning of a Measurable Space
into Countably Many Sets", Probability Theory and Related Fields 86, 551-558.

D9. Legut J., Potters JLA.M. and Tijs S.H. (1994): "Economies with Land - A Game
Theoretical Approach", Games and Fconomic Behavior vol. 6, Issue 3, 416-430.

D10. Legut J., Potters J.A.M. and Tijs S.H. (1995): "A transfer Property of Equilibrium
Payoffs in Economies with Land", Games and Economic Behavior vol. 10, Issue 2,
355-375.

D11. Jozwiak 1. and Legut J. (1991): "Decision Rule for an Exponential Reliability Func-
tion" Microelectron. Reliab. vol. 31. 71-73.

Pierwsze cztery prace [D1]-[D4] dotycza wykorzystania wynikoéw teorii gier w problema-
tyce sprawiedliwego podziatu i stanowity podstawe mojej pracy doktorskiej.

Wiekszos¢ moich wynikéw opublikowanych w powyzszych artykutach zostato wymienio-
nych w popularnej ksigzce pt. "Fair division-from cake-cutting to dispute resolution"
napisanej przez znanych specjalistow teorii sprawiedliwego podziatu - Bramsa i Taylora
6].

W pracy |D5] po raz pierwszy wprowadzitem w teorii sprawiedliwego podzialu poje-
cie a-optymalnego podziatu, ktore jest uogdlnieniem pojecia podzialéw rownomiernie
(equitable) optymalnych. Dla takich podziatow zdefiniowatem a-optymalng wartosé, dla
ktorej znalaztem lepsza estymacje, niz ta, ktora wezesniej uzyskali Elton, Hill oraz Kertz
[19]. Co wiecej moja estymacje uzyskatem stosujac prosta geometryczna metode, ktora
pozniej byta wykorzystywana przez roznych autorow (por. [11], [13], [14], [15], [45]).
Jeden z moich najwazniejszych wynikéw naukowych zostal uzyskany wspoélnie z Macie-
jem Wilczyniskim i byt opublikowany w pracy [D6]. Dotyczy on zastosowania pewnego
twierdzenia minimaksowego Siona (por. [2]) do przedstawienia postaci a-optymalnych
partycji. Ten wynik okazatl sie bardzo pomocny w wyznaczaniu algorytmoéw optymalnego
podziatu przestrzeni mierzalnej (por. [H2], [H3|, [H5], [H7]) oraz byl omawiany i analizo-
wany przez roznych autorow (por. [11], [14], [15], [45])-

W pracy |D7| zaproponowatem metode badania wtornego podziatu obiektu X z wykorzy-
staniem teorii gier kooperacyjnych. W tej metodzie gracze tworza koalicje, aby poprawic
poczatkowy podzial, a nastepnie definiowana jest pewna gra kooperacyjna. Okazalo sie,
ze takie gry sa totalnie zbalansowane, a wiec posiadaja niepusty rdzeri. Pokazalem, jak
wyznaczy¢ imputacje nalezace do tego rdzenia. Zaprezentowatem roéwniez charaktery-
styke oraz pewne wlasnosci takich gier. Ten wynik byl pdzniej omawiany w literaturze
sprawiedliwego podziatu oraz teorii gier kooperacyjnych (por. [9], [10], [12], [13]).

Z kolei w pracy [D8] zostalo zdefiniowane pojecie optymalnego podziatu przestrzeni mie-
rzalnej na przeliczalng liczbe zbioréw w oparciu o dane bezatomowe miary. Zostato udo-
wodnione istnienie takiego podzialu. Ponadto zostato podane oszacowanie dla wartosci
optymalnej oraz zostal scharakteryzowany zbiér optymalnych partycji. W koncu zostal
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przedstawiony przyktad zwigzany ze statystyczna teoria decyzji.

W pracy [D9| zostata zdefiniowana gra kooperacyjna vgp zwigzana z ekonomia podziatu
dziatki E (ekonomia w sensie Debreu, w ktorej dziatka jest jedynym towarem). Praca
zawiera analize gier TU typu vg oraz charakterystyke zbioru wyptat pozostajacych w
rownowadze opisanych, jako podzbior rdzenia gry vg. Autorzy udowodnili, ze wyptaty
tworzgce punkt rownowagi moga by¢ rozszerzone do monotonicznych procedur w sensie
Sprumonta. Wyniki tej pracy byly wspomniane w innych artykutach (por. [14], [15], [43],
461, [47)).

Praca [D10]| dotyczy analizy ekonomii wymiany w sensie Debreu z jednym tylko towa-
rem - dziatka. Autorzy badaja gry NTU powiazane z tym rodzajem ekonomii. Gtéwnym
wynikiem tej pracy jest pokazanie, ze zbiér wyptat stanowiacych punkt réwnowagi w
modelu NTU jest zwiazany ze zbiorem wyptat stanowigcych punkt réwnowagi w modelu
TU rozwazanym w pracy [D9| przy pomocy tzw. b-transferu - koncepcji wprowadzone;
przez Shapley’a [48].

Glowny wynik pracy [D6| zostal wykorzystany do wyznaczenia minimaksowej reguly
decyzyjnej dla wyktadniczej funkcji niezawodnosci. Ten wynik zostal przedstawiony w
pracy |D11]. Autorzy zilustrowali uzyskana metode przyktadem, ktory zostal rozwiazany
przy pomocy programu komputerowego.
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