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1 Imi¦ i nazwisko: Jerzy Legut

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe/artystyczne:

• Doktor nauk matematycznych w zakresie matematyki, Politechnika Wrocªawska,
1984 (czerwiec) Temat rozprawy doktorskiej: Gry sprawiedliwego podziaªu.
Promotor: prof. dr hab. Rastislav Telgarsky

• Magister in»ynier matematyki, specjalno±¢: matematyka stosowana, Politechnika
Wrocªawska, 1981 (lipiec), dyplom z wyró»nieniem. Temat pracy magisterskiej:
Gry sprawiedliwego podziaªu i twierdzenie Lapunowa.
Promotor: prof. dr hab. Rastislav Telgarsky

3 Zatrudnienie w jednostkach naukowych.

• Politechnika Wrocªawska, Wydziaª Matematyki,

� 2017 - adiunkt

� 2016-2017 starszy wykªadowca

• Politechnika Wrocªawska, Wydziaª Podstawowych Problemów Techniki,

� 1987-1994 adiunkt

� 1984-1987 wykªadowca

� 1981-1984 asystent

4 Ogólny opis dorobku naukowego

Moje dotychczasowe badania maj¡ cztery cz¦±ci skªadowe:

• wykorzystanie teorii gier do problemów sprawiedliwego podziaªu,

• zastosowania wyników sprawiedliwego podziaªu w ekonomii matematycznej,

• badanie wªasno±ci obrazu bezatomowej miary wektorowej oraz ich wykorzystanie w
teorii sprawiedliwego podziaªu,

• metody optymalnego podziaªu przestrzeni mierzalnej i ich zastosowania w teorii spra-
wiedliwego podziaªu oraz teorii decyzji.

Gªówne wyniki dwóch pierwszych cz¦±ci mojej dziaªalno±ci naukowej uzyskano w latach
1984-1994. Wi¦kszo±¢ tych wyników opublikowano w artykuªach b¦d¡cych w bazie cza-
sopism JCR (Journal Citation Reports). Niektóre z nich byªy prezentowane na dwóch
mi¦dzynarodowych konferencjach po±wi¦conych teorii gier w USA (1988, 1991). Byªem
równie» zapraszany przez ró»ne uniwersytety (z USA, Izraelu, Holandii) do wygªasza-
nia wykªadów na temat moich wyników uzyskanych w tamtym czasie. Nawi¡zaªem tak»e
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wspóªprac¦ z matematykami z Holandii specjalizuj¡cymi si¦ w teorii gier, w wyniku której
zostaªy napisane i opublikowane dwa wspólne artykuªy.
Po dwudziestu latach przerwy w mojej dziaªalno±ci naukowej wróciªem do pracy nad

problemami sprawiedliwego podziaªu. Skoncentrowaªem si¦ na badaniach, których tema-
tyka zostaªa uj¦ta w dwóch ostatnich wy»ej wymienionych punktach. Moja rozprawa
habilitacyjna dotyczy osi¡gni¦¢ uzyskanych w tym obszarze. Te wyniki zostaªy opubli-
kowane w 7 artykuªach, z których trzy znajduj¡ si¦ w bazie Journal Citation Reports
(JCR). Szacowana 1 ª¡czna punktacja wszystkich artykuªów napisanych przeze mnie oraz
ze wspóªautorami wynosi okoªo 375 wedªug systemu punktacji MNiSW. W tej liczbie
ª¡czna punktacja prac stanowi¡cych osi¡gni¦cie naukowe wynosi 125. Liczba cytowa«
wszystkich moich artykuªów wynosi 32 wedªug Web of Science (w tej liczbie nie ma
autocytowa«).
Badania naukowe dotycz¡ce tematyki podziaªu przestrzeni mierzalnej kontynuuj¦ wspól-

nie z innymi autorami. Najnowsze wyniki tych bada« zostaªy zawarte w trzech nieopu-
blikowanych jeszcze artykuªach ([35, 36, 37]).

5 Wskazanie osi¡gni¦cia wynikaj¡cego z art. 16 ust. 2 ustawy z

dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule nauko-

wym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr

65, poz. 595 ze zm.).

(a) Tytuª:

Metody optymalnego podziaªu przestrzeni mierzalnej

(b) Lista publikacji skªadaj¡cych si¦ na osi¡gni¦cie naukowe

H1. Legut J. and Wilczy«ski M.: How to obtain a range of a nonatomic vector measure
in R2, J. Math. Anal. Appl. 394, 102-111 (2012)

H2. Dall'Aglio M., Legut J., Wilczy«ski M.: On Finding Optimal Partitions of a Measu-
rable Space, Mathematica Applicanda, vol. 43(2), 193-206 (2015)

H3. Legut J.: Optimal Fair Division for Measures with Piecewise Linear density Func-
tions, International Game Theory Review, vol. 19, No. 2, 175009, (2017)

H4. Legut J.: Connecting two points in the range of a vector measure, Colloquium Ma-
thematicum, vol. 153, No. 2, 163-167 (2018)

H5. Legut J.: How to obtain an equitable optimal fair division Ann. Oper. Res. published
on line, https://doi.org/10.1007/s10479-018-3053-2 , (2018)

H6. Legut J.: On a method of obtaining an approximate solution of an exact fair division
problem, Mathematica Applicanda, vol. 46 (2), 245-256 (2018)

1Poniewa» punktacja czasopism opublikowanych przed 2010 r. nie jest dost¦pna, wzi¡ªem pod

uwag¦ w moich obliczeniach najwcze±niejsze dost¦pne dane na ten temat.
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H7. Jó¹wiak I. and Legut J.: Minimax decision rules for identifying an unknown di-
stribution of a random variable, Proceedings of 39th International Conference on
Information Systems Architecture and Technology, ISAT 308-317 (2018)

(c) Omówienie celu naukowego wy»ej wymienionych prac i osi¡gni¦tych wy-
ników wraz z omówieniem ich ewentualnego wykorzystania
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5.1 Streszczenie gªównych wyników uzyskanych w publikacjach

skªadaj¡cych si¦ na osi¡gni¦cie naukowe

Najwa»niejsze osi¡gni¦cia naukowe dotycz¡ metod wyznaczania optymalnych partycji
przestrzeni mierzalnej {X ,B}, gdy dane s¡ bezatomowe miary {µi}ni=1. Rozpatrywane s¡
ró»ne poj¦cia optymalno±ci. Poni»ej przedstawiam krótkie omówienie wyników uzyska-
nych w ka»dej pracy. Bardziej wyczerpuj¡ce omówienie znajduje si¦ w rozdziale 5.2.
W artykule [H1] przedstawiono konstruktywn¡ metod¦ wyznaczania obrazu dwuwymia-
rowej miary bezatomowej. Autorzy pokazali, jak uzyska¢ funkcj¦, która opisuje brzeg wy-
pukªego i zwartego obrazu miary wektorowej danej przez funkcje g¦sto±ci. Wedªug mojej
wiedzy, jest to pierwszy taki wynik dotycz¡cy konstrukcji obrazu miary wektorowej dla
dowolnych funkcji g¦sto±ci. Ta konstrukcja mo»e by¢ zastosowana w teorii sprawiedliwego
podziaªu do wyznaczania ró»nych typów partycji. W pracy przedstawiono kilka przykªa-
dów ilustruj¡cych omawian¡ metod¦ oraz jej zastosowania.
W pracy [H2] zaprezentowano pewien algorytm wyznaczania przybli»onych optymalnych
partycji przedziaªu jednostkowego [0, 1) wedªug danych bezatomowych miar {µi}ni=1. Al-
gorytm ten polega na aproksymacji funkcji g¦sto±ci funkcjami prostymi. Optymalna par-
tycja dla miar zde�niowanych przez g¦sto±ci b¦d¡ce funkcjami prostymi jest wyznaczana
przy pomocy programowania liniowego. Autorzy wykorzystali t¦ metod¦ do oszacowania
warto±ci optymalnej podziaªu dla dowolnych funkcji g¦sto±ci. W pracy przedstawiony jest
przykªad ilustruj¡cy metod¦ przybli»onego wyznaczania podziaªów optymalnych. Ponad-
to oszacowano minimaln¡ liczb¦ ci¦¢ odcinka [0, 1) wystarczaj¡c¡ do uzyskania podziaªów
optymalnych dla funkcji prostych.
Z kolei w pracy [H3] wykorzystano metod¦ programowania nieliniowego do wyznaczania
optymalnego podziaªu odcinka [0, 1) pomi¦dzy n graczy, których preferencje opisane s¡ za
pomoc¡ bezatomowych miar probabilistycznych {µi}ni=1 zde�niowanych przez kawaªkami
liniowe (PWL) funkcje g¦sto±ci. Przedstawiony algorytm mo»e by¢ równie» wykorzysta-
ny do wyznaczania przybli»onego optymalnego podziaªu dla miar zde�niowanych przez
funkcje g¦sto±ci, które mog¡ by¢ aproksymowane przez funkcje PWL. W pracy podano
równie» minimaln¡ liczb¦ ci¦¢ wystarczaj¡c¡ do uzyskania podziaªów optymalnych.
W pracy [H4] rozwa»aªem pewne wªasno±ci obrazu bezatomowej miary wektorowej {µi}ni=1
zde�niowanej na mierzalnych podzbiorach B odcinka jednostkowego [0, 1]. Niech U(k)
oznacza rodzin¦ wszystkich zbiorów b¦d¡cych sum¡ nie wi¦cej ni» k parami rozª¡cz-
nych podprzedziaªów [0, 1]. Pokazaªem, »e je±li A ∈ U(k), to odcinek ª¡cz¡cy punkt
(0, ..., 0) ∈ Rn oraz punkt µ(A) jest zawarty w zbiorze µ(U(n + k − 1)). Co wi¦cej,
okazuje si¦, »e je±li B,C ∈ U(k), to odcinek ª¡cz¡cy punkt µ(B) oraz punkt µ(C) jest
zawarty w zbiorze µ(U(2n + 4k − 3)). Wykorzystaªem t¡ wªasno±¢ do przedstawienia
jeszcze jednego dowodu sªynnego twierdzenia Lapunowa dotycz¡cego wypukªo±ci obrazu
bezatomowej miary wektorowej. W pracy [H4] omówiono równie» przypadek dwuwymia-
rowy dla specy�cznych miar oraz zaprezentowano pewne wnioski.
W artykule [H5] wykorzystaªem metody programowania nieliniowego do wyznaczenia
równomiernie optymalnego podziaªu odcinka jednostkowego [0, 1) pomi¦dzy n graczy. W
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tym przypadku preferencje graczy s¡ opisane przez bezatomowe miary probabilistyczne
zde�niowane przez funkcje g¦sto±ci posiadaj¡ce kawaªkami ±ci±le monotoniczne ilorazy
wiarogodno±ci (SMLR). Przykªadowo wielomiany dodatniego stopnia maj¡ t¡ wªasno±¢.
W pracy przedstawiªem przykªad ilustruj¡cy opisan¡ metod¦ dla trzech graczy.
W pracy [H6] zaproponowaªem algorytm wyznaczania przybli»onego rozwi¡zania pro-
blemu ±ci±le sprawiedliwego podziaªu odcinka jednostkowego [0, 1]. Podziaª P = {Ai}ni=1
nazywamy ±ci±le sprawiedliwym, je±li µi(Aj) = 1/n dla ka»dego i, j = 1, ..., n oraz
∪iAi = [0, 1]. Taki podziaª jest optymalny w sensie teorii sprawiedliwego podziaªu, tzn.
jest jednocze±nie proporcjonalny, wolny od zazdro±ci oraz równomierny. W pracy przed-
stawiªem iteracyjny algorytm oparty na twierdzeniu Alona [1]. Ponadto przedstawiªem
przykªad ilustruj¡cy ten algorytm dla trzech graczy.
Artykuª [H7] zostaª opublikowany w materiaªach z konferencji indeksowanej w Web of
Science. Dotyczy on zastosowania teorii optymalnego podziaªu przestrzeni mierzalnej w
teorii decyzji. Autorzy rozwa»ali dwuwymiarowy przypadek zagadnienia identy�kacji nie-
znanego rozkªadu zmiennej losowej oraz rozwi¡zali problem wyznaczenia minimaksowej
reguªy decyzyjnej dla pewnych rozkªadów prawdopodobie«stwa zde�niowanych na kwa-
dracie jednostkowym.

5.2 Wst¦p

5.2.1 De�nicja α-optymalnych podziaªów

Podamy najpierw podstawowe de�nicje, twierdzenia oraz motywacje dla rozwijania teorii
sprawiedliwego podziaªu.
Niech {µi}ni=1 , (n > 1), b¦d¡ bezatomowymi miarami probabilistycznymi zde�niowa-

nymi na przestrzeni mierzalnej {X ,B}. Partycj¡ (podziaªem) P = {Ai}ni=1 tej przestrzeni
nazywamy rodzin¦ B-mierzalnych, parami rozª¡cznych zbiorów A1, . . . , An, których suma
jest równa X . Oznaczmy przez P zbiór wszystkich mierzalnych partycji P = {Ai}ni=1
zbioru X . Niech

Sn = {s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn, si > 0, i ∈ I,
n∑
i=1
si = 1},

b¦dzie (n − 1)-wymiarowym otwartym sympleksem oraz niech Sn oznacza domkni¦cie
tego zbioru w Rn. Niech α = (α1, . . . , αn) ∈ Sn oraz I := {1, ..., n}.

De�nicja 5.1. Partycj¦ P ∗ = {A∗i}
n
i=1 ∈ P nazywamy α-optymaln¡, je±li speªnia na-

st¦puj¡c¡ równo±¢:

vα(µ⃗) := min
i∈I

[
µi(A∗i )
αi

]
= sup
P∈P
min
i∈I

[
µi(Ai)
αi

]
. (5.1)

Liczba vα(µ⃗) oznacza najwi¦ksz¡ mo»liw¡ warto±¢ wyra»enia mini∈I
[
µi(A∗i )
αi

]
, która mo»e

by¢ osi¡gni¦ta dla miary wektorowej µ⃗ = (µ1, . . . , µn) przy podziale obiektu X dla α =
(α1, . . . , αn) ∈ Sn.
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Liczb¦ vα(µ⃗) (lub vα w skrócie) nazywamy α-optymaln¡ warto±ci¡ problemu podziaªu
przestrzeni mierzalnej.

De�nicja 5.2. Partycj¦ P = {Ai}ni=1 ∈ P nazywamy równomiernie optymaln¡ (lub
krótko optymaln¡), je±li jest α-optymalna dla α = (1/n, 1/n, . . . , 1/n) ∈ Sn.
Liczb¦ v = vα(µ⃗)/n nazywamy warto±ci¡ optymaln¡ dla równomiernie optymalnego

podziaªu, tj. dla podziaªu α-optymalnego, gdzie α = (1/n, 1/n, . . . , 1/n) ∈ Sn.
Istnienie α-optymalnych podziaªów wynika z nast¦puj¡cego twierdzenia Dvoretzky'ego,

Walda i Wolfowitza [18]:

Twierdzenie 5.3. Je±li {µi}ni=1 s¡ sko«czonymi miarami bezatomowymi zde�niowanymi
na przestrzeni mierzalnej {X ,B}, to zbiór µ⃗(P) jest wypukªy i zwarty w Rn, gdzie
odwzorowanie

→
µ:P → Rn zde�niowane jest nast¦puj¡co

µ⃗(P ) = (µ1(A1), . . . , µn(An)) , P = {Ai}ni=1 ∈P.

5.2.2 Ogólna posta¢ α-optymalnych podziaªów

Ogólna posta¢ α-optymalnego podziaªu mo»e by¢ pomocna w pewnych sytuacjach do zna-
lezienia konstruktywnych metod optymalnego podziaªu przestrzeni mierzalnej. Mo»emy
zaªo»y¢, »e wszystkie bezatomowe miary {µi}ni=1 s¡ absolutnie ci¡gªe wzgl¦dem tej samej
miary ν (np. ν =

∑n
i=1 µi). Oznaczmy przez fi = dµi/dν pochodne Radona-Nikodyma:

µi(A) =
∫
A
fi dν, A ∈ B, i ∈ I.

Dla α = (α1, . . . , αn) ∈ Sn, p = (p1, ..., pn) ∈ Sn oraz i ∈ I, zde�niujmy nast¦puj¡ce
zbiory mierzalne:

Bi(p) =
n∩

j=1,j ̸=i

{
x ∈ X : piα−1i fi(x) > pjα−1j fj(x)

}
,

Ci(p) =
n∩
j=1

{
x ∈ X : piα−1i fi(x) ­ pjα−1j fj(x)

}
.

Legut i Wilczy«ski [33] korzystaj¡c z minimaksowego twierdzenia Siona (por. [2]) udo-
wodnili nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 5.4. Dla dowolnego α ∈ Sn istnieje p∗ ∈ Sn oraz α-optymalna partycja
P ∗ = {A∗i}

n
i=1 speªniaj¡ca nast¦puj¡ce warunki:

(i) Bi(p∗) ⊂ A∗i ⊂ Ci(p∗),

(ii) vα(µ⃗) =
µ1(A∗1)
α1

=
µ2(A∗2)
α2

= . . . =
µn(A∗n)
αn
.

Co wi¦cej, dowolna partycja P ∗ = {A∗i}
n
i=1, która speªnia warunki (i) oraz (ii) jest α-

optymalna.

Legut i Wilczy«ski [33] udowodnili równie», »e

vα(µ⃗) = max {t ­ 1 : t(α1, . . . , αn) ∈ µ⃗(P)} .
Twierdzenie 5.4 podaje ogóln¡ posta¢ α-optymalnych podziaªów, ale niestety w przypad-
ku dowolnych funkcji g¦sto±ci fi, i ∈ I, wyznaczenie liczb p∗1, ..., p∗n, nie jest ªatwe.
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5.2.3 Zastosowania α-optymalnego podziaªu przestrzeni mierzalnej

Zastosowania w teorii sprawiedliwego podziaªu
Problem α-optymalnego podziaªu przestrzeni mierzalnej {X ,B} mo»e by¢ interpretowa-
ny jako problem sprawiedliwego podziaªu obiektu X (np. tortu). Przypu±¢my, »e grupa
ponumerowanych graczy I = {1, ..., n} jest zainteresowana w sprawiedliwym podziale
tortu, tj. w taki sposób, »eby ka»dy z nich otrzymaª kawaªek tortu, który dla ka»dego z
nich jest przynajmniej wart 1/n warto±ci caªego tortu. Ka»da miara µi, i ∈ I, opisuje
indywidualn¡ ocen¦ i-tego gracza warto±ci zbiorów nale»¡cych do B. W literaturze teorii
sprawiedliwego podziaªu rozwa»ane s¡ ró»ne kryteria sprawiedliwo±ci.

De�nicja 5.5. Podziaª P = {Ai}ni=1 ∈P nazywamy:

• proporcjonalnym (proportional), je±li µi(Ai) ­ 1/n dla ka»dego i ∈ I,

• wolnym od zazdro±ci (envy-free), je±li µi(Ai) ­ µi(Aj) dla ka»dego i, j ∈ I,

• ±ci±le sprawiedliwym (exact), je±li µi(Aj) = 1/n dla ka»dego i, j ∈ I,

• równomiernym (equitable), je±li µi(Ai) = µj(Aj) dla ka»dego i, j ∈ I.

Problemy sprawiedliwego podziaªu s¡ rozwa»ane w wielu wariantach uwzgl¦dniaj¡cych
ró»ne kryteria sprawiedliwo±ci oraz rodzaje obiektów, które maj¡ by¢ podzielone. Analizo-
wane s¡ ró»ne preferencje graczy oraz kryteria oceniaj¡ce jako±¢ podziaªów. W literaturze
dotycz¡cej teorii sprawiedliwego podziaªu dominuj¡ nast¦puj¡ce trzy kierunki:

• dowodzenie istnienia partycji obiektu X speªniaj¡cej ustalone kryteria (np. Dubins
i Spanier [16], Legut i Wilczy«ski [33, 34], Sagara [45], Weller [54]),

• szukanie procedur lub algorytmów uzyskiwania sprawiedliwych podziaªów oraz za-
stosowanie ich w praktyce (np. Brams i Taylor [5, 6], Brams, Taylor i Zwicker [7, 8],
Woodall [55]),

• wyznaczanie najlepszego oszacowania dla optymalnej warto±ci v i α-optymalnej war-
to±ci vα(µ⃗) oraz znalezienie algorytmów uzyskiwania α-optymalnych podziaªów
(np. Dall'Aglio i Di Luca [15, 14], Dall'Aglio, Legut i Wilczy«ski [H2], Elton, Hill i
Kertz, [19], Legut [28], [H3], [H5]).

Legut [29, 30] analizowaª problem sprawiedliwego podziaªu tortu dla niesko«czonej i
przeliczalnej liczby graczy, a tak»e zaproponowaª model sprawiedliwego podziaªu, w któ-
rym uczestniczy nieprzeliczalna liczba graczy. Wyniki uzyskane w teorii sprawiedliwego
podziaªu znajduj¡ szerokie zastosowanie w ekonomii, mi¦dzy innymi w modelowaniu wy-
miany i alokacji ró»norodnych towarów (por. [31, 32, 40, 46]).
Znanych jest wiele algorytmów uzyskiwania podziaªów proporcjonalnych (por. [6]).

Prost¡ i dobrze znan¡ metod¡ uzyskania podziaªu proporcjonalnego dla dwóch graczy
jest reguªa: "jeden dzieli, drugi wybiera". W roku 1944 Steinhaus zadaª pytanie, czy ta
reguªa mo»e by¢ rozszerzona w podziale tortu pomi¦dzy n graczy dla n > 2. Sam znalazª
rozwi¡zanie dla n = 3, a nast¦pnie Banach i Knaster (por. [26], [50], [51], [52]) pokazali,



8

»e rozwi¡zanie dla n = 2 mo»e by¢ uogólnione na dowoln¡ liczb¦ graczy. Ich wynik zostaª
pó¹niej zmody�kowany przez Dubinsa i Spaniera [16]. Z kolei Fink [20] podaª algorytm,
w którym liczba graczy nie musi by¢ znana. Brams i Taylor [5] odkryli ciekaw¡ metod¦
uzyskania partycji wolnej od zazdro±ci, w której »aden z graczy nie jest zainteresowany
»adnym kawaªkiem tortu przydzielonemu innemu graczowi.
Problem proporcjonalnego sprawiedliwego podziaªu staje si¦ bardziej realistyczny, je±li

zaªo»ymy, »e gracze nie maj¡ takiej samej pozycji w grze, ale musz¡ podzieli¢ tort wedªug
ustalonych z góry indywidualnych udziaªów α1, α2, . . . , αn, gdzie

∑
i∈I αi = 1. W tym

przypadku gracze s¡ zainteresowani wyznaczeniem partycji P = {Ai}ni=1 speªniaj¡cej dla
ka»dego i ∈ I, nierówno±ci:

µi(Ai) ­ αi. (5.2)

W±ród podziaªów speªniaj¡cych warunki (5.2) chcemy wyznaczy¢ tak¡ partycj¦ P ∗ =
{A∗i}

n
i=1 , która maksymalizuje wyra»enie mini∈I

[
µi(Ai)
αi

]
. Oznacza to, »e nale»y znale¹¢

α-optymaln¡ warto±¢ vα(µ⃗) zde�niowan¡ przez (5.1) oraz efektywn¡ metod¦ wyznaczania
α-optymalnych partycji. Pierwsze oszacowanie warto±ci optymalnej v zostaªo uzyskane
przez Eltona, Hilla i Kertza w [19], a nast¦pnie Legut [28] uogólniª ich wynik dla do-
wolnego α podaj¡c lepsze oszacowanie dla vα. Ciekawy algorytm uzyskania oszacowania
warto±ci α-optymalnej zostaª znaleziony przez Dall,Aglio i Di Luca [15]. W literaturze
sprawiedliwego podziaªu znanych jest niewiele metod uzyskiwania optymalnych partycji.
Przykªadowo Dall,Aglio i Di Luca [14] znale¹li algorytm wyznaczaj¡cy partycje w przybli-
»eniu optymalne poprzez konstrukcj¦ pewnej gry. Wi¦kszo±¢ znanych metod uzyskiwania
optymalnych partycji zostaªa znaleziona przez autora tej rozprawy.
Zastosowania do identy�kacji nieznanego rozkªadu zmiennej losowej
Problem optymalnego podziaªu przestrzeni mierzalnej {X ,B} mo»e by¢ traktowany rów-
nie» jako problem klasy�kacji (por. [21, 24], [H7]). Przypu±¢my, »e ci¡gªa zmienna losowa
X ma jeden ze znanych rozkªadów opisanych funkcjami g¦sto±ci fi : [0, 1]→ R+, i ∈ I,
nie wiemy jednak, która z tych g¦sto±ci opisuje prawdziwy rozkªad tej zmiennej. Rozpa-
trujemy problem klasy�kacji (por. [21]), w którym na podstawie jednej obserwacji X(ω)
(realizacji zmiennej losowej X) mamy zdecydowa¢, jaki jest jej prawdziwy rozkªad.

De�nicja 5.6. Partycj¦ P = {Ai}ni=1 ∈P uto»samiamy z nast¦puj¡c¡ reguª¡ decyzyjn¡:
je±li X(ω) ∈ Ai, to do opisu rozkªadu X wybieramy funkcj¦ g¦sto±ci fi.

Naszym celem jest zminimalizowanie (prawdopodobie«stw bª¦dnej klasy�kacji)

max
i∈I

P(X /∈ Ai| distX = fi),

po wszystkich mierzalnych partycjach P = {Ai}ni=1 ∈P . De�niujemy

R = inf
{
max
i∈I

P(X /∈ Ai| distX = fi) : {Ai}ni=1 ∈P
}
,

minimalne ryzyko bª¦dnej klasy�kacji. Wtedy otrzymamy (por. [24],[H7])

R = inf
{
max
i∈I
(1− µi(Ai)) : {Ai}ni=1 ∈P

}
= 1− sup

{
min
i∈I
µi(Ai) : {Ai}ni=1 ∈P

}
.
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W powy»szych wyra»eniach zapis ′′distX = f ′′i oznacza, »e rozkªad zmiennej losowej X
opisany jest przez funkcj¦ g¦sto±ci fi.

De�nicja 5.7. Partycj¦ P ∗ = {A∗i}
n
i=1 ∈P nazywamy minimaksow¡ reguª¡ decyzyjn¡,

gdy
R = 1−min

i∈I
µi(A∗i ).

�atwo zauwa»y¢, »e minimaksowa reguªa decyzyjna P ∗ = {A∗i}
n
i=1 ∈P jest jednocze-

±nie równomiernym optymalnym podziaªem w sensie De�nicji 5.2.

5.3 Metody optymalnego podziaªu odcinka jednostkowego po-

mi¦dzy dwóch graczy

Zaprezentujemy metod¦ wyznaczania α-optymalnej warto±ci vα(µ⃗) oraz α-optymalnej
partycji przestrzeni mierzalnej {[0, 1],B} w oparciu o wªasno±ci obrazu dwuwymiarowej

miary wektorowej µ⃗ = (µ1, µ2). Dla P = {Ai}2i=1 ∈P (por. Twierdzenie 5.3) b¦dziemy
oznacza¢ µ⃗(P ) = (µ1(A1), µ2(A2)) natomiast dla zbioru A ∈ B b¦dziemy przyjmowa¢
µ⃗(A) = (µ1(A), µ2(A)). Zde�niujmy obraz miary wektorowej µ⃗(B) nast¦puj¡co:

µ⃗(B) = {(µ1(A), µ2(A)) ∈ [0, 1]2 : A ∈ B}.

Ze sªynnego twierdzenia Lapunowa [39] wynika, »e zbiór µ⃗(B) jest zwarty i wypukªy.
Przedstawimy teraz metod¦ wyznaczania obrazu µ⃗(P) posiadaj¡cego wªasno±ci opisane
w Twierdzeniu 5.3. Wiadomo, »e zbiór µ⃗(P) otrzymuje si¦ poprzez symetryczne prze-
ksztaªcenie zbioru µ⃗(B) wzgl¦dem prostej x = 12 , tzn.:

µ⃗(P) =
{
(x, y) ∈ [0, 1]2 : (1− x, y) ∈ µ⃗(B)

}
. (5.3)

Z wªasno±ci zbioru µ⃗(P) wynika, »e jego brzeg mo»e by¢ opisany przy pomocy pewnej
niemalej¡cej funkcji G : [0, 1]→ [0, 1], takiej »e:

µ⃗(P) =
{
(x, y) ∈ [0, 1]2 : 1−G(x) ¬ y ¬ G(1− x)

}
. (5.4)

Poka»emy, jak wyznaczy¢ t¡ funkcj¦. Zbiór µ⃗(B) jest zwarty, wi¦c dla ka»dego t ∈ [0, 1]
istnieje zbiór D(t) ∈ B speªniaj¡cy równo±¢:

µ2(D(t)) = max{µ2(A) : µ1(A) = t, A ∈ B}.

Niech X1 i X2 oznaczaj¡ zmienne losowe posiadaj¡ce funkcje g¦sto±ci f1 i f2. Od tej
pory w celu uproszczenia notacji b¦dziemy rozwa»a¢ otwarty przedziaª jednostkowy (0, 1)
zamiast [0, 1]. Oznaczmy przez F1 i F2 dystrybuanty tych zmiennych losowych. Niech
IA b¦dzie indykatorem zbioru A ∈ B. Legut i Wilczy«ski [H1] korzystaj¡c z lematu
Neymana-Pearsona odkryli, jak przy pewnych zaªo»eniach znale¹¢ funkcj¦ G opisuj¡c¡
zbiór µ⃗(P).

Wªasno±¢ 5.8. Niech {x : f2(x) > 0} ⊂ {x : f1(x) > 0} = (0, 1) oraz r(x) =
(f2(x)/f1(x)) I{f1(x)>0}, x ∈ (0, 1). Wtedy:
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1. Je±li funkcja r(x) jest malej¡ca wzgl¦dem x na (0, 1), to D(x) =
(
0, F −11 (x)

)
i G(x) = F2(F −11 (x)).

2. Je±li funkcja r(x) jest rosn¡ca wzgl¦dem x na (0, 1), to D(x) =
(
F −11 (1− x), 1

)
i G(x) = 1− F2(F −11 (1− x)).

3. Je±li funkcja r(x) jest symetryczna wzgl¦dem x0 = 1/2 i jest malej¡ca na (0, 1/2),
to D(x) =

(
0, F −11 (x/2)

)
∪
(
F −11 (1− x/2), 1

)
i G(x) = F2

(
F −11 (x/2)

)
+ 1 −

F2
(
F −11 (1− x/2)

)
.

4. Je±li funkcja r(x) jest symetryczna wzgl¦dem x0 = 1/2 i jest rosn¡ca na (0, 1/2), to
D(x) =

(
F −11

(
1−x
2

)
, F −11

(
1+x
2

))
i G(x) = F2

(
F −11 (

1+x
2 )

)
− F2

(
F −11 (

1−x
2 )

)
.

Legut i Wilczy«ski [H1] znale¹li równie» metod¦ wyznaczania funkcji G w przypadku
ogólniejszych funkcji g¦sto±ci f1, f2. Zde�niujmy zbiór

R(f1, f2) =
{(∫
A
f1 dt,

∫
A
f2 dt

)
: A ∈ B

}
.

Oczywiste jest, »e R(f1, f2) = µ⃗(B). Legut i Wilczy«ski [H1] pokazali, »e dla dowolnych
funkcji g¦sto±ci f1, f2 zde�niowanych na {(0, 1),B} istniej¡ funkcje g¦sto±ci f ∗1 , f

∗
2 na

{(0, 1),B} takie, »e

1. f ∗1 jest g¦sto±ci¡ rozkªadu jednostajnego na (0, 1),

2. f ∗2 jest nierosn¡ca na (0, 1),

3. R(f1, f2) = R(f ∗1 , f
∗
2 ).

Zde�niujmy funkcj¦ H : R→ [0, 1]

H(y) = P (f2(X1) > yf1(X1)) = µ1({x : f2(x) > yf1(x)})

=
∫

{x : f2(x)>yf1(x)}
f1(x) dx. (5.5)

Oznaczmy przez f ∗1 g¦sto±¢ rozkªadu jednostajnego na (0, 1), tzn. f ∗1 (x) = I(0,1)(x),
x ∈ R. Niech

f ∗2 (x) = H
−1(x), x ∈ (0, 1),

gdzie

H
−1(x) = inf{y ­ 0 : H(y) ¬ x } dla 0 < x < 1. (5.6)

Legut i Wilczy«ski [H1] udowodnili nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 5.9. Niech f1, f2 b¦d¡ probabilistycznymi g¦sto±ciami na {(0, 1),B} oraz
niech f ∗1 i f

∗
2 b¦d¡ odpowiadaj¡cymi im g¦sto±ciami zde�niowanymi wy»ej. Wtedy

R(f1, f2) = R(f ∗1 , f
∗
2 ). Ponadto

R(f ∗1 , f
∗
2 ) =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 ¬ x ¬ 1, 1−G(1− x) ¬ y ¬ G(x)

}
,
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gdzie funkcja G : [0, 1]→ [0, 1] ma posta¢

G(x) =
∫

{t:f1(t)=0}
f2(t) dt+

∫ x
0
f ∗2 (t) dt. (5.7)

Powy»sze twierdzenie mo»e by¢ wykorzystane do wyznaczenia obrazu µ⃗(P) przez okre-
±lenie jego brzegów (5.4), gdzie funkcja G jest zde�niowana przez (5.7). Legut i Wil-
czy«ski [H1] zastosowali Twierdzenie 5.9 do wyznaczania α-optymalnej warto±ci oraz
α-optymalnych podziaªów w przypadku dwuwymiarowym. Udowodnili nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 5.10. Niech µ1, µ2 b¦d¡ bezatomowymi miarami probabilistycznymi na
{(0, 1),B} z odpowiadaj¡cymi im g¦sto±ciami f1, f2 oraz niech α = (α1, α2) ∈ S2.
Wtedy vα =

xα
α1

, gdzie xα jest pierwiastkiem równania
α2 x

α1
= G(1 − x). Ponadto α-

optymalny podziaª ma posta¢ {X \ Aα2 , Aα2}, gdzie Aα2 jest dowolnym zbiorem takim, »e
µ1(Aα2 ) = 1− xα oraz

{x : f2(x) > yαf1(x)} ⊂ Aα2 ⊂ {x : f2(x) ­ yαf1(x)}, (5.8)

gdzie yα = H
−1(1− xα).

Nast¦puj¡cy przykªad ilustruje zastosowanie powy»szego twierdzenia.

Przykªad 5.11. Rozwa»my dwie g¦sto±ci f1, f2, gdzie f1 jest g¦sto±ci¡ rozkªadu jedno-
stajnego na (0, 1) a g¦sto±¢ f2 zde�niowana jest nast¦puj¡co:

f2(x) = I(0, 12 )(x)(−8x(x− 1)) + I[12 ,1)(x)8(x− 1)
2.

Wykorzystuj¡c Twierdzenie 5.9 wyznaczamy funkcj¦ G (por. (5.7)):

G(x) = x+
1
6
(1− 4(x− 1)x)3/2 − 1

6
, (5.9)

opisuj¡c¡ brzeg zbioru µ⃗(P) za pomoc¡ (5.4). Znajdziemy α-optymaln¡ partycj¦ dla
α = (13 ,

2
3). Z równania

2x = G(1− x) = 1− x+ 1
6
(1 + 4x(1− x))

3
2 − 1
6

wyznaczamy xα ≈ 0.433, gdzie G jest zde�niowana przez (5.9). St¡d,

vα(µ⃗) =
xα
α1
≈ 0, 433
1/3

= 1, 299,

i uzyskujemy przybli»on¡ posta¢ α-optymalnej partycji P α = {A1, A2}, gdzie

A1 ≈ [0, 0.114) ∪ (0.681, 1], A2 ≈ [0.114, 0.681].

�
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W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu b¦dziemy rozwa»a¢ podziaªy domkni¦tego odcinka jed-
nostkowego [0, 1]. Jednym z ciekawszych zagadnie« w teorii sprawiedliwego podziaªu jest
okre±lenie minimalnej liczby ci¦¢ wystarczaj¡cej do uzyskania partycji, która jest opty-
malna w pewnym sensie (por. [3, 5, 44]). W przypadku dwuwymiarowym liczba ta mo»e
by¢ ªatwo wyznaczona, poniewa» posta¢ zbioru Aα2 (por. (5.8)) zale»y od liczby zmian
znaku funkcji f2(x)−yαf1(x), x ∈ [0, 1] (por. Twierdzenie 5.10). Legut i Wilczy«ski [H1]
pokazali nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

Wªasno±¢ 5.12. Niech α = (α1, α2) ∈ S2 i k ∈ N b¦d¡ ustalone. Wtedy istniej¡ miary
µ1, µ

k
2 na {[0, 1],B}, dla których minimalna liczba ci¦¢ potrzebnych do uzyskania α-

optymalnej partycji jest równa 2k.

Okre±lenie minimalnej liczby ci¦¢ odcinka [0, 1] dla uzyskania podziaªów P = {A1, A2}
speªniaj¡cych warunki optymalno±ci mo»e by¢ wyra»one równie» za pomoc¡ minimalnej
liczby poprzedziaªów, których suma daje A1 i A2. Legut [H4] badaª pewne wªasno±ci
obrazu bezatomowej miary wektorowej µ⃗ = (µ1, ..., µn) zde�niowanej na mierzalnych
podzbiorach odcinka jednostkowego [0, 1]. Niech U(k) oznacza rodzin¦ zbiorów b¦d¡cych
sum¡ nie wi¦cej ni» k parami rozª¡cznych podprzedziaªów [0, 1]. Legut [H4] wykorzystaª
twierdzenie Stromquista i Woodalla [53], aby udowodni¢ nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 5.13. Niech A,B ∈ U(k), k ∈ N. Wtedy,

⟨µ⃗(A), µ⃗(B)⟩ ⊂ µ⃗ (U(2n+ 4k − 3)) .

⟨µ⃗(A), µ⃗(B)⟩ oznacza domkni¦ty odcinek ª¡cz¡cy punkty µ⃗(A) i µ⃗(B). Legut [H4] wy-
korzystaª Twierdzenie 5.13 do przedstawienia jeszcze jednego dowodu twierdzenia Lapu-
nowa o wypukªo±ci obrazu bezatomowej miary wektorowej. Nast¦puj¡ca wªasno±¢ mo»e
by¢ wykorzystana w szczególnych przypadkach do oszacowania minimalnej liczby ci¦¢
odcinka [0, 1] niezb¦dnej do wyznaczenia α-optymalnych partycji.

Wªasno±¢ 5.14. Zaªó»my, »e dla pewnego k ∈ N wszystkie punkty ekstremalne obrazu
µ⃗(B) nale»¡ do zbioru µ⃗(U(k)). Wtedy µ⃗ (B) = µ⃗(U(2n+ 4k − 3)).

Jak wcze±niej wspomniano zbiór µ⃗(P) otrzymuje si¦ przez przeksztaªcenie zbioru
µ⃗ (B). Z Wªasno±ci 5.14 wynika, »e punkty ekstremalne zbioru µ⃗(P) mog¡ by¢ skon-
struowane przez partycje P = {A1, A2}, w których jeden ze zbiorów A1, A2 jest sum¡
nie wi¦cej ni» k parami rozª¡cznych podprzedziaªów odcinka [0, 1]. Tak wi¦c jest mo»liwe
wyznaczenie α-optymalnej partycji P α = {Aα1 , Aα2}, w której jeden ze zbiorów Aα1 , A

α
2

jest sum¡ nie wi¦cej ni» 2n+ 4k − 3 parami rozª¡cznych podprzedziaªów odcinka [0, 1].

5.4 Metody optymalnego podziaªu przestrzeni mierzalnej dla

miar zde�niowanych przez ró»ne funkcje g¦sto±ci

W tym rozdziale przedstawimy metody wyznaczania optymalnych partycji przestrzeni
mierzalnej {[0, 1),B} dla dowolnej sko«czonej liczby bezatomowych miar probabilistycz-
nych {µi}ni=1 zde�niowanych za pomoc¡ ró»nych funkcji g¦sto±ci fi, i ∈ I:
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• funkcji prostych,

• funkcji kawaªkami liniowych,

• funkcji posiadaj¡cych kawaªkami ±ci±le monotoniczne ilorazy wiarogodno±ci (SMLR).

5.4.1 Funkcje proste

Zaªó»my, »e miary {µi}ni=1 zde�niowane na {[0, 1),B} s¡ okre±lone za pomoc¡ g¦sto±ci
b¦d¡cych funkcjami prostymi, tzn.:

fi(x) =
m∑
j=1
hijI[aj ,aj+1)(x),

gdzie {[aj, aj+1)}mj=1 jest podziaªem odcinka [0, 1) takim, »e:

[0, 1) =
m∪
j=1
[aj, aj+1), a1 = 0, am+1 = 1, aj+1 > aj, j = 1, 2, ...,m, (5.10)

oraz hij ­ 0, i ∈ I, j = 1, ...,m, s¡ liczbami takimi, »e∫ 1
0
fidx = 1, dla ka»dego i ∈ I.

Dla dowolnej liczby naturalnej k ­ n − 1 przez P(k) oznaczmy rodzin¦ wszystkich
partycji przedziaªu [0, 1), które mog¡ by¢ wyznaczone za pomoc¡ nie wi¦cej ni» k ci¦¢.
Przez ci¦cia rozumiemy punkty {c1, ..., ck} takie, »e 0 < c1 < c2 < ... < ck < 1. Podziaªy
nale»¡ce do rodziny P(k) uzyskuje si¦ z sumowania podprzedziaªów {[cr, cr+1)}kr=1, gdzie
c0 = 0 i ck+1 = 1. Dall'Aglio, Legut i Wilczy«ski [H2] udowodnili nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 5.15. Niech α = (α1, . . . , αn) ∈ Sn. Wtedy dla miar {µi}ni=1 istnieje
α-optymalna partycja P ∗ = {A∗i}ni=1 ∈P(mn− 1).

Dowód powy»szego twierdzenia jest konstruktywny i wykorzystuje metody programo-
wania liniowego. Niech liczby z∗ i [x∗ij]n×m b¦d¡ rozwi¡zaniem nast¦puj¡cego zadania
programowania liniowego:

max z (5.11)

z ograniczeniami

z =
1
αi

m∑
j=1
xijhij(aj+1 − aj), i = 1, 2, ..., n,

wzgl¦dem zmiennych z, [xij]n×m speªniaj¡cych nast¦puj¡ce warunki:

n∑
i=1
xij = 1, j = 1, 2, ...,m;

xij ­ 0, dla ka»dego i ∈ I, j = 1, 2, ...,m.
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Skonstruujemy partycj¦ P = {A∗i}ni=1 odcinka [0, 1) speªniaj¡c¡ warunki:

µi(A∗i )
αi
= z∗ dla i ∈ I.

Dla j = 1, 2, ...,m mo»emy znale¹¢ podprzedziaªy {[b(j)i , b
(j)
i+1)}ni=1 przedziaªów [aj, aj+1),

dla których zachodz¡ równo±ci:

[aj, aj+1) =
n∪
i=1
[b(j)i , b

(j)
i+1),

gdzie b
(j)
i ∈ [aj, aj+1) s¡ liczbami speªniaj¡cymi nast¦puj¡ce warunki:

b
(j)
i+1 − b

(j)
i

aj+1 − aj
= x∗ij, i ∈ I

oraz b
(j)
1 = aj, b

(j)
n+1 = aj+1.

Je±li x∗ij = 0 dla pewnego i = 1, 2, ..., n, to de�niujemy b
(j)
i+1 = b

(j)
i i przyjmujemy w

tym przypadku, »e [b(j)i , b
(j)
i+1) = ∅ . Zde�niujmy partycj¦ P = {A∗i}ni=1 nast¦puj¡co

A∗i =
m∪
j=1
[b(j)i , b

(j)
i+1), i = 1, 2, ..., n.

Dall'Aglio, Legut i Wilczy«ski [H2] pokazali, »e partycja zde�niowana powy»ej jest α-
optymalna i mo»e by¢ uzyskana poprzez nie wi¦cej ni» nm − 1 ci¦¢ odcinka jednostko-
wego [0, 1). Przedstawiona metoda mo»e by¢ wykorzystana do wyznaczania przybli»o-
nych α-optymalnych partycji dla miar z dowolnymi funkcjami g¦sto±ci, które mog¡ by¢
aproksymowane za pomoc¡ funkcji prostych. Przykªad ilustruj¡cy tak¡ metod¦ zostaª
zaprezentowany przez Dall'Aglio, Leguta i Wilczy«skiego [H2].

5.4.2 Funkcje kawaªkami liniowe

W tym rozdziale poka»emy, jak wyznacza¢ równomiernie optymalne partycje odcinka
[0, 1) dla miar zde�niowanych przez kawaªkami liniowe funkcje g¦sto±ci. Niech wi¦c funk-
cje g¦sto±ci fi : [0, 1)→ R+, i ∈ I, b¦d¡ zde�niowane nast¦puj¡co:

fi(x) =
m∑
j=1
(cijx+ dij)I[aj ,aj+1)(x),

∫ 1
0
fi(x) dx = 1, i ∈ I, (5.12)

gdzie {[aj, aj+1)}mj=1 jest podziaªem odcinka [0, 1) takim, »e

[0, 1) =
m∪
j=1
[aj, aj+1), a1 = 0, am+1 = 1, aj+1 > aj j = 1, ...,m. (5.13)

Poniewa» fi(x) ­ 0, wi¦c

cijx+ dij ­ 0 dla ka»dego x ∈ [aj, aj+1), i ∈ I, j = 1, ...,m.
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B¦dziemy rozwa»a¢ miary probabilistyczne {µi}ni=1 zde�niowane nast¦puj¡co

µi(A) =
∫
A
fidx, dlaA ∈ B, i ∈ I. (5.14)

Do konstrukcji podziaªów optymalnych b¦dziemy wykorzystywa¢ sumy podprzedziaªów
lewostronnie domkni¦tych i prawostronnie otwartych. We¹my pod uwag¦ podziaª ka»dego
przedziaªu [aj, aj+1), j = 1, ...,m, na n podprzedziaªów wykonany za pomoc¡ ci¦¢ w

takich punktach x
(j)
k , k = 1, ..., n− 1, j = 1, ...,m,, dla których

[aj, aj+1) =
n∪
k=1
[x(j)k−1, x

(j)
k ),

gdzie x
(j)
0 = aj, x(j)n = aj+1, x

(j)
k+1 ­ x

(j)
k , k = 1, ..., n− 1, j = 1, ...,m.

Gdy x
(j)
k−1 = x

(j)
k dla pewnego k = 1, ..., n, to przyjmujemy, »e [x(j)k−1, x

(j)
k ) = ∅. Dla

uproszczenia zapisu b¦dziemy oznacza¢ Bkj := [x
(j)
k−1, x

(j)
k ), k = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

Od tej pory konstrukcj¦ optymalnego podziaªu przestrzeni mierzalnej {[0, 1),B} b¦dzie-
my rozwa»a¢ jako optymalny podziaª odcinka [0, 1) pomi¦dzy n graczy.
Skonstruujemy przyporz¡dkowanie ka»dego podprzedziaªu Bkj ka»demu graczowi i ∈ I.
Niech pj, qj, j = 1, ...,m b¦d¡ liczbami caªkowitymi speªniaj¡cymi nierówno±ci 0 ¬ pj ¬
qj ¬ n oraz równo±ci:

#{i : i ∈ I, cij < 0} = pj,
#{i : i ∈ I, cij = 0} = qj − pj,
#{i : i ∈ I, cij > 0} = n− qj,

gdzie #A oznacza liczb¦ elementów sko«czonego zbioru A. Dla ka»dego przedziaªu
[aj, aj+1), j = 1, ...,m, rozwa»amy permutacje σj : I → I, j = 1, ...,m poprzez nast¦pu-
j¡ce warunki:

1. Je±li pj > 0, to de�niujemy σj(k) ∈ {i : i ∈ I, cij < 0} dla k = 1, ..., pj w taki
sposób, »e

dσj(k)j
cσj(k)j

­
dσj(k+1)j
cσj(k+1)j

, k = 1, ..., pj − 1. (5.15)

2. Je±li qj − pj > 0, to de�niujemy σj(k) ∈ {i : i ∈ I, cij = 0} dla k = pj + 1, ..., qj w
taki sposób, »e

σj(k) ¬ σj(k + 1), k = pj + 1, ..., qj − 1. (5.16)

3. Je±li n− qj > 0 , to de�niujemy σj(k) ∈ {i : i ∈ I, cij > 0} dla k = qj + 1, ..., n w
taki sposób, »e

dσj(k)j
cσj(k)j

­
dσj(k+1)j
cσj(k+1)j

, k = qj + 1, ..., n− 1. (5.17)

Permutacje σj, j = 1, ...,m, de�niuj¡ wzajemnie jednoznaczne przyporz¡dkowanie pod-
przedziaªów Bij ⊂ [aj, aj+1), i ∈ I, j = 1, ...,m, ka»demu graczowi i ∈ I, w taki sposób,
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»e i-ty gracz otrzymuje podprzedziaª Bσ−1j (i)j. Ostatecznie otrzymujemy partycj¦ {Bi}ni=1
przedziaªu jednostkowego zde�niowan¡ nast¦puj¡co:

Bi =
m∪
j=1
Bσ−1j (i)j, i ∈ I.

Nast¦puj¡ce twierdzenie udowodnione przez Leguta [H3] przedstawia algorytm wyzna-
czania równomiernie optymalnego podziaªu.

Twierdzenie 5.16. Niech liczby z∗, {x∗(j)k }, k = 1, ..., n − 1, j ∈ J, b¦d¡ pewnym roz-
wi¡zaniem nast¦puj¡cego zadania programowania nieliniowego (NLP):

max z (5.18)

z kwadratowymi ograniczeniami

z =
m∑
j=1
µi(Bσ−1j (i)j) =

m∑
j=1

∫
B
σ−1
j
(i)j

fidx, i = 1, ..., n,

wzgl¦dem zmiennych z, {x(j)k }, k = 1, ..., n− 1, j ∈ J, speªniaj¡cych nast¦puj¡ce nierów-
no±ci:

0 = a1 ¬ x(1)1 ¬ ... ¬ x
(1)
n−1 ¬ a2, (5.19)

a2 ¬ x(2)1 ¬ ... ¬ x
(2)
n−1 ¬ a3,

...

am ¬ x(m)1 ¬ ... ¬ x
(m)
n−1 ¬ am+1 = 1.

Wtedy partycja {A∗i}ni=1 ∈P przedziaªu jednostkowego [0, 1) zde�niowana przez

A∗i =
m∪
j=1
Aσ−1j (i)j, i ∈ I, (5.20)

gdzie

Aσ−1j (i)j =
[
x
∗(j)
σ−1j (i)−1

, x
∗(j)
σ−1j (i)

)
, i ∈ I, (5.21)

oraz x
∗(j)
0 = aj, x∗(j)n = aj+1, j = 1, ...,m, jest równomiernie optymalnym podziaªem,

natomiast z∗ jest warto±ci¡ optymaln¡, tzn. v = z∗.

Twierdzenie 5.15 jest szczególnym przypadkiem powy»szego twierdzenia dla funkcji
g¦sto±ci (5.12), dla których cij = 0 dla ka»dego i, j ∈ I. Podobnie jak w przypadku
funkcji prostych Twierdzenie 5.16 mo»e by¢ wykorzystane do wyznaczania przybli»onych
równomiernie optymalnych podziaªów dla dowolnych funkcji g¦sto±ci, które mog¡ by¢
aproksymowane przez funkcje kawaªkami liniowe. Twierdzenie 5.16 mo»e by¢ równie»
uogólnione do wyznaczania α-optymalnych partycji dla dowolnego α ∈ Sn. Legut [H3]
przedstawiª nast¦puj¡cy przykªad ilustruj¡cy metod¦ opisan¡ w Twierdzeniu 5.16.
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Przykªad 5.17. Rozwa»my problem sprawiedliwego podziaªu dla trzech graczy. Zaªó»-
my, »e ka»dy z graczy i = 1, 2, 3, ocenia mierzalne podzbiory odcinka jednostkowego
[0, 1) u»ywaj¡c miar µi zde�niowanych odpowiednio przez nast¦puj¡ce funkcje g¦sto±ci:

fi(x) =
3∑
j=1
(cijx+ dij)I[aj ,aj+1)(x), i = 1, 2, 3,

gdzie liczby cij oraz dij s¡ elementami macierzy:

[cij] =


−2 1 −1
−1 1 1
−12 0 −2

 , [dij] =


2 0 5
4

5
4
1
4
1
4

1
2
7
4
13
4

 ,

oraz a1 = 0, a2 = 1
2 , a3 =

3
4 , a4 = 1. Skonstruujemy teraz równomiernie optymaln¡

partycj¦. Dla cij ̸= 0 zde�niujmy now¡ macierz [eij] z elementami eij =
dij
cij

(element e32

nie zostaª zde�niowany):

[eij] =



−1 0 −54

−54
1
4

1
4

−1 −138


Podzielmy teraz graczy na trzy grupy oddzielnie dla ka»dego przedziaªu w zale»no±ci od
znaku liczby cij:
[0, 12) : {1, 2, 3}, {∅}, {∅}, dla cij < 0,
[12 ,
3
4) : {∅}, {3}, {1, 2}, dla cij = 0,

[34 , 1) : {1, 3}, {∅}, {2}, dla cij > 0.
Analizuj¡c kolumny macierzy [eij] de�niujemy permutacje σj : {1, 2, 3} → {1, 2, 3}, j =
1, 2, 3 speªniaj¡ce warunki (5.15), (5.16) oraz (5.17). Porz¡dkuj¡c graczy wedªug ilorazów
eij w ka»dej z trzech grup otrzymujemy:[
0,
1
2

)
:
d11
c11
=
d31
c31
>
d21
c21

oraz σ1(1) = 1, σ1(2) = 3, σ1(3) = 2,[
1
2
,
3
4

)
:
d22
c22
>
d12
c12

oraz σ2(1) = 3, σ2(2) = 2, σ2(3) = 1,[
3
4
, 1
)
:
d13
c13
>
d33
c33

oraz σ3(1) = 1, σ3(2) = 3, σ3(3) = 2.

Poniewa» zachodzi równo±¢
d11
c11
=
d31
c31

mo»emy tak»e alternatywnie zde�niowa¢

σ1(1) = 2, σ1(2) = 1, σ1(3) = 2. Permutacje σj, j = 1, 2, 3, wyznaczaj¡ przypisanie

podprzedziaªów {[x(j)k−1, x
(j)
k )}3k=1, (x

(j)
0 = aj, x(j)n = aj+1) ka»demu graczowi i = 1, 2, 3

takie, »e:
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gracz i = 1 otrzymuje zbiór B1 = [0, x
(1)
1 ) ∪ [x

(2)
2 ,
3
4) ∪ [

3
4 , x
(3)
1 ),

gracz i = 2 otrzymuje zbiór B2 = [x
(1)
2 ,
1
2) ∪ [x

(2)
1 , x

(2)
2 ) ∪ [x

(3)
2 , 1) oraz

gracz i = 3 otrzymuje zbiór B3 = [x
(1)
1 , x

(1)
2 ) ∪ [12 , x

(2)
1 ) ∪ [x

(3)
1 , x

(3)
2 ).

Sformuªujmy nast¦puj¡ce zadanie programowania nieliniowego (por. 5.27):

max z

przy ograniczeniach

z =
∫ x(1)1
0
f1(x)dx+

∫ 3/4
x
(2)
2

f1(x)dx+
∫ x(3)1
3/4
f1(x)dx

= −3
8
+ 2x(1)1 − [x

(1)
1 ]
2 − [x

(2)
2 ]2

2
+
5x(3)1
4
− [x

(3)
1 ]2

2
,

z =
∫ 1/2
x
(1)
2

f2(x)dx+
∫ x(2)2
x
(2)
1

f2(x)dx+
∫ 1
x
(3)
2

f2(x)dx

=
5
4
− 5x

(1)
2

4
+
[x(1)2 ]2

2
− x

(2)
1

4
− [x

(2)
1 ]2

2
+
x
(2)
2

4
+
[x(2)2 ]2

2
− x

(3)
2

4
− [x

(3)
2 ]2

2
,

z =
∫ x(1)2
x
(1)
1

f3(x)dx+
∫ x(2)1
1/2
f3(x)dx+

∫ x(3)2
x
(3)
1

f3(x)dx

= −7
8
− x

(1)
1

2
+
[x(1)1 ]2

4
+
x
(1)
2

2
− [x

(1)
2 ]2

4
+
7x(2)1
4
− 13x

(3)
1

4
+ [x(3)1 ]

2 +
13x(3)2
4
− [x(3)2 ]2,

wzgl¦dem zmiennych z, {x(j)k } k = 1, 2, j = 1, 2, 3, speªniaj¡cych nast¦puj¡ce nierówno-
±ci:

0 ¬ x(1)1 ¬ x
(1)
2 ¬

1
2
¬ x(2)1 ¬ x

(2)
2 ¬

3
4
¬ x(3)1 ¬ x

(3)
2 ¬ 1.

Wykorzystuj¡c odpowiednie oprogramowanie uzyskujemy nast¦puj¡ce rozwi¡zanie:

z ≈ 0.465276, x(1)1 = x
(1)
2 ≈ 0.26852, x

(2)
1 = x

(2)
2 = x

(3)
1 = 0.75 oraz x

(3)
2 ≈ 0.766019.

St¡d, warto±¢ optymalna problemu sprawiedliwego podziaªu v ≈ 0.465276 oraz równo-

miernie optymalny podziaª {B1, B2, B3} jest wyznaczony przez B1 = [0, x
(1)
1 ),

B2 = [x
(1)
2 ,
1
2) ∪ [x

(3)
2 , 1), B3 = [

1
2 , x
(3)
2 ).

�

5.4.3 Funkcje posiadaj¡ce kawaªkami ±ci±le monotoniczne ilorazy wiarogod-

no±ci

W tym rozdziale przedstawimy algorytm wyznaczania równomiernie optymalnych po-
dziaªów dla szerszej klasy funkcji g¦sto±ci. Przypu±¢my, »e mamy n bezatomowych miar
µi, i ∈ I, zde�niowanych na przestrzeni mierzalnej {[0, 1),B}. B¦dziemy potrzebowa¢
nast¦puj¡cego zaªo»enia:
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Zaªo»enie 5.18. Miary µi, i ∈ I, s¡ absolutnie ci¡gªe wzgl¦dem miary Lebesgue'a λ
zde�niowanej na {[0, 1),B} i dodatkowo:

supp(µi) = [0, 1), i ∈ I.

Niech fi, i ∈ I, oznaczaj¡ pochodne Radona-Nikodyma miar µi wzgl¦dem miary λ.
Zde�niujmy absolutnie ci¡gªe oraz ±ci±le rosn¡ce funkcje Fi : [0, 1]→ [0, 1] nast¦puj¡co

Fi(t) =
∫
[0,t)
fi dλ, t ∈ [0, 1], i ∈ I. (5.22)

Potrzebujemy jeszcze jednego kluczowego zaªo»enia:

Zaªo»enie 5.19. Istnieje partycja {[aj, aj+1)}mj=1 przedziaªu [0, 1), gdzie a1 = 0,
am+1 = 1, taka, »e funkcje g¦sto±ci fi na ka»dym z tych przedziaªów posiadaj¡ ±ci±le

monotoniczne ilorazy wiarogodno±ci, tzn. dla dowolnego i, k ∈ I, i ̸= k, ilorazy fi(x)
fk(x)

s¡

±ci±le monotoniczne na ka»dym z przedziaªów [aj, aj+1).

Nast¦puj¡ca wªasno±¢ mo»e by¢ pomocna do sprawdzenia, czy dane funkcje g¦sto±ci
fi, i ∈ I, speªniaj¡ Zaªo»enie 5.19.

Wªasno±¢ 5.20. Je±li funkcje g¦sto±ci fi, i ∈ I, s¡ ró»niczkowalne i zbiór

Q := {x ∈ (0, 1) : f ′i(x)fk(x) = fi(x)f ′k(x), i, k ∈ I, i ̸= k} (5.23)

jest sko«czony, wtedy Zaªo»enie 5.19 jest speªnione.

Je±li g¦sto±ci fi, i ∈ I, s¡ wielomianami dodatniego stopnia, wtedy zaªo»enia Wªasno±ci
5.20 s¡ speªnione, a wi¦c speªnione jest równie» Zaªo»enie 5.19.
Rozwa»my problem optymalnego podziaªu dla dwóch graczy z nast¦puj¡cymi funkcjami
g¦sto±ci f1(x) = x sin 1x + c, gdzie staªa c jest tak dobrana, »e speªniona jest równo±¢∫ 1
0 f1(x)dx = 1 oraz f2(x) = I[0,1)(x) dla x ∈ [0, 1). �atwo zauwa»y¢, »e w tym przypadku
zbiór Q zde�niowany przez (5.23) ma niesko«czon¡ liczb¦ elementów, wi¦c Zaªo»enie 5.19
dla tych funkcji g¦sto±ci nie jest speªnione.
Do konstrukcji podziaªu optymalnego b¦dzie potrzeba nast¦puj¡ca:

Wªasno±¢ 5.21. Przypu±¢my, »e g¦sto±ci fi speªniaj¡ Zaªo»enie 5.19. Wtedy dla dowol-
nych liczb θ1, θ2 speªniaj¡cych nierówno±ci aj ¬ θ1 < θ2 < aj+1, j ∈ J, oraz dowolnych
i, k ∈ I, i ̸= k, jedna z poni»szych nierówno±ci:

Fi(t)− Fi(θ1)
Fi(θ2)− Fi(θ1)

<
Fk(t)− Fk(θ1)
Fk(θ2)− Fk(θ1)

, (5.24)

Fi(t)− Fi(θ1)
Fi(θ2)− Fi(θ1)

>
Fk(t)− Fk(θ1)
Fk(θ2)− Fk(θ1)

(5.25)

jest speªniona dla ka»dego t ∈ (θ1, θ2).
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Nierówno±ci (5.24) i (5.25) oznaczaj¡, »e istnieje relacja wzgl¦dnej ±cisªej wypukªo±ci
pomi¦dzy funkcjami Fi i Fk, i ̸= k, zde�niowanymi przez (5.22). Gdy speªniona jest nie-
równo±¢ (5.24), wtedy Fi jest ±ci±le wypukªa wzgl¦dem Fk. Wªasno±¢ ta jest równowa»na
±cisªej wypukªo±ci zªo»enia funkcji Fi◦F−1k zde�niowanej na przedziale (Fk(aj), Fk(aj+1))
(por. [41]). Z pewnego wyniku uzyskanego przez Shisha i Cargo [49] mo»na wywniosko-
wa¢, »e Fi ◦F−1k jest ±ci±le wypukªa na (Fk(aj), Fk(aj+1)) wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz
fi(x)
fk(x)

jest ±ci±le rosn¡cy na przedziale (aj, aj+1). St¡d odwrotna implikacja we Wªasno±ci

5.21 jest tak»e prawdziwa.
Wzgl¦dna wypukªo±¢ jest jedn¡ z wielu uogólnie« poj¦cia wypukªo±ci, które byªy badane
ju» od 1931 r. (por. Jessen [23]). Nast¦pnie koncepcje te byªy rozwijane przez Popoviciu
[42] i Beckenbacha [4] i kontynuowane przez Karlina [25] w szczególno±ci dla zastosowa«
w teorii aproksymacji.
Relacja ±cisªej wypukªo±ci indukuje na ka»dym z przedziaªów (aj, aj+1) ±cisªe cz¦±ciowe
uporz¡dkowanie funkcji Fi (por. [41]). Niech Fi ≺j Fk oznacza, »e Fi jest ±ci±le wypu-
kªa wzgl¦dem Fk na przedziale (aj, aj+1). Dla ka»dego j ∈ J de�niujemy permutacj¦
σj : I → I, tak¡ »e

Fσj(k+1) ≺j Fσj(k),
dla k = 1, ..., n− 1. St¡d dla dowolnego t ∈ (aj, aj+1) mamy

Fσj(k+1)(t)− Fσj(k+1)(aj)
Fσj(k+1)(aj+1)− Fσj(k+1)(aj)

<
Fσj(k)(t)− Fσj(k)(aj)
Fσj(k)(aj+1)− Fσj(k)(aj)

. (5.26)

Nast¦puj¡ce twierdzenie udowodnione przez Leguta [H5] przedstawia algorytm wyzna-
czania równomiernie optymalnych partycji dla funkcji g¦sto±ci speªniaj¡cych Zaªo»enie
5.18 i 5.19:

Twierdzenie 5.22. Niech zbiór liczb z∗, {x∗(j)k }, k = 1, ..., n − 1, j ∈ J, b¦dzie rozwi¡-
zaniem nast¦puj¡cego zadania programowania nieliniowego (NLP)

max z (5.27)

przy ograniczeniach:

z =
m∑
j=1

[
Fi(x

(j)
σj(i))− Fi(x

(j)
σj(i)−1)

]
i = 1, ..., n, (5.28)

wzgl¦dem zmiennych z, {x(j)k }, k = 1, ..., n− 1, j ∈ J, speªniaj¡cych nast¦puj¡ce nierów-
no±ci:

0 = a1 ¬ x(1)1 ¬ ... ¬ x
(1)
n−1 ¬ a2, (5.29)

a2 ¬ x(2)1 ¬ ... ¬ x
(2)
n−1 ¬ a3,

...

am ¬ x(m)1 ¬ ... ¬ x
(m)
n−1 ¬ am+1 = 1.
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Wtedy partycja {A∗i}ni=1 ∈P przedziaªu jednostkowego [0, 1) zde�niowana przez

A∗i =
m∪
j=1

[
x
∗(j)
σj(i)−1, x

∗(j)
σj(i)

)
, i ∈ I, (5.30)

gdzie x
∗(j)
0 = aj, x∗(j)n = aj+1, j ∈ J, jest równomiernie optymalnym podziaªem dla miar

µi, i ∈ I oraz v = z∗ jest optymaln¡ warto±ci¡.

Je±li dla pewnego i ∈ I oraz j ∈ J, zachodzi równo±¢ x∗(j)σj(i)−1 = x
∗(j)
σj(i), wtedy przyjmu-

jemy
[
x
∗(j)
σj(i)−1, x

∗(j)
σj(i)

)
= ∅ w sumie przedziaªów (5.30).

Poni»szy przykªad ilustruje metod¦ opisan¡ w powy»szym twierdzeniu.

Przykªad 5.23. Rozwa»my problem sprawiedliwego podziaªu dla trzech graczy I =
{1, 2, 3}, którzy oceniaj¡ mierzalne podzbiory odcinka jednostkowego [0, 1) za pomoc¡
miar µi, i = 1, 2, 3, zde�niowanych odpowiednio przez nast¦puj¡ce funkcje g¦sto±ci:

f1(x) = 12
(
x− 1
2

)2
, f2(x) = 2x, f3(x) = I[0,1)(x), x ∈ [0, 1).

Zastosujemy algorytm opisany w Twierdzeniu 5.22 do wyznaczenia równomiernie opty-
malnego podziaªu. Najpierw musimy podzieli¢ odcinek [0, 1) na podprzedziaªy, na których
g¦sto±ci fi, i = 1, 2, 3, speªniaj¡ oddzielnie wªasno±¢ SMLR. Do tego celu wyznaczymy
zbiór Q zde�niowany przez (5.23). Okazuje si¦, »e Q = {12} i st¡d z Wªasno±ci 5.21 wy-

nika, »e g¦sto±ci fi, i = 1, 2, 3, speªniaj¡ wªasno±¢ SMLR na dwóch przedziaªach [0, 12) i
[12 , 1). Niech Fi, i = 1, 2, 3, b¦d¡ ±ci±le rosn¡cymi funkcjami zde�niowanymi przez (5.22).
Wyznaczaj¡c te funkcje otrzymujemy:

F1(t) = 4t3 − 6t2 + 3t, F2(t) = t2, F3(t) = t, t ∈ [0, 1).

W oparciu o nierówno±ci (5.26) ustalamy odpowiednie przypisanie trzech podprzedzia-
ªów w ka»dym z przedziaªów [0, 12) oraz [

1
2 , 1) w nast¦puj¡cy sposób: bierzemy ±rodkowe

punkty {14} i {
3
4} tych przedziaªów i sprawdzamy, »e

F1(1/4)− F1(0)
F1(12)− F1(0)

>
F3(1/4)− F3(0)
F3(12)− F3(0)

>
F2(1/4)− F2(0)
F2(12)− F2(0)

,

oraz
F3(3/4)− F3(0)
F3(1)− F3(12)

>
F2(3/4)− F2(0)
F2(1)− F2(12)

>
F1(3/4)− F1(0)
F1(1)− F1(12)

.

St¡d uzyskujemy nast¦puj¡ce permutacje:

σ1 =
(
1 2 3
1 3 2

)
oraz σ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
.

Teraz jeste±my gotowi, tak jak w Twierdzeniu 5.22, sformuªowa¢ zadanie programowania
nieliniowego:

max z
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przy ograniczeniach

z = F1(x
(1)
1 )− F1(0) + F1(1)− F1(x

(2)
2 ),

z = F2(12)− F2(x
(2)
1 ) + F2(x

(2)
2 )− F2(x

(1)
2 ),

z = F3(x
(2)
1 )− F3(x

(1)
1 ) + F3(x

(1)
2 )− F3(12),

wzgl¦dem zmiennych z, {x(j)k } k = 1, 2, j = 1, 2, speªniaj¡cych nast¦puj¡ce nierówno±ci:

0 ¬ x(1)1 ¬ x
(2)
1 ¬ 12 ¬ x

(1)
2 ¬ x

(2)
2 ¬ 1.

Rozwi¡zuj¡c to zadanie otrzymujemy:

z∗ ≈ 0.4843, x∗(1)1 ≈ 0.1426, x
∗(2)
1 = a2 = 0.5, x

∗(1)
2 ≈ 0.6269, x

∗(2)
2 ≈ 0.9367.

St¡d uzyskujemy równomiernie optymalny podziaª {A∗i}3i=1 ∈P odcinka jednostkowego
[0, 1), gdzie

A∗1 = [0, x
∗(1)
1 ) ∪ [x

∗(2)
2 , 1), A

∗
2 = [x

∗(2)
2 , x

∗(1)
2 ) oraz A∗3 = [x

∗(1)
2 , x

∗(1)
1 ).

Optymalna warto±¢ v = z∗ ≈ 0.4843.

�

Legut [H5] wykorzystaª równie» metod¦ opisan¡ w Twierdzeniu 5.22 do wyznaczania
równomiernie ε-optymalnego podziaªu w przypadku, gdy zbiór Q zde�niowany przez
(5.23) jest przeliczalny i niesko«czony. De�nicja równomiernie ε-optymalnego podziaªu
jest nast¦puj¡ca:

De�nicja 5.24. Partycja P ε = {Aεi}
n
i=1 ∈ P nazywa si¦ równomiernie ε-optymalnym

podziaªem, je±li dla ka»dego i ∈ I prawdziwe s¡ nierówno±ci:

µi(Aεi ) > v − ε,

gdzie v jest warto±ci¡ optymaln¡.

5.5 Metoda przybli»onego wyznaczania podziaªów ±ci±le spra-

wiedliwych

W tym rozdziale b¦dziemy rozwa»a¢ inne poj¦cie optymalno±ci podziaªów. B¦d¡ to po-
dziaªy optymalne w sensie teorii sprawiedliwego podziaªu. Przedstawimy algorytm przy-
bli»onego wyznaczania ±ci±le sprawiedliwego podziaªu, który jest jednocze±nie podzia-
ªem proporcjonalnym, wolnym od zazdro±ci oraz jest podziaªem równomiernym (De�ni-
cja 5.5). Istnienie podziaªów ±ci±le sprawiedliwych wynika bezpo±rednio z nast¦puj¡cego
twierdzenia Hobby'ego i Rice'a [22] uogólnionego przez Alona [1]:
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Twierdzenie 5.25. Niech µ1, ..., µn b¦d¡ bezatomowymi miarami probabilistycznymi zde-
�niowanymi na mierzalnych podzbiorach odcinka jednostkowego [0, 1]. Wtedy, mo»liwa
jest partycja tego przedziaªu za pomoc¡ (m − 1)n ci¦¢ oraz podzielenie (m − 1)n + 1
uzyskanych podprzedziaªów na m rodzin zbiorów F1, ...,Fm, takich, »e µi(∪Fj) = 1m dla
ka»dego i = 1, ..., n oraz j = 1, ...,m. Liczba (m− 1)n jest wyznaczona optymalnie.

Suma ∪Fj oznacza sum¦ wszystkich podprzedziaªów nale»¡cych do rodziny Fj.
Niestety nie jest ªatwo wyznaczy¢ ±ci±le sprawiedliwy podziaª korzystaj¡c bezpo±red-

nio z Twierdzenia 5.25. Musimy znale¹¢ n(n − 1) nieznanych liczb rozwi¡zuj¡c ukªady
równa« dla wszystkich mo»liwych kon�guracji rodzin F1, ...,Fn speªniaj¡cych warunki
µi(∪Fj) = 1

n , i, j = 1, ..., n. Z tego powodu Legut [H6] zaproponowaª iteracyjny algo-
rytm wyznaczania przybli»onego rozwi¡zania tego problemu.
Niech F1, ...,Fm b¦d¡ rodzinami zbiorów, które speªniaj¡ Twierdzenie 5.25. St¡d∑
j∈I |Fj| ¬ (m−1)n+1, gdzie |Fj| oznacza liczb¦ podprzedziaªów nale»¡cych do rodziny

Fj, j ∈ I. Niech qn(m) =
⌊
(m−1)n+1
m

⌋
, m = 2, ..., n, gdzie ⌊x⌋ oznacza najwi¦ksz¡ liczb¦

caªkowit¡ mniejsz¡ lub równ¡ x. �atwo sprawdzi¢, »e

min
j
|Fj| ¬ qn(m). (5.31)

Niech Fi : [0, 1] → [0, 1] b¦d¡ ci¡gªymi i niemalej¡cymi funkcjami zde�niowanymi przez
Fi(t) = µi([0, t)), t ∈ [0, 1], i ∈ I. Skonstruujemy przybli»ony ±ci±le sprawiedliwy podziaª
P = {Ai}ni=1 w n− 1 krokach zaczynaj¡c od m = n a nast¦pnie id¡c wstecz do m = 2.
Krok 1. (m = n)
Poniewa» qn(n) = n − 1, b¦dziemy rozwa»a¢ dwa sko«czone ci¡gi 2(n − 1) liczb {xk}
oraz {yk}, k = 1, ..., n− 1, speªniaj¡ce warunki:

0 ¬ xk ¬ yk ¬ 1, dla ka»dego k = 1, ..., n− 1, (5.32)

yk < xk+1 dla ka»dego k = 1, ..., n− 2 oraz (5.33)
n−1∑
k=1
[Fi(yk)− Fi(xk)] =

n−1∑
k=1
µi([xk, yk)) =

1
n
, i = 1, ..., n. (5.34)

Z Twierdzenia 5.25 oraz (5.31) wynika, »e ukªad (5.34) n równa« wzgl¦dem zmiennych
xk, yk, k = 1, ..., n − 1 posiada przynajmniej jedno rozwi¡zanie, które oznaczmy przez

{x(1)l }, {y
(1)
l }, l = 1, ..., n − 1. Niech 1 ¬ r1 ¬ n − 1 oznacza liczb¦ par (x(1)l , y

(1)
l )

speªniaj¡cych nierówno±¢ x
(1)
l < y

(1)
l . Niech

lk = min{l : l > lk−1, x(1)l < y
(1)
l }, k = 1, ..., r1,

gdzie l0 = 0. Zde�niujmy a
(1)
k = x

(1)
lk
, b
(1)
k = y

(1)
lk

oraz

A1 =
r1∪
k=1
[a(1)k , b

(1)
k ).

Z ukªadu równa« (5.34) wynika, »e µi(A1) = 1/n, dla ka»dego i ∈ I. Wyznaczyli±my
pierwszy zbiór, który nale»y do ±ci±le sprawiedliwego podziaªu P = {Ai}ni=1.
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Krok 2. (m = n− 1)
Niech {u(1)k }, {w

(1)
k }, k = 1, ..., s1 b¦d¡ ci¡gami liczb speªniaj¡cych warunki

0 ¬ u(1)k < w
(1)
k ¬ 1,

w
(1)
k < u

(1)
k+1 dla ka»dego k = 1, ..., s1 − 1,

oraz warunek

C1 = [0, 1] \ A1 =
s1∪
k=1
[u(1)k , w

(1)
k ).

�atwo sprawdzi¢, »e r1 − 1 ¬ s1 ¬ r1 + 1.
W przypadku, gdy a

(1)
1 > 0 i b(1)r1 < 1 mamy s1 = r1 + 1 oraz

u
(1)
1 = 0, w

(1)
1 = a

(1)
1 , u

(1)
r1
= b(1)r1 , w

(1)
r1
= 1,

u
(1)
k = b

(1)
k , w

(1)
k = a

(1)
k+1, dla k = 2, ..., r1 − 1.

Zde�niujmy sko«czony ci¡g liczb 0 = e(1)0 < e
(1)
1 < ... < e

(1)
s1−1 < e

(1)
s1
= 1 speªniaj¡cych

warunki

e
(1)
k =

1
1− λ(A1)

k∑
j=0
(w(1)j − u

(1)
j ), k = 1, ..., s1 − 1,

gdzie λ, tak jak wcze±niej oznacza miar¦ Lebesgue'a zde�niowan¡ na {[0, 1],B}.
Niech g1 : C1 → [0, 1] b¦dzie wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem, takim »e:

gdy x ∈ [u(1)k , w
(1)
k ), to g1(x) = e

(1)
k−1 +

x− u(1)k
1− λ(A1)

, k = 1, ..., s1.

Zde�niujmy dla i ∈ I ci¡gªe i niemalej¡ce funkcje F
(1)
i : [0, 1]→ [0, 1] nast¦puj¡co:

F
(1)
i (t) =

n

n− 1
(
Fi(g−11 (t))− µi(A1 ∩ [0, t))

)
. (5.35)

Niech µ
(1)
1 , ..., µ

(1)
n b¦d¡ bezatomowymi miarami probabilistycznymi zde�niowanymi na

mierzalnych podzbiorach odcinka jednostkowego [0, 1] i generowane przez funkcje F (1)i ,

tzn. dla dowolnych liczb 0 ¬ x ¬ y ¬ 1 przyjmujemy, »e µ(1)i ([x, y)) = F
(1)
i (y)−F

(1)
i (x).

Teraz wykorzystujemy Twierdzenie 5.25 dla miar µ
(1)
1 , ..., µ

(1)
n oraz m = n − 1. Zatem

istniej¡ rodziny zbiorów F (1)1 , ...,F
(1)
n−1, takie, »e µi(∪F

(1)
j ) =

1
n−1 dla ka»dego i ∈ I

oraz j = 1, ..., n − 1. Z Twierdzenia 5.25 oraz (5.31) wynika, »e istnieje rozwi¡zanie

{x(2)l }, {y
(2)
l }, l = 1, ..., qn(n− 1), ukªadu równa«

qn(n−1)∑
k=1
[F (1)i (yk)− F

(1)
i (xk)] =

qn(n−1)∑
k=1
µ
(1)
i ([xk, yk)) =

1
n− 1

, (5.36)

dla i ∈ I wzgl¦dem zmiennych xk, yk, k = 1, ..., qn(n− 1), speªniaj¡cych warunki

0 ¬ xk ¬ yk ¬ 1, dla ka»dego k = 1, ..., qn(n− 1) oraz
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yk < xk+1 dla ka»dego k = 1, ..., qn(n− 1)− 1.

Niech 1 ¬ h1 ¬ qn(n− 1) oznacza liczb¦ par (x(2)l , y
(2)
l ) speªniaj¡cych nierówno±ci

x
(2)
l < y

(2)
l . Oznaczmy

lk = min{l : l > lk−1, x(2)l < y
(2)
l }, k = 1, ..., h1,

gdzie l0 = 0. Zde�niujmy c
(1)
k = x

(2)
lk
, d
(1)
k = y

(2)
lk

oraz

B1 =
h1∪
k=1
[c(1)k , d

(1)
k ) ⊂ [0, 1].

Z (5.36) wynika, »e µ
(1)
i (B1) =

1
n−1 dla ka»dego i ∈ I. Oznaczmy A2 = g

−1
1 (B1). Poniewa»

g1 jest funkcj¡ kawaªkami liniow¡, zbiór A2 jest nast¦puj¡c¡ sum¡ przedziaªów:

A2 =
r2∪
k=1
[a(2)k , b

(2)
k ) ⊂ C1,

dla pewnych liczb 0 ¬ a(2)k < b
(2)
k ¬ 1, oraz r2 = h1 + z1, gdzie z1 jest liczb¡ punktów

{e(1)k }, k = 1, ..., s1− 1, nale»¡cych do sumy
∪h1
k=1(c

(1)
k , d

(1)
k ). �atwo zauwa»y¢, »e je±li dla

pewnego k0 zachodzi:
s1−1∪
k=1
{e(1)k } ∩ (c

(1)
k0
, d
(1)
k0
) = ∅,

wtedy g−11 ((c
(1)
k0
, d
(1)
k0
)) jest pojedynczym przedziaªem. Przypu±¢my teraz, »e

s1−1∪
k=1
{e(1)k } ∩ (c

(1)
k0
, d
(1)
k0
) = {e(1)k1 , ..., e

(1)
kp
}, gdzie 1 ¬ p ¬ s1 − 1.

W tym przypadku g−11 ((c
(1)
k0
, d
(1)
k0
)) skªada si¦ z p+ 1 podprzedziaªów.

Mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e:

µi(A2) =
1
n

dla ka»dego i ∈ I.

Je±li n > 3 post¦pujemy analogicznie w kolejnym kroku.
Krok 3. (m = n− 2)
Niech {u(2)k }, {w

(2)
k }, k = 1, ..., s2, b¦d¡ ci¡gami liczb speªniaj¡cymi nast¦puj¡ce warunki:

0 ¬ u(2)k < w
(2)
k ¬ 1,

w
(2)
k < u

(2)
k+1 dla ka»dego k = 1, ..., s2 − 1,

oraz takimi, »e zachodzi równo±¢:

C2 = [0, 1] \ (A1 ∪ A2) =
s2∪
k=1
[u(2)k , w

(2)
k ).
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�atwo sprawdzi¢, »e s2 ¬ 2h1. W przypadku, gdy

s1−1∪
k=1
{e(1)k } ∩

h1∪
k=1
(c(1)k , d

(1)
k ) = ∅,

przyjmujemy s2 = 2h1.
Zde�niujmy sko«czony ci¡g liczb 0 = e(2)0 < e

(2)
1 < ... < e

(2)
s2−1 < e

(2)
s2
= 1 speªniaj¡cych

warunki:

e
(2)
k =

1
1− λ(A1 ∪ A2)

k∑
j=0
(w(2)j − u

(2)
j ), k = 1, ..., s2 − 1,

Niech g2 : C2 → [0, 1] b¦dzie wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem, takim »e

gdy x ∈ [u(2)k , w
(2)
k ), to g2(x) = e

(2)
k−1 +

x− u(2)k
1− λ(A1 ∪ A2)

, k = 1, ..., s2.

Zde�niujmy dla i ∈ I ci¡gªe i niemalej¡ce funkcje F
(2)
i : [0, 1]→ [0, 1] nast¦puj¡co:

F
(2)
i (t) =

n

n− 2
(
Fi(g−12 (t))− µi((A1 ∪ A2) ∩ [0, t))

)
.

Niech µ
(2)
1 , ..., µ

(2)
n b¦d¡ bezatomowymi miarami probabilistycznymi zde�niowanymi na

mierzalnych podzbiorach odcinka [0, 1] i generowane przez funkcje F
(2)
i . Z Twierdzenia

5.25 zastosowanego dla miar µ
(2)
2 , ..., µ

(2)
n oraz m = n − 2 wynika, »e istniej¡ rodziny

zbiorów F (2)1 , ...,F
(2)
n−2, takie »e µi(∪F

(2)
j ) =

1
n−2 dla ka»dego i ∈ I oraz j = 1, ..., n− 2.

Wobec tego istnieje rozwi¡zanie {x(3)l }, {y
(3)
l }, l = 1, ..., qn(n− 2), nast¦puj¡cego ukªadu

równa«:
qn(n−2)∑
k=1
[F (2)i (yk)− F

(2)
i (xk)] =

qn(n−2)∑
k=1
µ
(2)
i ([xk, yk)) =

1
n− 2

, (5.37)

dla i ∈ I wzgl¦dem zmiennych xk, yk, k = 1, ..., qn(n− 2), speªniaj¡cych warunki:

0 ¬ xk ¬ yk ¬ 1, dla ka»dego k = 1, ..., qn(n− 2) oraz

yk < xk+1 dla ka»dego k = 1, ..., qn(n− 2)− 1.

Niech 1 ¬ h2 ¬ qn(n− 2) oznacza liczb¦ par (x(3)l , y
(3)
l ) speªniaj¡cych nierówno±ci

x
(3)
l < y

(3)
l . Oznaczmy

lk = min{l : l > lk−1, x(2)l < y
(2)
l }, k = 1, ..., h2,

gdzie l0 = 0. Zde�niujmy c
(2)
k = x

(3)
lk
, d
(2)
k = y

(3)
lk

oraz

B2 =
h2∪
k=1
[c(2)k , d

(2)
k ) ⊂ [0, 1].
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St¡d otrzymujemy µ
(2)
i (B2) =

1
n−2 dla ka»dego i ∈ I. Oznaczmy

A3 = g−12 (B2) =
r3∪
k=1
[a(3)k , b

(3)
k ) ⊂ X2,

dla pewnych liczb 0 ¬ a(3)k < b
(3)
k ¬ 1, takich, »e r3 = h2 + z2, gdzie z2 jest liczb¡

punktów {e(2)k }, k = 1, ..., s2 − 1, nale»¡cych do
∪h2
k=1(c

(2)
k , d

(2)
k ).

Mo»na sprawdzi¢, »e

µi(A3) =
1
n

dla ka»dego i ∈ I.

W ostatnim kroku dla m = 2 wyznaczamy zbiór An−1, dla którego zachodzi
µi(An−1) = 1

n dla ka»dego i ∈ I. Ostatni zbiór An uzyskujemy przyjmuj¡c An =
[0, 1] \ ∪n−1j=1 Aj. Je±li bezatomowe miary µi, i ∈ I, s¡ zde�niowane za pomoc¡ g¦sto±ci fi
b¦d¡cych funkcjami prostymi, wtedy ukªady równa« (5.34), (5.36) i (5.37) s¡ liniowe i
mo»emy uzyska¢ dokªadne rozwi¡zania. Niestety dla dowolnych funkcji g¦sto±ci musimy
stosowa¢ metody numeryczne, które mog¡ da¢ jedynie przybli»one rozwi¡zania proble-
mu ±ci±le sprawiedliwego podziaªu tortu. Co wi¦cej, nie mo»emy nawet oszacowa¢ bª¦du
przybli»enia, z którym rozwi¡zujemy ukªady równa« (5.34), (5.36) i (5.37).
Legut [H6] przedstawiª nast¦puj¡cy przykªad wyznaczania przybli»onego rozwi¡zania pro-
blemu ±ci±le sprawiedliwego podziaªu dla trzech graczy.

Przykªad 5.26. Zaªó»my, »e trzech graczy ocenia mierzalne podzbiory odcinka [0, 1]
przy pomocy miar µi, i = 1, 2, 3, zde�niowanych nast¦puj¡co:

µ1([0, t)) = F1(t) = t,

µ2([0, t)) = F2(t) = t2,

µ3([0, t)) = F3(t) =
√
t,

dla t ∈ [0, 1]. Do przybli»onego wyznaczenia ±ci±le sprawiedliwego podziaªu potrzebujemy
dwóch kroków.
Krok 1.
Z Twierdzenia 5.25 wynika, »e istniej¡ trzy rodziny podprzedziaªów Fj, j = 1, 2, 3 takich,
»e µi(∪Fj) = 13 oraz

∑
j |Fj| ¬ 7. Wtedy minj |Fj| ¬ 2. Rozwa»my nast¦puj¡cy ukªad

równa« 

F1(y1)− F1(x1) + F1(y2)− F1(x2) = y1 − x1 + y2 − x2 = 13 ,

F2(y1)− F2(x1) + F2(y2)− F2(x2) = y21 − x21 + y22 − x22 = 13 ,

F3(y1)− F3(x1) + F3(y2)− F3(x2) =
√
y1 −
√
x1 +
√
y2 −
√
x2 = 13 .

wzgl¦dem zmiennych 0 ¬ x1 ¬ y1 < x2 ¬ y2 ¬ 1. Rozwi¡zuj¡c powy»szy nieliniowy
ukªad równa« otrzymujemy przybli»one rozwi¡zanie:{

x1 = a1 = 0, y1 = b1 ≈ 0.011394
x2 = a2 ≈ 0.356524, y2 = b2 ≈ 0.678463.
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Niech
A1 = [0, b1) ∪ [a2, b2). (5.38)

St¡d otrzymujemy µi(A1) ≈ 13 dla ka»dego i = 1, 2, 3.
Krok 2.
Teraz skonstruujemy pozostaªe zbiory A2 i A3. Pierwsza miara µ1 jest miar¡ Lebesgue'a,
wi¦c λ(A1) = µ1(A1) ≈ 13 . Oznaczmy

C1 = [0, 1] \ A1 = [u1, w1) ∪ [u2, w2] = [u1, w1) ∪ [u2, 1],
gdzie u1 = b1, w1 = a2, u2 = b2, w2 = 1. Zde�niujmy liczby 0 = e0 < e1 < e2 = 1, gdzie

e1 =
3
2
(w1 − u1) ≈ 0.517695.

De�niujemy funkcj¦ g : C1 → [0, 1] nast¦puj¡co

g(x) =


3
2(x− u1) dla x ∈ [u1, w1),
e1 + 32(x− u2) dla x ∈ [u2, 1].

St¡d wyznaczamy funkcj¦ g−1:

g−1(t) =


2
3t+ u1 dla t ∈ [0, e1),

2
3(t− e1) + u2 dla t ∈ [e1, 1].

Korzystaj¡c z (5.35) konstruujemy ci¡gªe i niemalej¡ce funkcje F
(1)
i : [0, 1]→ [0, 1],

i = 1, 2, 3 w sposób nast¦puj¡cy:

F
(1)
1 (t) = t, dla t ∈ [0, 1],

F
(1)
2 (t) =


2
3t
2 + 2tu1 dla t ∈ [0, e1),

2
3(t− e1)

2 + 2(t− e1)u2 + 32(w
2
1 − u21) dla t ∈ [e1, 1].

F
(1)
3 (t) =


3
2

(√
2
3t+ u1 −

√
u1
)

dla t ∈ [0, e1),

3
2

(√
2
3(t− e1) + u2 −

√
u1 −
√
u2 +
√
w1
)

dla t ∈ [e1, 1].
Oznaczmy przez νi, i = 1, 2, 3, bezatomowe miary zde�niowane na mierzalnych podzbio-

rach [0, 1] i generowane odpowiednio przez funkcje F
(1)
i . Poniewa» q3(2) = 2 mo»emy

podzieli¢ przedziaª [0, 1] w 3 miejscach i otrzyma¢ dwie rodziny zbiorów F (1)j , j = 1, 2,
takie, »e νi(∪F (1)j ) = 12 dla ka»dego i = 1, 2, 3. Rozwa»my nast¦puj¡cy ukªad równa«

F
(1)
i (y

(1)
1 ) + F

(1)
i (y

(1)
2 )− F

(1)
i (x

(1)
2 ) =

1
2
, i = 1, 2, 3. (5.39)
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wzgl¦dem zmiennych 0 ¬ y(1)1 < x
(1)
2 ¬ y

(1)
2 ¬ 1. Rozwi¡zuj¡c go, uzyskujemy przybli»one

rozwi¡zanie 
d
(1)
1 = y

(1)
1 ≈ 0.0617,

c
(1)
2 = x

(1)
2 ≈ 0.333082,

d
(1)
2 = y

(1)
2 ≈ 0.771382.

(5.40)

W tym przypadku mamy c
(1)
1 = 0. Oznaczmy B1 = [0, d

(1)
1 ) ∪ [c

(1)
2 , d

(1)
2 ). Z (5.39) oraz

(5.40) wynika, »e

νi(B1) ≈
1
2

dla ka»dego i = 1, 2, 3.

Niech A2 = g−1(B1). Mo»na sprawdzi¢, »e

µi(A2) ≈
1
3
, dla ka»dego i = 1, 2, 3.

W ko«cu uzyskujemy przybli»one rozwi¡zanie:
A1 ≈ [0, 0.011394) ∪ [0.356524, 0.678463),
A2 ≈ [0.011394, 0.056060) ∪ [0.233449, 0.356524) ∪ [0.678463, 0.847588)
A3 ≈ [0.056060, 0.233449) ∪ [0.847588, 1].

�

6 Omówienie pozostaªych publikacji wchodz¡cych w skªad do-

robku naukowego

Pozostaªe moje osi¡gni¦cia naukowe nie uj¦te w rozdziale 5 zostaªy przedstawione w
nast¦puj¡cych artykuªach:

D1. Legut J. (1985): "Market Games with a Continuum of Indivisible Commodities",
International Journal of Game Theory, 15, 1-7.

D2. Legut J. (1985): "The Problem of Fair Division for Countably Many Participants",
J. Math. Anal. Appl., 109, 83-89.

D3. Legut J. (1987): "A Game of Fair Division with a Continuum of Players". Colloquium
Mathematicum, vol LIII, 323-331.

D4. Legut J. (1988): "A Game of Fair Division in Normal Form", Colloquium Mathema-
ticum, vol LVI, 179-184.

D5. Legut J. (1988): "Inequalities for α-optimal partitioning of a measurable space",
Proc. of the American Math. Soc. vol. 104, No. 3, 1249-1251.

D6. Legut J. and Wilczy«ski M. (1988): "Optimal Partitioning of a Measurable Space",
Proc. of the American Math. Soc. vol. 104, 262-264.
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D7. Legut J. (1990): "On Totally Balanced Games Arising from Cooperation in Fair
Division", Games and Economic Behavior, 2, 47-60.

D8. Legut J. and Wilczy«ski M. (1990): "Optimal partitioning of a Measurable Space
into Countably Many Sets", Probability Theory and Related Fields 86, 551-558.

D9. Legut J., Potters J.A.M. and Tijs S.H. (1994): "Economies with Land - A Game
Theoretical Approach", Games and Economic Behavior vol. 6, Issue 3, 416-430.

D10. Legut J., Potters J.A.M. and Tijs S.H. (1995): "A transfer Property of Equilibrium
Payo�s in Economies with Land", Games and Economic Behavior vol. 10, Issue 2,
355-375.

D11. Jó¹wiak I. and Legut J. (1991): "Decision Rule for an Exponential Reliability Func-
tion" Microelectron. Reliab. vol. 31. 71-73.

Pierwsze cztery prace [D1]-[D4] dotycz¡ wykorzystania wyników teorii gier w problema-
tyce sprawiedliwego podziaªu i stanowiªy podstaw¦ mojej pracy doktorskiej.
Wi¦kszo±¢ moich wyników opublikowanych w powy»szych artykuªach zostaªo wymienio-
nych w popularnej ksi¡»ce pt. "Fair division-from cake-cutting to dispute resolution"
napisanej przez znanych specjalistów teorii sprawiedliwego podziaªu - Bramsa i Taylora
[6].
W pracy [D5] po raz pierwszy wprowadziªem w teorii sprawiedliwego podziaªu poj¦-
cie α-optymalnego podziaªu, które jest uogólnieniem poj¦cia podziaªów równomiernie
(equitable) optymalnych. Dla takich podziaªów zde�niowaªem α-optymaln¡ warto±¢, dla
której znalazªem lepsz¡ estymacj¦, ni» ta, któr¡ wcze±niej uzyskali Elton, Hill oraz Kertz
[19]. Co wi¦cej moj¡ estymacj¦ uzyskaªem stosuj¡c prost¡ geometryczn¡ metod¦, która
pó¹niej byªa wykorzystywana przez ró»nych autorów (por. [11], [13], [14], [15], [45]).
Jeden z moich najwa»niejszych wyników naukowych zostaª uzyskany wspólnie z Macie-
jem Wilczy«skim i byª opublikowany w pracy [D6]. Dotyczy on zastosowania pewnego
twierdzenia minimaksowego Siona (por. [2]) do przedstawienia postaci α-optymalnych
partycji. Ten wynik okazaª si¦ bardzo pomocny w wyznaczaniu algorytmów optymalnego
podziaªu przestrzeni mierzalnej (por. [H2], [H3], [H5], [H7]) oraz byª omawiany i analizo-
wany przez ró»nych autorów (por. [11], [14], [15], [45]).
W pracy [D7] zaproponowaªem metod¦ badania wtórnego podziaªu obiektu X z wykorzy-
staniem teorii gier kooperacyjnych. W tej metodzie gracze tworz¡ koalicje, aby poprawi¢
pocz¡tkowy podziaª, a nast¦pnie de�niowana jest pewna gra kooperacyjna. Okazaªo si¦,
»e takie gry s¡ totalnie zbalansowane, a wi¦c posiadaj¡ niepusty rdze«. Pokazaªem, jak
wyznaczy¢ imputacje nale»¡ce do tego rdzenia. Zaprezentowaªem równie» charaktery-
styk¦ oraz pewne wªasno±ci takich gier. Ten wynik byª pó¹niej omawiany w literaturze
sprawiedliwego podziaªu oraz teorii gier kooperacyjnych (por. [9], [10], [12], [13]).
Z kolei w pracy [D8] zostaªo zde�niowane poj¦cie optymalnego podziaªu przestrzeni mie-
rzalnej na przeliczaln¡ liczb¦ zbiorów w oparciu o dane bezatomowe miary. Zostaªo udo-
wodnione istnienie takiego podziaªu. Ponadto zostaªo podane oszacowanie dla warto±ci
optymalnej oraz zostaª scharakteryzowany zbiór optymalnych partycji. W ko«cu zostaª
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przedstawiony przykªad zwi¡zany ze statystyczn¡ teori¡ decyzji.
W pracy [D9] zostaªa zde�niowana gra kooperacyjna vE zwi¡zana z ekonomi¡ podziaªu
dziaªki E (ekonomia w sensie Debreu, w której dziaªka jest jedynym towarem). Praca
zawiera analiz¦ gier TU typu vE oraz charakterystyk¦ zbioru wypªat pozostaj¡cych w
równowadze opisanych, jako podzbiór rdzenia gry vE. Autorzy udowodnili, »e wypªaty
tworz¡ce punkt równowagi mog¡ by¢ rozszerzone do monotonicznych procedur w sensie
Sprumonta. Wyniki tej pracy byªy wspomniane w innych artykuªach (por. [14], [15], [43],
[46], [47]).
Praca [D10] dotyczy analizy ekonomii wymiany w sensie Debreu z jednym tylko towa-
rem - dziaªk¡. Autorzy badaj¡ gry NTU powi¡zane z tym rodzajem ekonomii. Gªównym
wynikiem tej pracy jest pokazanie, »e zbiór wypªat stanowi¡cych punkt równowagi w
modelu NTU jest zwi¡zany ze zbiorem wypªat stanowi¡cych punkt równowagi w modelu
TU rozwa»anym w pracy [D9] przy pomocy tzw. b-transferu - koncepcji wprowadzonej
przez Shapley'a [48].
Gªówny wynik pracy [D6] zostaª wykorzystany do wyznaczenia minimaksowej reguªy
decyzyjnej dla wykªadniczej funkcji niezawodno±ci. Ten wynik zostaª przedstawiony w
pracy [D11]. Autorzy zilustrowali uzyskan¡ metod¦ przykªadem, który zostaª rozwi¡zany
przy pomocy programu komputerowego.
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