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Oméwienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy /prac i osiagnietych wynikow:

4.1 Wstep

Gry z continuum graczy zostaly wprowadzone do teorii gier za sprawa prac Wardropa [64] i Schme-
idlera [55] do przyblizania sytuacji konfliktowych, w ktérych liczba stron jest na tyle duza, ze z
jednej strony wpltyw pojedynczego gracza na wynik gry jest zaniedbywalny, a z drugiej opis sytuacji
w jezyku n-osobowych gier strategicznych robi sie bardzo skomplikowany ze wzgledu na duzg ztozo-
no$¢ problemu. Analogiczne modele gier dynamicznych pojawily sie w literaturze za sprawa pracy
Jovanovicia i Rosenthala [34] oraz jej uogélnien [9, 10] (gry z czasem dyskretnym) z jednej strony,
oraz prac Lasry’ego i Lionsa [38] oraz Huanga, Cainesa i Malhamégo [33] (gry rézniczkowe). W obu
przypadkach autorzy rozwazali gry o specyficznej strukturze, w ktorych kazdy z nieskonczenie wielu
graczy kontroluje prywatny proces swoich wtasnych standéw, a decyzje, ktére podejmuje w trakcie
gry, uzaleznione sg od jego wlasnego stanu oraz rozktadu prywatnych standéw pozostatych uczestni-
kéw gry (nie ma za to wiedzy o wartosciach prywatnych stanéw konkretnych uczestnikéw gry poza
soba). Umozliwito to zredukowanie problemu szukania réwnowagi w grze n-osobowej do szukania
strategii optymalnej w jednoosobowym problemie decyzyjnym. Ostatnie kilkanascie lat przyniosto
bardzo duza liczbe prac rozwijajacych teorie gier rozniczkowych z continuum graczy (z ang. mean
field games), patrz monografie [8, 14| lub praca przegladowa [26]. Dwa podstawowe typy problemdw,
na jakich koncentrowano sie w pracach dotyczacych tej dziedziny to istnienie rozwigzan w grach tego
typu oraz to, czy (i przy jakich zalozeniach) rozwiazania gier z continuum graczy sa jednoczesnie
przyblizonymi rozwigzaniami gier z duza skoniczong liczba graczy, ktore w zatozeniu miaty przybli-
za¢. Podobne problemy rozwazane bylty w przypadku gier z continuum graczy z czasem dyskretnym
(w ich przypadku angielskojezyczna literatura uzywa dwoch nazw: anonymous sequential games lub
discrete-time mean field games). W pracach [34, 9, 10, 16, 60, 1, 19, 54] analizowano warunki potrzeb-
ne do istnienia rownowagi w grach tego typu z wyptata dyskontowang. W ostatniej z wymienionych
prac oraz w [28, 29, 32, 53] rozwazano warunki gwarantujace, ze réwnowagi w grze z continuum
graczy beda przyblizonymi réwnowagami w grach z duza skonczong liczba graczy. Rowniez w tym
wypadku rozwazano wytacznie gry z wyptatg dyskontowang. Efektem braku teorii dla gier tego typu
dla innych kryteriow optymalnosci byt réwniez brak prac dotyczacych zastosowan gier stochastycz-
nych z continuum graczy w dziedzinach nie zwiazanych z ekonomia (gdzie wyptata dyskontowana
pojawia sie w naturalny sposob), np. w naukach inzynierskich, gdzie modele teoriogrowe stosowane
sq z powodzeniem od wielu lat (por. [7, 39]).

Trzy z artykuléw skladajacych sie na moje osiagniecie naukowe — prace [H1], [H2] i [H5] — dotycza
gier stochastycznych z continuum graczy z czasem dyskretnym. Moim gtéwnym celem w pracy nad
grami tego typu byto uogélnienie istniejacych wynikow na gry z wyptatami innymi niz dyskontowane:
srednig wyptatg na jednostke czasu oraz wyptatg catkowita, liczong od pojawienia sie gracza w grze
(,urodzin”) do jego znikniecia z gry (,$mierci’). Prace [H2] i [H5] zawieraja rezultaty dotyczace ist-
nienia rownowagi stacjonarnej w grach tego typu oraz jakosci aproksymacji rozwigzan w grach z duza
skonczong liczba graczy przy pomocy réwnowag w ich odpowiedniku z continuum graczy. Omawiam
je w podrozdziale 4.2. W pracy [H1] rozwazam przykiad zastosowania gier tego rodzaju w teleko-
munikacji do problemu automatycznego sterowania moca w urzadzeniach mobilnych. Szczegbétowo
omawiam go w podrozdziale 4.4.1.

Pozostata cze$¢ wynikéw sktadajacych sie na moje osiagniecie naukowe (prace [H3] i [H4]) dotyczy
modeli gier dynamicznych z continuum graczy taczacych pewne cechy gier rézniczkowych i gier



z czasem dyskretnym. W modelach takich, wprowadzonych do literatury przez Gomesa, Mohr i
Souze w pracy [25] i rozwijanych pézniej m.in. w [6, 15, 21], kazdy z graczy kontroluje tancuch
Markowa z czasem ciagltym swoich stanéw, podejmujac decyzje wylacznie w momentach zmiany
stanu. W efekcie momenty, w ktérych dowolny gracz podejmuje decyzje, sa dyskretne (jakkolwiek
nieréwno roztozone w czasie), ale sposéb, w jaki zmienia sie rozktad indywidualnych stanéw graczy
w caltej populacji, opisywany jest przez uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych. Moje wyniki
dotyczace gier tego rodzaju obejmuja zar6wno teorie, jak i zastosowania. Praca [H4] dotyczy gier
tego typu z wyptata catkowity i zawiera twierdzenia o istnieniu réwnowagi oraz o warunkach, dla
ktorych rozwiazania gier tego rodzaju z continuum graczy sa przyblizonymi rozwigzaniami gier z
duza skonczona liczba graczy. Omawiam je w podrozdziale 4.3. Praca [H3] dotyczy zastosowania
gier tego typu do modelowania systemu kolejkowego typu M/M/oco z kosztem obstugi dzielonym
pomiedzy uzytkownikow. Jej zawartos¢ omawiam w podrozdziale 4.4.2.

4.2  Gry z czasem dyskretnym (prace [H2,H5])

4.2.1 Model

Gra stochastyczna z continuum graczy z czasem dyskretnym opisywana jest za pomoca nastepujacych
obiektow:

e Kazdy z continuum graczy ma swoj stan prywatny s¢ (gdzie a € [0, 1] oznacza indeks gracza, a
t €{0,1,2,...}, etap gry), zmieniajacy sie w czasie. Zbiér stanéw prywatnych S jest identyczny
dla wszystkich graczy i nie zmienia sie w czasie. Zaktadamy, ze S jest przestrzenig metryczna
zwartg.

e Rozktad prawdopodobiefistwa y; na o-ciele zbioréw borelowskich! S, B(S) nazywamy stanem
globalnym gry na etapie t. Miara u; opisuje rozktad stanéw prywatnych wérod graczy w chwili
t. Zaktadamy, ze na dowolnym etapie gry kazdy z graczy zna swéj stan prywatny oraz stan
globalny gry oraz ze jego wiedza o stanach prywatnych pozostalych graczy ogranicza sie do
stanu globalnego.

e 7Zbior akcji dostepnych dla dowolnego gracza, jesli jego stan prywatny jest réwny s, a stan
globalny gry jest rowny p jest réwny A(s,u), gdzie A : S x A(S) — A jest multifunkcja
o wartosciach niepustych, a jej zbiér wartosci, A, jest przestrzenia metryczna zwarta. Akcje
gracza o w chwili ¢ oznaczamy przez ay'.

Na dowolnym etapie gry 7, € A(S x A) oznaczaé bedzie rozktad par: stan prywatny-akcja wsroéd
graczy.

e Jednokrokowa wyptata dowolnego gracza a w chwili ¢ obliczana jest jako warto$¢ funkcji wyplaty
r:SxAxASxA) — R, r(s} a, 7y). Zakladamy, ze r jest funkcja borelowsko mierzalna i
ograniczona.

e Ciag stanéw prywatnych gracza «a, (s§,s{,...) tworzy tancuch Markowa z prawdopodobien-
stwami przejscia:

P{sy, € Bls}'} = Q(B|s;,ay, 1) dla B € B(S5).

Zaktadamy, ze Q) : S x A X A(S x A) — A(S) jest takie samo dla kazdego gracza oraz ze
Q(B|-, -, 7) jest funkcja borelowsko mierzalng dla dowolnych B € B(S)i7 € A(S x A).

Dla dowolnej chwili ¢ € {0, 1, ...} stan globalny w chwili ¢ + 1 obliczamy zatem ze wzoru

pir1 = P(-|7) = /SXAQ("S,(I,Tt)Tt(dS x da).

Oznacza to, ze ewolucja stanu globalnego jest deterministyczna.

!Dla dowolnego zbioru X zbiér miar probabilistycznych na (X, B(X)) oznaczaé bedziemy przez A(X).



Gra rozgrywana jest w nastepujacy sposob: Na dowolnym etapie t = 0,1, ... kazdy z graczy nie-
zaleznie od pozostalych wybiera akcje ze zbioru akcji dostepnych dla niego w danej chwili, znajac
ponadto swéj aktualny stan prywatny oraz stan globalny gry. Na bazie wybranych akcji gracze
otrzymujg swoje wyptaty jednokrokowe, a tancuchy indywidualnych graczy przechodza do kolejnych
stanow. Po agregacji tych nowych stanéw otrzymujemy stan globalny gry na etapie ¢ + 1, ktory
jest przekazywany graczom. Zaktadamy, ze na dowolnym etapie gracze podejmuja swoje decyzje,
stosujac strategie stacjonarne® zdefiniowane nastepujaco: Strategia stacjonarng nazywamy dowolng
funkcje f: S x A(S) — A(A), taka ze f(B]-, u) jest borelowsko mierzalna dla dowolnych B € B(A)
oraz u € A(S), speliajaca ponadto f(A(s,p)|s, ) = 1 dla dowolnych s € S i pu € A(S). Tak
zdefiniowana strategia uzywana jest przez gracza w nastepujacy sposob: za kazdym razem, gdy jego
stan prywatny jest réwny s, a stan globalny gry to u, akcja, jaka wybiera, losowana jest zgodnie
z rozktadem f(-|s, ). Zbiér wszystkich strategii stacjonarnych oznaczamy przez F. W kilku sytu-
acjach bedziemy tez dopuszczali stosowanie przez graczy strategii bedacych dyskretnymi rozktadami
prawdopodobienstwa na zbiorze strategii stacjonarnych. W strategiach tego typu, podobnie jak w
przypadku strategii mieszanych w grach w postaci ekstensywnej, randomizacja nastepuje jeden raz,
na poczatku gry, a w dalszej rozgrywce gracze stosuja strategie stacjonarne wylosowane na poczatku.
Zbidr strategii tego typu bedziemy oznaczaé przez F*.

Celem graczy, podobnie jak w markowskich procesach decyzyjnych oraz grach stochastycznych, jest
maksymalizacja pewnej zagregowanej wyptaty obliczanej na podstawie calego przebiegu gry. Dwa
sposoby liczenia indywidualnej uzytecznosci, ktére bedziemy wykorzystywac, definiujemy ponizej.
Rozwazmy gracza o uzywajacego strategii stacjonarnej f przeciwko pozostalym graczom uzywa-
jacym strategii stacjonarnej g. Na mocy twierdzenia Ionescu-Tulcea (por. rozdziat 7 w [11]) dla
dowolnego rozktadu poczatkowego stanéw prywatnych gracza a, pf oraz dowolnego rozktadu poczat-
kowych stanéw prywatnych pozostatych graczy i, istnieje okreslona w sposéb jednoznaczny miara
probabilistyczna okreslona na o-algebrze generowanej przez zbiory cylindryczne w H := (S x A)>®
(zbiorze historii procesu decyzyjnego gracza «), oznaczana przez PHo+H0@/9 taka ze dla dowol-
nych B € B(S), D € B(A) oraz dowolnej czeSciowej historii procesu decyzyjnego gracza «a, h =
(s§,a8,...,s* 1,08 ,,s) € (Sx A xS =:Hy,teN,

Pr-r0QL9(h e H : & € B) = ul(B),
PHi 0@ 9(h € H : af € DIhS) = f(D|s2),
]P>#6¥7H07Q,f79<h € H:sY., € B|(h,a})) = Q(B|sy,af, 7),

przy czym kolejne rozktady par: stan prywatny-akcja w grze sa definiowane dla dowolnego F €
B(S x A) rekurencyjnie za pomoca wzordw:

TO(E):/Eg(da\s)uo(ds), TtH(E):/Eg(dals)q)(dsh't), t=1,2,.... (1)

Definicja 1 Srednia wyplata na jednostke czasu gracza o uzywagjgcego strategic f € F, gdy pozo-
stali gracze stosujq strategie g € F, a poczatkowe rozklady standw prywatnych gracza o oraz jego
przeciwnikow sg réowne odpowiednio pf @ fi, zdefiniowana jest nastepujgco:

T
EHS(’MO’QJ’Q Z T(Sta Qg Tt)a

J(ug s po, f,g) = liminf
T—o0 =0

T+1

przy czym rozktady 7, t = 0,1, ... zdefiniowane sq¢ za pomocq réwnosci (1).

2W przypadku gier stochastycznych jest ogélnie wiadome, Ze ograniczenie strategii stosowanych przez graczy do zbioru
strategii stacjonarnych dla gier z wyplatami dyskontowanymi oraz gier ze $rednimi wyplatami na jednostke czasu nie
jest istotnym ograniczeniem w tym sensie, ze w sytuacji, gdy wszyscy gracze poza jednym stosuja strategie stacjonarne,
najlepsza odpowiedzia tego jednego gracza jest réwniez uzywanie strategii stacjonarnych. W oczywisty sposéb jest to
prawda rowniez dla gier stochastycznych z continuum graczy. Wyplata catkowita, ktéra bedziemy wykorzystywaé w czesci
naszych wynikow, jest zdefiniowana w taki sposéb, ze mozna ja traktowaé jako wyplate w modelu ze wspoélczynnikiem
dyskonta zaleznym od stanu. Dla takich gier ograniczenie si¢ do strategii stacjonarnych réwniez nie bedzie miato istotnych
negatywnych konsekwencji.



Aby zdefiniowaé wyptate catkowity, uzupelniamy zbior stanow prywatnych graczy o stan s*, oznacza-
jacy .Smier¢” gracza. Zakladamy przy tym, ze w stanie s* dostepna jest (niezaleznie od aktualnego
stanu globalnego gry) tylko jedna akcja a*.

Definicja 2 Wyptata catkowita gracza o uzywajgcego strategiv f € F, gdy pozostali gracze stosujq
strategie g € F, rozklad stanow prywatnych gracza o w momencie jego przystgpienia do gry wynosi
ug, a poczgtkowy rozktad stanow prywatnych przeciwnikow gracza o jest rowny pg, zdefiniowana jest

nastepujgco:
To—1

TN (UG po, frg) = EFORODLS N (s, ap,7y),
t=0

gdzie T oznacza czas pierwszego dojscia procesu stanow prywatnych gracza o do stanu s*, a rozktady
T, t=0,1,... zdefiniowane sqg za pomocg réwnosci (1).

Tak zdefiniowang wyptate interpretujemy jako sume jednokrokowych wyptat gracza od jego ,naro-
dzin” (czyli przejscia jego stanu prywatnego ze stanu s* do dowolnego s € 5) do jego ,$mierci” (czyli
powrotu do stanu s*).

Rozwigzanie dla tak zdefiniowanych gier, ktérego istnieniem jesteSmy zainteresowani, rézni sie nie-
znacznie od standardowo stosowanej w teorii gier niekooperacyjnych (a wiec takze w teorii gier
stochastycznych) réwnowagi Nasha.

Definicja 3 Strategia stacjonarna f oraz stan globalny p s¢ w rownowadze stacjonarnej w grze
stochastycznej z continuum graczy ze Srednig wyptatag na jednostke czasu, jesli dla dowolnej innej
strategii stacjonarnej g € F,

(s o F) 2 T (s 19, f)

oraz T, zdefiniowane dla n = 0,1,... przy pomocy réownan (1) z o = p i g = [ spetnia (1,)s = p
dla dowolnego n € {0,1,...}.

Ostabiony zostaje zatem warunek indywidualnej optymalnosci definiujacy standardowo rownowage
Nasha. W przypadku réwnowagi stacjonarnej wystarczy, ze bedzie on spetniony, jesli stan globalny
gry jest niezemienniczy w czasie i réwny p.

W przypadku gier z wyptata catkowita powyzsza definicja jest modyfikowana w nastepujacy sposob:

Definicja 4 Strategia stacjonarna f oraz stan globalny p s¢ w rownowadze stacjonarnej w grze
stochastycznej z continuum graczy z wyptata catkowita, jesli:

(a) dla dowolnej innej strategii stacjonarnej g € F,

J(ps s £, ) = T(ps s 9, ),

dla p = Q(Is",a*,7(f,p)) oraz 7(f, u)(E) = J;; f(dals)u(ds) dla E € B(S x A),

(b) T, zdefiniowane dlan =0,1,... przy pomocy réwnan (1) z g = p i g = f spetnia (1,,)s = p dla
dowolnego n € {0,1,...}.

Tak zdefiniowana rownowage interpretujemy nastepujaco: Dowolny gracz dotaczajacy do gry na do-
wolnym jej etapie maksymalizuje swoja wyptate od narodzin do $mierci, przy czym rozktad jego
stanu prywatnego w chwili narodzin odpowiada rozktadowi stanéw prywatnych graczy, ktérzy prze-
chodzg ze stanu s* do dowolnego innego stanu zgodnie z prawdopodobienstwem przejscia ). Warto
tutaj dodaé, ze gry z continuum graczy z tak zdefiniowang funkcja wyptaty mozemy traktowac jako
odpowiednik znanych z literatury stochastycznych gier wielogeneracyjnych, por. [44, 3, 43].



4.2.2 Istnienie r6bwnowagi stacjonarnej w grach ze $rednig wyptatg na jednostke czasu

Istnienie réwnowagi stacjonarnej w grach stochastycznych z continuum graczy ze srednig wyptata
na jednostke czasu, podobnie jak w przypadku n-osobowych gier stochastycznych z tym kryterium
optymalnosci, zalezy w zasadniczy sposob od ztozenia pewnych warunkéw gwarantujacych asymp-
totyczna regularnosé srednich wyptat na jednostke czasu graczy. Klasyczny przyktad gry Big Match
Gillette’a [23] pokazuje, ze bez tego typu zalozenn nawet dwuosobowa gra stochastyczna o sumie
zerowej moze nie posiada¢ rownowagi w strategiach stacjonarnych. Wprawdzie pojecie réwnowagi
stacjonarnej w grze z continuum graczy opiera sie na ostabieniu warunkéw definiujacych rownowage
Nasha w strategiach stacjonarnych, ponizszy przyktad, pochodzacy z pracy [H2], pokazuje, ze gra, w
ktorej zbiory stanéw chwilowych i powracajacych w tancuchu Markowa prywatnych stanéw gracza
stosujacego pewna wybrang strategie stacjonarng moga by¢ rézne w zaleznosci od rozktadu stan
prywatny-akcja pozostatych graczy, moze nie posiada¢ rownowagi stacjonarne;j.

Przyktad 1 (Example 3.1 w [H2]) Rozwazmy gre stochastyczng z continuum graczy ze Srednig wy-
platg na jednostke czasu zdefiniowanqg przy pomocy nastepujgcych obiektow:

071 ) . /l. :1
st A= {1 Ll

Jakakolwiek decyzja podemowana jest przez graczy wylgcznie w stanie s = 1, dla uproszczenia zapisu
bedziemy jg zatem oznaczaé przez a. Jednokrokowa funkcja wyplaty dowolnego gracza jest rowna

r(s) =3 —s,

a macierz przejscia procesu stanow prywatnych dowolnego gracza:

1 — a3’ a 3p*
2 2 4
Q(a,7) = % % 0 , gdzie p* = max{0,1 — 471 }.
z 0 1-2

Ponizej pokazemy, Ze tak zdefintowana gra nie posiada rownowagi stacjonarnes.

Zatozmy, ze (f, u*) jest takg réwnowagq. Niech T oznacza rozklad par: stan prywatny-akcja, gdy stan
globalny gry jest rowny p*, a gracze stosujq strategie stacjonarng f. Rozpatrzymy dwa przypadki:

(a) 711 > i: Wtedy p* = 0, a zatem, jesli gracz uzywa akcji 1 z prawdopodobienstwem (3, rozktad
stacjonarny tancucha stanow prywatnych gracza, ktorego poczgtkowy stan byt zmienng losowq o
rozktadzie p*, wynosi [2(“1+“2) 5(”1“2),#;;}, co przektada si¢ na $redniq wyplate na jednostke

’ 298 0 248
czasu rowng,
(4 + B)(p7 + 13) 2 .
=14+ —— )

Jest to funkcja malejgca B, a zatem najlepszq odpowiedzig gracza na strategie f stosowang przez
przeciwntkow jest strategia czysta a = 0. Jesli jednak wszyscy gracze stosujg takg strategie, to
711 = 0, co jest sprzeczne z zatozZeniem, zZe 111 > i.
(b) T1 < i: Wtedy rozklad stacjonarny tancucha stanéw prywatnych gracza uzywajgcego akcji 1 z

prawdop?dobigﬁstwem [FRS [0, 1] jest rowny [ﬁ, %, ﬁ
co daje Sredniq wyplate na jednostke czasu rowng

4+05 ] 1
5+8  5+0
Jest to rosngca funkcja parametru B, a zatem najlepszq odpowiedzig na strategie f stosowang

przez pozostatych graczy jest strategia czysta a = 1. Jesl jest ona stosowana przez wszystkich gra-

czy, rozktad stacjonarny pu* = %, %, % , a w konsekwencyi 71 = %, co jest sprzeczne z zatozeniem,

} (niezaleinie od stanu poczgtkowego),

ze T11 < i



Zatem gra nie posiada rownowagi stacjonarney.

Ponizej przedstawiamy dwa zestawy zalozen, ktore gwarantujg istnienie rOwnowagi stacjonarnej w
grze stochastycznej z continuum graczy ze Srednig wyptata na jednostke czasu. Pierwszy rozpatry-
wany byl w pracy [H2| i dotyczy gier z dyskretnymi zbiorami stanéw i akcji.

Al) Zbiory S i A sa skonczone.

A3
A4

(A1)

(A2) r(s,a,-) jest funkcja ciagta dla dowolnych ustalonych s € S, a € A.

(A3) Q(‘]s,a, ) jest ciagla funkcja 7 € A(S x A) dla dowolnych ustalonych s € S, a € A.
(A4) S jest roztaczna suma zbiorow Sy i S; takich, ze dla dowolnego 7 € A(S x A):
(a)

Dowolny stan prywatny s € Sy jest chwilowy w tancuchu Markowa z prawdopodobienstwem
przejscia

Dsst = Q(S/‘S> f(sa TS)) 7—)
dla dowolnej strategii f € F.

(b) Istnieje strategia f € F, taka ze dowolne stany s,s' € S; komunikuja sie w taficuchu
Markowa z prawdopodobienstwem przejscia

pss’ - Q(S/|S7 7(57 TS)J T)'
(A5) Multifunkcja A(s, -) jest gornie péiciagta dla dowolnego ustalonego s € S.

Drugi zestaw zatozen dotyczy gier z dowolnymi zwartymi zbiorami stanéw i akcji. Poniewaz w za-
tozeniach i wynikach wykorzystujemy dwa rodzaje zbieznosci miar probabilistycznych, bedziemy

stosowaé nastepujace oznaczenia: y, = i dla stabej zbieznoéci® oraz p,, — p dla mocnej zbieznodci®.

(B1) r jest funkcja ciagta.

(B2) Dla dowolnego ciagu {sp, a,, 7} C S x Ax A(S x A), takiego ze s,, — s, a, — a oraz 7, = T,
Q(|Sn, an, ™) = Q(:]s,a, 7). Ponadto, dla dowolnego ustalonego s € S oraz dowolnego ciagu
{an, T} T A X A(S x A) takiego ze a, — a i1, = 7, Q(:|s, an, 7)) — Q(:|s,a,7).

(B3) Istnieja stata v > 0 oraz miara probabilistyczna P € A(S) takie ze
Q(Dls,a,7) > vP(D)

dla dowolnych s € S, a € A, 7 € A(S x A) oraz D € B(S).
(B4) Multifunkcja A jest ciggta®.

3Méwimy, ze ciag miar probabilistycznych na (X, D), ., zbiega stabo do miary u, jesli f + V(@) i (da) f x U
dla dowolnej ciaglej i ograniczonej funkcji v : X — R. Wiadomo, ze w przypadku zwartej przestrzem metryczneJ X
A(X) z topologia stabej zbieznosci jest réwnieZ zwarta i metryzowalna (por. Prop. 7.22 w [11]). Metryka definiujaca slab@
zbieznosé na A(X) moze by¢ zdefiniowana na wiele sposobéw. Poniewaz w naszych rozwazaniach kilkakrotnie odwolujemy
sie bezposrednio do takiej metryki, wybraliSmy jedna konkretna, ktorej bedziemy uzywali w przypadku slabej zbieznosci
miar probabilistycznych (por. Theorem 11.3.3 w [18]):
Aollaz <1}

px (11, pi2) Sup{‘/ pi2)(dz)

gdzie p1, 2 € A(X) oraz || - ||pr jest metryka zdefiniowana na zbiorze ograniczonych funkcji lipschitzowskich z X w R

wzorem 1f(@) = f)l

[fllBL = Iflloe +11fllz, gdzie |[fl[z = sup
z#yY

4Méwimy, ze ciag miar probabilistycznych na (X, D) p, zbiega mocno do miary u, jesli p,(D) — u(D) dla kazdego
D eD.
SPrzy zalozeniu, ze na zbiorze A(S) uzywamy topologii stabej zbieznogci.
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Prawdziwe sa nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 1 (Theorem 3.1 w [H2]) Dowolna gra stochastyczna z continuum graczy ze Srednig
wyplatq na jednostke czasu spelniajgca zaltozenia (A1-A5) ma réwnowage stacjonarng.

W dowodzie rozwazamy markowski proces decyzyjny M (7) pojedynczego gracza maksymalizujacego
swoja Srednig wyptate na jednostke czasu przy zatozeniu, ze rozklad par: stan prywatny-akcja w grze
nie zmienia sie w czasie i jest rowny 7. Na mocy zatozenia (A4), optymalna wyplata w procesie M (1)
jest niezalezna od stanu poczatkowego procesu (czyli w tym wypadku stanu prywatnego gracza).
Oznaczamy ja przez G(7). W sposob elementarny mozemy pokazaé, ze G jest ciagla funkcja 7.
Funkcje G wykorzystujemy nastepnie do zdefiniowania multifunkcji U argumentu 7 € A(S x A).
Niech:

B(r) := {pEASxA SN par(s,a, 1) = G()}

seS acA

C(r) = {peA5xA zpsa—zzws',bn)pyb}?

acA s'€5 beA
U(r) := B(t)NC(7).
A(S x A) jest oczywiscie zwartym wypukltym podzbiorem liniowo-topologicznej przestrzeni Haus-
dorffa. Odwzorowanie ¥ ma niepuste wypukte wartosci (miara okupacyjna odpowiadajaca dowolnej
strategii optymalnej w modelu M(7) bedzie elementem W(7), wypuktos¢ jest trywialna). Domknie-
tos¢ wykresu W wynika z ciagtosci G. Na mocy twierdzenia Glicksberga o punkcie statym (por. [24])
istnieje zatem 7 € U(7*). Po dezintegracji miary 7 otrzymujemy strategie stacjonarna f* i rozktad
p* € A(S) w réownowadze stacjonarne;.

Drugie twierdzenie dotyczy przypadku ze zwartymi przestrzeniami standéw prywatnych i akcji graczy.

Twierdzenie 2 (Theorem 1 w [H5]) Dowolna gra stochastyczna z continuum graczy ze Srednig wy-
platq na jednostke czasu spelniajgca zatozenia (B1-B4) ma rownowage stacjonarng.

Jak w przypadku Twierdzenia 1, dowod oparty jest na zastosowaniu twierdzenia Glicksberga o
punkcie stalym do odpowiednio zdefiniowanej multifunkcji argumentu 7 € A(S x A). Niech:

O(r) := {p €EA(SxA):ps() = /SXAQ(-|s,a,7')p(ds X da) oraz / p(ds x da) = 1} :

I(A(,7s))

U(r) = {p € 0O(7): /SXAT‘(S,CL,T)p(dS x da) > /

r(s,a,7)o(ds x da) dla kazdego o € @(7’)} .
SxA

Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, musimy udowodni¢, ze wartosci W sa niepuste
i wypukte, oraz ze wykres W jest domkniety w topologii stabej zbieznosci. Niepusto$é¢ i wypuktosé
wartosci mozna pokazac¢ elementarnie, podobnie domknietos¢ wykresu ©. Gtéwna trudnoscia w do-
wodzie Twierdzenia 2 jest udowodnienie domknietosci wykresu ¥. W tym celu:

(a) Zauwazamy, ze dla dowolnego ¢ > 0 da sie skonstruowaé skoriczony zbiér funkcji mierzalnych
aff S — A(i=1,...,K"), takich ze dla dowolnych s € S, u € A(S), zbiér wartosci tych
funkcji w punkcie s, {a/'(s),i =1,..., K*}, jest e-siecig zbioru A(s, u).

(b) Pokazujemy, ze dla dowolnego ciagu n, elementow A(S x A) stabo zbieznego do pewnego n €
A(S x A) oraz dowolnej funkcji® f: S — A(A), takiej ze dla kazdego s € S, f(s) € A(s,ns), da
sie skonstruowaé ciag strategii f,, : S — A(S) o nastepujacych wlasnosciach:

SW dalszej czeéci wywodu bedziemy ja nazywaé strategia, choé¢ formalnie strategia w grze stochastycznej z continuum
graczy powinna okresla¢, w jaki sposéb akcje powinny byé¢ wybierane dla dowolnego stanu globalnego.



e Dla kazdego n, f,(s) € A(s, (n,)s) dla s € S.

e Dla kazdego n, wartosci strategii f,, sa skupione wytacznie na wykresach funkcji «

1 =1,..., K* zdefiniowanych dla € = %

e Dla dowolnego s € S, fu(:|s) = f(:|s), gdy n — 0.

(mm)s

7 )

e Rozklad niezmienniczy tancucha standéw prywatnych gracza odpowiadajacy strategii f,,
gdy rozklad par: stan prywatny-akcja wsrod pozostatych graczy jest réwny n,, py, n,. zbiega
mocno do py,,, rozkladu niezmienniczego odpowiadajgcego strategii f i rozktadowi 7, gdy
n — oo.

(c) Te wlasno$¢ wykorzystujemy nastepnie do udowodnienia, ze wykres W jest domkniety w naste-
pujacy sposéb: Zalézmy nie wprost, ze nie jest, czyli, ze istnieja 7,,m, € A(S x A), takie ze
N = N, Tn, = T oraz n, € V(r,), ale n € ¥(7). Poniewaz z domknietosci wykresu ©, n € (1),
musza istnie¢ o € O(1) oraz ¢ > 0, dla ktérych

/SXAT(S,CL,T)O'(CZS x da) > /SXAT<S,CL,7')T]<dS X da) + €. (2)
o mozna zdezintegrowa¢, otrzymujac strategie f, oraz rozklad niezmienniczy p; .. Na mocy
wilasnosci (b) mozemy je przyblizy¢ ciagami strategii f, takich ze f2(:|s) € A(s, (1,)s) dlas € S
oraz odpowiadajgcych im rozktadéw niezmienniczych pyn - . Zauwazamy jednak, ze dla kazdego
n miara o, € A(S x A) zdefiniowana dla D € B(S x A) wzorem o0,(D) := [, fX(da|s)psr -, (ds)
jest elementem ©(7,), a zatem mamy

4 )onlds x da) < [ (s, a,7)n.(ds x da),
/SXAT‘(SCLT)O'(SX a) SXAT(saT)n(sx a)

co po przejsciu z n do granicy prowadzi do sprzecznosci z nieréwnoscia (2).

Po zastosowaniu twierdzenia Glicksberga do odwzorowania ¥ otrzymujemy punkt staty 7%, ktory po
zdezintegrowaniu daje strategie f* i stan globalny u* w rownowadze stacjonarnej w grze z continuum
graczy.

4.2.3 Istnienie r6wnowagi stacjonarnej w grach z wyplatg catkowita

Gry z wyplata catkowity rozwazaliSmy wytacznie w przypadku, gdy zbiory stanéw prywatnych i
akcji graczy sa skonczone. Dla takiej sytuacji wigkszos¢ zalozen jest taka sama, jak w przypadku
gier ze $rednig wyptata na jednostke czasu. Dodatkowe zalozenie (A6) gwarantuje, ze oczekiwana
wyptata catkowita dowolnego gracza bedzie ograniczona:

(A6) Istnieje py > 0, takie ze dla dowolnego ustalonego rozktadu par: stan prywatny-akcja 7, oraz
dowolnej strategii stacjonarnej f, prawdopodobienstwo przejscia z dowolnego stanu s € S\ {s*}
do s* w |S| — 1 krokach w tanicuchu Markowa z prawdopodobienistwem przejscia

Pss' = Q(S/|S’ f(S, TS)? T)

jest nie mniejsze niz py.

Twierdzenie 3 (Theorem 4.1 w [H2]) Dowolna gra stochastyczna z continuum graczy z wyplatq
catkowitq spetniajgca zatozenia (A1-A3), (A5-A6) ma réwnowage stacjonarng.

Podobnie jak w przypadku dowodu Twierdzenia 1, w dowodzie powyzszego twierdzenia rozwaza-
my markowski proces decyzyjny M(7) pojedynczego gracza, w tym wypadku maksymalizujacego
wyptate catkowita przy zatozeniu, ze rozktad par: stan prywatny-akcja w grze nie zmienia si¢ w
czasie 1 jest rowny 7. Dodatkowo zaktadamy, ze po pierwszym przejsciu procesu do stanu s* proces



pozostaje juz na zawsze w tym stanie. Zalozenie (A6) gwarantuje, ze funkcja wyplaty gracza w
takim modelu J7(f, po) jest funkcja ciagta 7, rozktadu poczatkowego stanéw prywatnych g oraz
strategii stacjonarnej gracza f. Niech G(7) oznacza optymalng wyplate w modelu M(7) przy za-
lozeniu, ze poczatkowy stan prywatny gracza pochodzi z rozktadu Q(:|s*,a*, 7). Podobnie jak w
przypadku modelu ze érednia wypltata na jednostke czasu definiujemy przy jej pomocy multifunkcje
U A(Sx A) — A(S x A), ktorej dowolny punkt staty bedzie odpowiadal réwnowadze stacjonarnej
w grze:

B(r): = {neA(SxA):3f1e Fvse S, <Z?75a>0:>f(577-5):773‘1>
acA 2 acA sa

oraz J (f",Q(:|s*,a*, 7)) = G(7) ¢,

U( ) {TI S A S X A Z Nsa = Z ZQ(5’8/7b7 T)ns’b} )

a€A s'eSbeA

U(r) = B(r)nC(7).
Niepustosé¢ wartosci ¥ uzasadniamy podobnie jak w przypadku operatora U w dowodzie Twierdzenia
1. Domknieto$é wykresu odwzorowania U pokazujemy, korzystajac z ciagtoéci J7. Nastepnie, korzy-
stajac z elementarnego twierdzenia odnowy (por. Theorem 3.3.4 w [52]) przeksztalcamy warunek
definiujacy B(7) do postaci liniowej, co natychmiast daje nam wypuktoéé wartosci U. Operator ¥
ma zatem punkt staly 7° na mocy twierdzenia Glicksberga. Po zdezintegrowaniu 7* otrzymujemy
strategie stacjonarng f* i stan globalny p* w réwnowadze stacjonarnej.

4.2.4 Zwigzek z grami n-osobowymi

Jak zdazyliSmy juz wspomnie¢ we wstepie, jedno z podstawowych pytan zadawanych w literaturze
dotyczacej gier dynamicznych z continuum graczy dotyczy tego, czy znajomo$é¢ rownowag w grach
z continuum graczy umozliwia efektywng gre w odpowiednikach tych gier z duzg skonczong liczbg
graczy. Ponizej przedstawiamy zestaw twierdzen (oraz jeden przyklad), ktére probuja odpowiedzieé
na to pytanie. Dla ich sformulowania musimy zdefiniowa¢, jak zdefiniowane sg gry n-osobowe, ktére
uwazamy za odpowiedniki gier z continuum graczy.

Definicja 5 n-osobowgq gre stochastyczng nazywamy n-osobowym odpowiednikiem gry z continuum
graczy, jesli:

o Jej przestrzen stanow jest rowna S™, a zbior akcji dowolnego gracza jest rowny A. Zbior akcji

dostepnych dla gracza i w stanie s = (s',...,s") jest réwny A’ (3) := A (sZ 1 iy 0s )

o Wyplata jednokrokowa gracza i, ri : S"x A" — R, i=1,...,n, jest zdefiniowana dla dowolnych

s5=(s,...;s") ia=(a',...,a") wzorem

n =

. o1&
r(s,a) :=r (sz,al, — Z&y‘,w’)) :
j=1

e Prawdopodobieristwo przejscia @, : S™ x A" — A(S™) jest zdefiniowane dla dowolnych s € S™

ia € A" przy pomocy wzoru (dla uproszczenia zapisu definicjie podajemy tylko dla iloczynow
kartezjanskich zbioréw borelowskich, co w oczywisty sposéb generuje miare na S™):

Qn(le...xB |3, a)

1 n
= (Bl|s al 2553 i ) .Q (Bn|s”,a”,nz5(sj,aj)> .
=1
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o Zbidr strategii stacjonarnych gracza i oznaczamy przez F.. Bedziemy takze stosowaé oznaczenie
Fn=FL x ... x F". Jak w przypadku gier z continuum graczy, w szczegdlnych przypadkach
bedziemy dopuszczaé takze stosowanie strategii bedgcych dyskretnymi rozktadami prawdopodo-
bienstwa na zbiorach F.. W takim wypadku bedziemy uzywali oznaczeri F* na 2biér takich
strategit oraz F;; na zbior wektorow strategii tego typu.

e Podobnie jak w przypadku gier z continuum graczy gracze maksymalizujg sredniq wyplate na
jednostke czasu lub wyplate catkowitq, ktore zdefiniowane sq dla dowolnych wektoréw S, =
(83,...,88) € S™ (stan poczgtkowy), f = (f',..., f") € F, (wektor strategii graczy) nastepujg-
co:

J: (50, f) == hm inf T ESO’Q"’fZT (51, ar),

T—=o0 t=0

Ti o1
7 (30, f) = = E5o:Qn.f Z (51, ar),

gdzie T' oznacza czas pierwszego dojscia procesu stanéw prywatnych gracza i do stanu s*.

Naszym celem jest udowodnienie, ze strategie w réwnowadze stacjonarnej w grze z continuum graczy
mogg postuzy¢ do skonstruowania strategii, ktore sa w przyblizeniu w réwnowadze w ich n-osobowych
odpowiednikach. Ponizej formalizujemy, w jaki sposob takie przyblizone rownowagi beda definiowane:

Definicja 6 Mdéwimy, ze wektor strategii f € F, jest w e-réwnowadze Nasha w strategiach sta-

cjonarnych w n-osobowej grze stochastycznej ze Sredniq wyplatq na jednostke czasu, jesl spetnia
7

nieréwnosci
T3, 1) = 5.9l — €

dla dowolnych's € S™, g € F!, orazi € {1,...,n}.

Jesli powyisza nierownosé prawdziwa jest jedynie dla wektorow strategii z pewnej klasy G, C F,

(ewent. F), to mowimy, ze [ jest e-réwnowagqe w klasie G, .

Definicja 7 Mdéwimy, ze wektor strategii f € F, oraz rozktad p* € A(S) jest w stabej e-réwnowadze
stacjonarnej w n-osobowej grze stochastycznej z wyptlatq catkowitq, jesl spelnia nieréwnosci

]Ej;(?) ?) 2= Ej;(g, [7—179]) —¢
dla dowolnych g € F¢, orazi € {1,...,n}, jesli stany prywatne s7, j # i sq zmiennymi losowymi
o rozkladzie u*, a s' jest zmienng losowq o rozkladzie Q(-|s*,a*, 7)), przy czym ) jest rozkiadem

empirycznym par: stan prywatny-akcja, gdy stany graczy j # i pochodzq z rozktadu p*, st = 5% a
akcje wybierane sq zgodnie ze strategiami f.

Podobnie definiujemy stabg e-réwnowage stacjonarng w grze ze $rednig wyplatq na jednostke czasu,
przy czym w tym przypadku wszystkie stany prywatne s? sq zmiennymi o rozkladzie p*.

Pierwsze dwa twierdzenia dotycza przypadku ze skonczonymi zbiorami S i A. Bedg one wykorzysty-
wac nastepujace dodatkowe zalozenia:

(A7) Q(-|s,a,7) = Q(-|s,a) dla kazdego s € S, a € A oraz 7 € A(S x A) oraz A(-, ) = A(-) dla
kazdego p € A(S5).

(A8) Dla dowolnej strategii f € F oraz dowolnego ustalonego 7 € A(S x A) tancuch Markowa z
prawdopodobienstwem przejscia

Pss' = Q(S/|S’ f(S, TS)? T)

jest nieokresowy.

"[f_;, g] oznacza wektor f z i-ta wspéhrzedna zamieniong na g.
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Twierdzenie 4 (Theorem 5.1 w [H2]) Zaldimy, zZe (f,u) jest réwnowagq stacjonarng w grze sto-
chastycznej z continuum graczy ze Srednig wyplatq na jednostke czasu spetniajgcg zatozenia (A1-A5)
oraz (A7) lub w grze stochastycznej z continuum graczy z wyplatg catkowitq spetniajgcq zatozenia
(A1-A3) oraz (A5-A7). Wtedy dla kazdego € > 0 istnieje m. € N, takie ze dlan > n. (f,pn), gdzie
f=1(f,....f), jest stabg e-réwnowagq stacjonarng w n-osobowym odpowiedniku tej gry.®

Dowod powyzszego twierdzenia opiera sie na nastepujacym spostrzezeniu: Poniewaz w przypadku
gier spetniajacych zalozenie (A7) ewolucja stanu prywatnego dowolnego gracza nie zalezy w zaden
sposéb od rozktadu par: stan prywatny-akcja wsroéd pozostatych graczy, wiec Srednig wyptate na jed-
nostke czasu gracza i stosujacego strategie g € F przeciwko strategii f € F (strategii w réwnowadze
stacjonarnej) uzywanej przez pozostatych graczy w n-osobowych odpowiednikach gry stochastycznej
z continuum graczy mozna przedstawi¢ jako nastepujaca sume:

X0 X oulgmi(f o g)r(s a,7). (3)

s€SacATeA"(SxA)

o(g) oznacza tutaj miare okupacyjna opisujaca czestotliwosé wystepowania poszczegélnych par: stan
prywatny-akcja w procesie decyzyjnym gracza stosujacego strategie g, A™(S x A) — zbiér rozktadéw
prawdopodobienstwa na S x A o atomach bedgcych wielokrotnoscia %, natomiast m™(f_;,g) — miare
czestosci wystepowania poszczegdlnych wartosci 7 w trakcie trwania gry. Miara o nie zalezy w zaden
sposob od liczby graczy, z kolei miara m”(f_;, g) zbiega stabo do miary skupionej na rozktadzie par:
stan prywatny-akcja, gdy gracze stosuja strategie f, a rozktad standéw prywatny jest rowny u, co
oznacza, ze (3) jest zbiezne do wyplaty w grze z continuum graczy, gdy gracz i stosuje strategie g
przeciw f pozostatych, a stan globalny gry jest rowny u. To oczywiscie wystarcza do udowodnienia
tezy dla gier ze srednig wyptata na jednostke czasu. Dowdd dla gier z wyplata catkowita opiera
sie na wykorzystaniu elementarnego twierdzenia odnowy do zapisania wyptaty catkowitej dowolnego
gracza w tej grze w postaci analogicznej do (3). Do udowodnienia tezy mozna nastepnie zastosowaé
argumenty uzyte w pierwszej czesci dowodu.

Twierdzenie 5 (Theorem 5.2 w [H2]) Dla kazdego ¢ > 0 istnieje n. € N, taki ze dla n > n. n-
osobowy odpowiednik gry stochastycznej z continuum graczy ze sredniq wyplatg na jednostke czasu
spetniajacej zalozenia (A1-A5) oraz (A7-A8) ma symetryczng e-réwnowage Nasha (7™, ..., 7") €
Fr zdefiniowang w nastepujgcy sposdb: jesli (f, ) jest réwnowagq stacjonarng w grze z continuum

graczy, to ™™ ma postac:
" (s) = > uiolfi'(s)],
!

. f(s), jeslisg S, = . . . .
n = ’ . A 9
gdzie f'(s) { £(s), jeslise S f jest strategiq wprowadzong w czesci (b) zalozenia (A4)°, S,
sq klasami ergodycznymi procesu stanéw prywatnych gracza uzywajgcego strategii f1°, a p* jest miarg
probabilistyczng na zbiorze tych klas, okreslajocq wage poszczegolnych klas w rozktadzie ergodycznym
wnasS.

Strategia 7" zdefiniowana w powyzszym twierdzeniu skonstruowana jest w taki sposob, aby roz-
ktad stacjonarny na zbiorze stanéw indywidualnych gracza stosujacego te strategie w n-osobowym
odpowiedniku gry z continuum graczy byt niezalezny od stanu poczatkowego i réwny p. Oznacza

8Formalnie rzecz biorac, f jest funkcja ze zbioru S x A(S) w A, a strategie stacjonarne w n-osobowym odpowiedniku

takiej gry sa funkcjami z S™ w A. Latwo jednak zauwazy¢, ze f zastosowana do rozkladu empirycznego stanéw graczy (jako
drugiego argumentu tej funkcji) jest w rzeczywistosci funkcja wektora stanéw prywatnych wszystkich graczy. Oczywiscie,
gdybys$my chcieli zachowaé precyzje zapisu, powinnismy zdefiniowaé strategie poszczegdlnych graczy odpowiadajace stra-
tegii f i napisaé, ze tak zdefiniowany wektor jest w e-réwnowadze w n-osobowym odpowiedniku gry z continuum graczy.
Tego rodzaju uproszczenie zapisu bedziemy réwniez stosowaé w kolejnych twierdzeniach.

9Mozemy przyjaé, ze nie zalezy ona od T na mocy zalozenia (A7).
00ne réwniez nie zaleza od T na mocy zalozenia (A7).
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to, ze nieréwnosci definiujace e-staba réwnowage (f, i) uzyskang w Twierdzeniu 4 sa dla strategii
f zamienionych na 7" prawdziwe dla dowolnego rozktadu poczatkowego stanéw prywatnych gra-
cza, czyli uktad strategii (7", ..., 7") jest dla dostatecznie duzych wartosci n e-réwnowaga Nasha w
n-osobowym odpowiedniku gry z continuum graczy.

Kolejne wyniki dotycza sytuacji, gdy zbiory S i A sa dowolnymi zbiorami zwartymi. Rowniez tutaj
bedziemy wykorzystywac¢ dodatkowe zatozenia:

(B5) Q(-|s,a,7) = Q(|s,a) dla kazdego s € S, a € A oraz 7 € A(S x A) oraz A(-, ) = A(-) dla
kazdego € A(S).

(B6) Dla dowolnego ciagu {sp, a,, 7} C S x Ax A(S x A), takiego ze s, — s, a, — a oraz 7, = T,

Q(|Sn, an, ) = Q(:|s,a, ).

Kolejne twierdzenie mozemy traktowac¢ jako odpowiednik Twierdzenia 4 dla przypadku ze zwartymi
zbiorami S i A.

Twierdzenie 6 (Theorem 2 w [H5]) Zaldimy, ze (f*,n*) jest réwnowagq stacjonarng w grze sto-
chastycznej z continuum graczy ze $rednig wyplatq na jednostke czasu spetniajgcq zalozenia (B1)
oraz (B3-BG6). Wtedy dla dowolnego € > 0 istnieje n. € N, taki ze dla n > n. wektor strategii
f=1(f ... [ ), gdzie f(-|s,pn) = f*(:|s) jest e-réwnowagq Nasha w n-osobowym odpowiedniku gry z
continuum graczy.

W przypadku gier, w ktérych prawdopodobienstwa przejscia tancuchow Markowa standéw prywatnych
graczy zalezne sa od standéw i akcji pozostalych graczy, rownowaga w grze z continuum graczy nie
musi by¢ dobrym rozwigzaniem przyblizonym dla jej odpowiednikow z duzg skonczong liczba graczy.
Pokazuje to nastepujacy przyktad'!:

Przyktad 2 (Example 2 w [H5]) Rozwazmy gre stochastyczng z continuum graczy ze Srednig wyplatq
na jednostke czasu z S ={0,1} = A oraz:

(2u0 — 1)80 + 2p101,  jeslia =0 i o > §
Q(ls,a,p) = %50 + 264, jeslia =0 i po < 3
20150 + 28164, jeslia =1

r(s, a, 1) = 6s, jeslia =0
K= 1—s, jeslia=1

Mozna pokazaé, Ze f* = o9 oraz rozktad p* = %50 + %(51 s¢ w réownowadze stacjonarnej w powyzisze)
grze.

Zatozmy teraz, Ze wszyscy gracze w n-osobowym odpowiedniku tej gry uzywajq strategii f*. Latwo
zauwazyé, ze w takiej sytuacyi z prawdopodobienstwem 1 wszystkie stany prywatne graczy 0siqgajq
wartosé 0 po skonczonej liczbie etapow gry, niezaleznie od tego, jakie byty ich poczgtkowe wartosci.
Poniewaz jednak stans = (0,...,0) jest stanem pochlaniajgcym, srednia wyplata na jednostke czasu
dowolnego gracza jest rowna 0. Zalozmy nastepnie, Ze jeden z graczy zmienia swojq strategie z f*
na g = 0y. W takiej sytuacyi tancuch Markowa stanow gry rowniez po skoniczonej liczbie etapow gry
zostaje zaabsorbowany w stanie 3 = (0,...,0), ale wyplata gracza stosujgceqgo strategie g jest réwna
1, a zatem wektor zlozony ze strategiv f* nie jest e-rownowagq Nasha w Zadnym z n-osobowych
odpowiednikow gry z continuum graczy dla € < 1.

HWarto tutaj wspomnieé, ze jest to jeden z zaledwie dwéch przykladéw dostepnych w literaturze, dla ktérych réwnowagi
w grze z continuum graczy nie sa dobrymi przyblizeniami rownowag w odpowiadajacych im grach z duza skonczona liczba
graczy. Drugi przyklad mozna znalezé w pracy [13] i jest zasadniczo rézny od naszego.
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Twierdzenie 7 (Theorem 3 w [H5]) Niech dla dowolnego L > 0,

FL = {f € F: f jest stabo ciggla oraz dla dowolnego s € S,
f(:]s,-) jest stabo lipschitzowsko ciggla ze stalg L} .

Niech nastepnie (f*, u*) bedzie rownowagq stacjonarng w grze z continuum graczy ze Srednig wyplatq
na jednostke czasu spetniajgcej zatozenia (B1-BJ). Zatéimy dalej, ze:

(a) Strategia stacjonarna [ zdefiniowana wzorem f(-|s,u) = f*(-|s) dla s € S i p € A(S) jest
elementem F oraz jest stabo lipschitzowsko ciggla ze stalq By jako funkcja s.

(b) Prawdopodobienstwo przejécia Q spetnia*® dla dowolnych s € S, ay,as € A oraz 1,75 € A(SxA)
|Q(|s,a1,71) — Q(:|s, a2, 72) }H|» < Bo(max{da(ar, as), psxa(ri, 72)}).

(c) State By, Bo spetniajq Bo(l+ Bf) < 2.

Wtedy dla kazdego € > 0 oraz L > 0 istnieje n. 1, € N, takie ze dlan > n. 1 wektor strategii, w ktérym
kazdy z graczy uzywa strategii f jest e-réwnowagq Nasha w klasie FL w n-osobowym odpowiedniku
gry stochastycznej z continuum graczy.

Dowody Twierdzen 6 i 7 opieraja sie na rezultacie Boissarda (por. Corollary 2.5 w [12]), pozwa-
lajacym na oszacowanie roznicy wartosci zadanej funkcji ciggtej, ktorej jednym z argumentow jest
rozktad prawdopodobienstwa, w dwoch przypadkach: gdy za ten argument przyjmiemy pewien roz-
ktad, oraz jesli zamiast niego wezmiemy rozktad empiryczny dla k-elementowego wektora zmiennych
pochodzacych z tego rozktadu. Korzystajac z tego wyniku jesteSmy w stanie udowodnié¢, ze wyptaty
w n-osobowych odpowiednikach gry z continuum graczy ze $rednig wyptata na jednostke czasu sg
zbiezne do wyptat w grze z continuum graczy. Wymaga to jednak spelienia dodatkowego warunku:
rozktady brzegowe na S rozkltadéw niezmienniczych dla prawdopodobienstw przej$cia w n-osobowych
odpowiednikach gry z continuum graczy, gdy wszyscy gracze poza co najwyzej jednym uzywaja tej
samej strategii stacjonarnej musza by¢ stabo zbiezne do rozktadu niezmienniczego tancucha pry-
watnych standow gracza w grze z continuum graczy, jesli gracze stosujg te same strategie w obu
modelach!®. Majac tego rodzaju zbieznoéé, jestesmy w stanie udowodnié tezy obu twierdzen.

W przypadku Twierdzenia 6 odpowiednie rozktady niezmiennicze w modelu n-osobowym i w mode-
lu z continuum graczy sa identyczne na mocy zatozenia (B5) (poniewaz przejscia tanicucha stanow
prywatnych dowolnego gracza sg niezalezne od stanéw prywatnych i decyzji pozostatych graczy —
niezaleznie od ich liczby). W przypadku Twierdzenia 7 dla udowodnienia zbieznosci odpowiednich
rozktadéw niezmienniczych w modelach n-osobowych do rozktadu niezmienniczego w grze z continu-
um graczy musimy pokazaé, ze miara niezmiennicza procesu stanow prywatnych gracza stosujacego
dowolng strategic g € F* przeciw f € F¥ w grze z continuum graczy nie jest zalezna od poczat-
kowego rozkladu par: stan prywatny-akcja w grze (w ogdlnosci nie jest to prawdziwe — nie jest tak
np. w grze rozwazanej w przyktadzie 2). Robimy to, pokazujac, ze operator My : A(S) — A(S)
zdefiniowany wzorem

Mg(pe) :== prucrp, gdzie H(f, ) / f(dal|s)u(ds) dla D € B(S x A)

spelnia zalozenia twierdzenia Banacha o punkcie stalym. Otrzymany punkt staly ps¢ jest jedyna
miarg niezmiennicza procesu standéw prywatnych gracza, gdy wszyscy stosujg strategie f. Jedynosé

1244 w ponizszej nieréwnodci oznacza metryke na zbiorze A, natomiast || - ||, oznacza norme definiowana na zbiorze
skonczonych miar znakowanych na (S, B(S)) wzorem

v = Ssup B)+| inf B)|.
[l BGB(S)M() |B€B(S)'u( )l

13Qczywiscie wymagane sa pewne dodatkowe zalozenia dotyczace ciaglosci strategii stosowanych przez graczy.
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miary niezmienniczej (oznaczanej dalej przez p, ) w ogblnym przypadku (gdy gracz stosuje strategie
g przeciwko f uzywanej przez pozostatych uczestnikow gry) tatwo udowodnié, korzystajac z juz
pokazanej czesci oraz geometrycznej ergodycznosci tancucha wynikajacej z zatozenia (B3).

Nastepnym krokiem dowodu jest zauwazenie, ze dla dowolnego podciggu ciggu rozktadéw brzegowych
na S rozkladéw niezmienniczych w n-osobowych odpowiednikach gier z continuum graczy istnieje
podciag zbiezny. Jesli gra spetnia zatozenia Twierdzenia 7, mozna pokazaé, ze musi on by¢ zbiezny
do odpowiedniej miary p,r. Oznacza to jednak, ze caly cigg jest zbiezny do fi4¢, co daje nam teze.

4.3  Gry semimarkowskie z czasem ciaglym (praca [H4])

4.3.1 Model

Kolejny model, ktéry oméwimy, jest pod wieloma wzgledami podobny do modelu z wyptaty cat-
kowita omawianego w poprzednich rozdziatach, w zwigzku z czym w ponizszym opisie bedziemy
koncentrowali si¢ gtéwnie na elementach je odrozniajacych. Gre semimarkowska z continuum graczy
z czasem cigglym z wyptata catkowity opisujemy przy pomocy nastepujacych obiektow:

e Zbiory stanow prywatnych i akcji S i A sg skonczone. Oba, jak w przypadku gier z wyptata
catkowita z poprzednich rozdziatach, uzupetione sa o elementy s* i a*, oznaczajace ,Smierc¢”
gracza oraz jedyna akcje dostepna w stanie s*.

e Stan globalny gry w chwili ¢, dla odréznienia od modeli z czasem dyskretnym, oznaczaé¢ bedzie-
my przez X;. Jak poprzednio, jest to rozktad prawdopodobienstwa na zbiorze S, méwigcy o tym,
jak duzy odsetek nieskoniczonej populacji graczy znajduje sie w danej chwili w poszczegdlnych
stanach prywatnych.

e Zaktadamy, Ze gra gra rozgrywana jest w czasie ciaglym (¢ > 0) ale stan prywatny dowolnego
gracza o moze zmieniac sie¢ wylacznie w chwilach 7", 17, . . ., przy czym T = 0. Czas pomiedzy
kolejnymi skokami stanu gracza o, 7 = Tj | — Ty, jest zmienng losowg o rozktadzie wykladni-
czym z intensywnoscig A(sre , Xro). Zmienne 7 s dla réznych k i a niezalezne. Zaktadamy,
ze A jest funkcjg o wartodciach dodatnich oraz ze jest lipschitzowska funkcja stanu globalnego
gry.

e Akcje dostepne dla gracza w dowolnej chwili sa, jak poprzednio, zadane przez gornie potciggla

multifunkcje A : S x A(S) — A.

e Skoki wykonywane przez proces standéw prywatnych gracza o opisywane sg przy pomocy praw-
dopodobienstwa przejscia @ : S x A x A(S) — A(S), ktére jest funkcja lipschitzowska stanu
globalnego.

e Jak poprzednio, zaktadamy, ze gracze uzywaja strategii stacjonarnych. Zbior strategii stacjonar-
nych oznaczamy przez F. Przez F; oznaczamy zbidr strategii stacjonarnych deterministycznych.

e Poniewaz stany poszczegdlnych graczy zmieniaja si¢ w roznych momentach, dynamika stanu
globalnego gry opisywana jest przez uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych:

X =Y 3 XIS, X)Q(s|8, Xy a) fuls', Xi) — XPN(s, X)), s€S (4)

s'eSacA

przy czym Xy = zq (gdzie x¢ oznacza poczatkowy stan globalny), a fa(s, X) = [} 1{f%(s,X) =
a} da, gdzie f* € F; oznacza strategie deterministyczna gracza a'*. W literaturze uktad réwnan
(4) nazywany jest zwykle dynamikq Kurtza (por. Theorem 5.3 w [56]).

“4Poniewaz wyniki udowodnione w pracy [H4] dotycza istnienia réwnowagi stacjonarnej w strategiach deterministycznych,
f definiujemy dla takiego przypadku — definicja dla ogélnego przypadku bytaby oczywiscie troche inna.
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o Wyplate catkowity gracza o stosujacego strategie f € F przeciwko strategii g € F pozostatych
graczy obliczamy ze wzoru

ie—1 T

T T ~( .« « i+l a a

T (f, g, o) = Exor0@.9 Z (r(sTia,XTia(g),aTia) + /Ta r(sTia,Xt(g),aTia)dt> Pt 1o,
=0 i

gdzie Tja jest momentem pierwszego powrotu procesu stanéw prywatnych gracza o do stanu
s*, 1o jest rozktadem stanéw prywatnych nowo narodzonych graczy, r : S x A x A(S) — R
jest wyplata biezaca gracza, a 7 : S x A x A(S) — R, wyplata gracza w chwili skoku procesu
jego standéw prywatnych. Zaktadamy, ze r oraz 7 sg takie same dla kazdego gracza oraz ze sg
ciagtymi funkcjami stanu globalnego gry.

o Réwnowage stacjonarng w grze definiujemy podobnie jak w przypadku gier z czasem dyskret-
nym omawianych wczesniej.

4.3.2 Wyniki

Istnienie réwnowagi stacjonarnej w grach tego typu udowodnilismy przy zatozeniach korzystajacych
z pewnych pojeé teorii krat!®.

(C1) Istnieje pg > 0, takie ze dla dowolnego stanu globalnego X i dowolnej strategii f € F praw-
dopodobienstwo przejécia z dowolnego stanu prywatnego s € S\ {s*} do s* w |S| — 1 krokach
w tancuchu Markowa z prawdopodobienstwami przejscia

Psst = Q(SI‘S, f(sa X)a X)
jest nie mniejsze niz po.

(C2) Si A sa podkratami R, przy czym s* = min{S} i ¢* = min{A}. Ponadto (a) dla dowolnych
se€Si1X eA(9), A(s, X) jest podkrata A, (b) A(s, X) jest niemalejaca funkcja (s, X).

(C3) r(s,a,X)1i7(s,a,X) sa nieujemne, niemalejace jako funkcje s oraz supermodularne w (s, a).
Ponadto maja rosnace przyrosty w (s,a) i X.

(C4) Q(-|s,a, X) jest stochastycznie supermodularne w (s, a) oraz stochastycznie niemalejace w s,
a i X. Ponadto ma stochastycznie rosnace przyrosty w (s,a) i X.

(C5) A(s, X) nie zalezy od s oraz jest nierosnaca funkcja X.

Zalozenia tego typu pojawiaja sie w wielu pracach z teorii gier, takze gier dynamicznych (por.
[4, 5, 17, 31, 42, 60, 63, 1]). Opisuja one sytuacje, gdy stany i akcje graczy powiazane sa w taki
sposob, ze duzy stan prywatny gracza powoduje, ze optaca mu sie uzywa¢ duzych akcji. Podobnie,
w sytuacji, gdy stany prywatne pozostalych graczy maja duze wartosci, uzywanie duzych akcji staje
sie bardziej optacalne. Jak sie okazuje, wiele praktycznych zastosowan gier dynamicznych (zaréwno
w ekonomii, jak i w naukach inzynierskich) moze by¢ modelowanych przez gry tego typu.

Twierdzenie 8 (Theorem 1 w [H4]) Semimarkowska gra z continuum graczy z wyplatq catkowitq
spetniajgca zatozenia (C1-C5) ma réwnowage stacjonarng (f*, X*), takq zZe f* € Fq oraz jest funkcjq
niemalejgcq stanu prywatnego gracza v stanu globalnego gry.

15Pojecia te omawiamy pokrétce ponizej.

Moéwimy, ze zbiér X z czedciowym porzadkiem =<x jest kratg, jesli dla dowolnych zi,29 € X istnieja w zbiorze X
elementy x1 V 29 := sup{z1, a2} oraz x1 A xo := inf{z1, 22}. X jest kratq zupelng, jesli kazdy podzbiér X ma kresy gérny
i dolny nalezace do X.

Moéwimy, ze funkcja f: X — R jest supermodularna, jesli f(x1 V x2) + f(x1 Ax2) > f(z1) + f(a2) dla 1,29 € X. Jesli
dodatkowo (Y, =<y ) jest krata, méwimy, ze funkcja g : X x Y — R ma rosnace przyrosty, jesli dla z1,29 € X, 1 <x 22
oraz y1,y2 € Y, y1 Sy Y2 zachodzi g(x2,y2) — g(z1,92) > g(z2,y1) — 9(21,91)-

Wiadomo, ze (R, <) jest krata. Krata jest tez A(R) z relacja stochastycznej dominacji. Za kazdym razem, gdy odwolujemy
sie do wlasnosci kratowych zdefiniowanych przy pomocy tego porzadku, dodajemy na poczatku ,stochastycznie” (piszemy
np. o stochastycznej supermodularnosci, stochastycznie rosnacych przyrostach etc.)

16



Dowod powyzszego twierdzenia sktada sie z kilku krokow:

(a) Zaczynamy od pokazania (przy zastosowaniu standardowych technik uzywanych w teorii gier su-
permodularnych, por. [62] oraz standardowych metod programowania dynamicznego, por. [49]),
ze optymalna wyplata gracza maksymalizujacego wyptate catkowita w grze przy zatozeniu, ze
stan globalny jest staty i rowny X, Vg, zachowuje wtasnosci funkcji r i ¥ zadane zatozeniem
(C3).

(b) Niech B(X,s) oznacza zbiér akcji maksymalizujacych prawa strona réwnania Bellmana dla po-
wyzszego problemu. Niech ponadto B(X,s) := max B(X,s), B(X,s) := min B(X, s). Korzysta-
jac z twierdzenia Topkisa (por. Theorem 2.8.3 w [62]) mozna pokaza¢, ze B i B sa rosnacymi
funkcjami X i (dla dowolnego ustalonego X) s.

(¢) Niech
Fo:={f € Fy: f(s,X) jest niemalejaca wzgl. X oraz dla dow. ustalonego X wzgl. s},

oraz niech X (f, X) i X(f, X) oznaczaja najwigkszy (w sensie dominacji stochastycznej) i naj-
mniejszy rozktad stacjonarny tancucha Markowa stanow indywidualnych gracza stosujacego stra-
tegie f € Fy, jedli stan globalny gry jest staly w czasie i réwny X. Pokazujemy, ze X i X sg
niemalejgcymi funkcjami f i X.

(d) Definiujemy funkcje ¥ : A(S) — A(S) i ¥ : A(S) — A(S) wzorami

U(X):=X(B,X) oraz ¥(X):=X(B,X).

Na mocy juz udowodnionych wtasnosci obie sa niemalejacymi funkcjami z kraty zupetnej A(S)
w siebie. Na mocy twierdzenia Tarskiego o punkcie statym (por. [61]) obie funkcje maja punkty
state, odpowiednio X i X*. Biorac f* = B, p* = X lub f* = B, p* = X* otrzymujemy teze
twierdzenia.

Kolejne twierdzenie prezentuje algorytm, ktéry pozwala na nauczenie si¢ przez graczy strategii beda-
cej w rownowadze stacjonarnej. Jego dowdd jest raczej techniczny, w zwiazku z czym nie omawiamy
g0 ponizej:

Twierdzenie 9 (Theorem 2 w [H4]) Nastepujqcy algorytm.:

Dla dowolnej chwili t > 0 wykonayj:
(a) Kazdy gracz wykonujgcy swdj ruch w chwili t wybiera akcje a; = B(Xy, s).

w grze semimarkowskiej z continuum graczy z wyplatq catkowitq spetniajgcej zalozenia (C1-C5) oraz
(C6) A(s, X) nie zalezy od X.

ma dla xo = o4 nastepujgce wilasnosci:

(a) Dla kaZdego «a, a%i% > afe, i =0,1,...,0¢ — L.

e

(b) X jest rosngcq funkcjg t zbiezng w nieskoriczonosci do pewnego X, takiego Ze (B,X) sq¢ w
rownowadze stacjonarnej w grze.

W pracy udowodniliémy takze twierdzenie dotyczace zwiazku wyptat otrzymywanych przez graczy w

grach semimarkowskich z continuum graczy oraz w ich n-osobowych odpowiednikach, zdefiniowanych
podobnie jak w przypadku gier z czasem dyskretnym (szczegdly definicji pomijamy).
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Twierdzenie 10 (Theorem 3 w [H4|) Niech
Fe=A{fe€F: f(:|s,X) nie zalezy od X}.

Jesli zatozenie (C1) jest spelnione, to dla dowolnego ¢ > 0 istnieje N. € N takie Ze dla n > N,
oczekiwana catkowita wyptata dowolnego gracza o odpowiadajgca strategiv g € F. uzywanej przeciw
f € F. pozostalych graczy w n-osobowym odpowiedniku gry semimarkowskiej z continuum graczy z
wyplate calkowitq rézini sie od jego wyplaty w grze z continuum graczy o co najwyzej €.

Dowdéd twierdzenia opiera si¢ na wykorzystaniu twierdzenia Kurtza (por. Theorem 5.3 w [56]), na
mocy ktérego dla dowolnego przedziatu domknietego trajektorie procesu stanéw globalnych w n-
osobowych odpowiednikach gry z continuum graczy gry, gdy uzywaja oni (poza co najwyzej jednym)
strategii f, sa przy n — oo jednostajnie zbiezne wedtug prawdopodobienstwa do rozwiazania row-
nania (4). Korzystajac z zatozenia (C1) oraz ciagtosci i nieujemnosci funkcji A, mozemy znalezé
skoniczony horyzont czasowy T. w taki sposob, ze oczekiwana wyptata dowolnego gracza po prze-
kroczeniu czasu 7. od urodzenia bedzie odpowiednio matg czescia €. Stosujac twierdzenie Kurtza do
przedziatu [T, T§ + T~ oraz korzystajac z ciagtosci funkeji r i 7, otrzymujemy teze¢ twierdzenia.

Naturalng konsekwencja powyzszego twierdzenia jest nastepujacy fakt:

Whniosek 1 Zalozimy, ze gra semimarkowska z continuum graczy z wyplate catkowitq spetnia za-
tozenia (C1-C6) i weZmy dowolne € > 0. Wtedy dla dostatecznie duzych n (B(X*,-),X") oraz

(B(X",-),X") sq stabymi e-réwnowagami stacjonarnymi w klasie F, w n-osobowych odpowiednikach
gry z continuum graczy.

4.4 Zastosowania gier stochastycznych z continuum graczy w telekomunikacji bez-
przewodowej (prace [H1,H3])

W kolejnej czesci autoreferatu omawiam dwie prace dotyczace zastosowan modeli gier stochastycz-
nych z continuum graczy omoéwionych w poprzednich rozdziatach do modelowania pewnych pro-
blemoéw zwigzanych z telekomunikacja bezprzewodowa. Dowody omawianych wynikéw oparte sa na
szczegbtowej analizie wtasnosci funkeji wyplaty w omawianych modelach (ktére jesteSmy w stanie
w obu przypadkach opisa¢ wzorami) i maja techniczny charakter. W zwiazku z tym nie bede ich
doktadniej omawiac.

4.4.1 Automatyczne sterowanie moca w urzadzeniach mobilnych (praca [H1])

Pierwszy problem mozna w skrécie opisa¢ nastepujaco: Duza populacja telefonow komoérkowych
walczy o dostep do stacji bazowej. Kazdy préobuje przesytu danych w kolejnych jednostkach czasu,
wybierajac moc, z jaka bedzie transmitowa¢. Wybor ten jest istotny z trzech powoddw:

e Wigksza moc oznacza zwigkszenie przesytu wtasnych danych.

e Wieksza moc oznacza zwiekszenie interferencji dla transmisji innych graczy, zmniejszajac wiel-
kos¢ ich przesytu.

e Wigksza moc powoduje szybsze zuzycie energii.

W naszym modelu zaktadamy, ze transmisja konczy sig, gdy bateria zostanie wyczerpana, w zwigzku
z czym kazdy z graczy maksymalizuje swoj przesyt minus koszt energii w przeciggu jednego ,zycia”
baterii.

Poniewaz jest to gra z duza populacja jednakowych graczy, przyblizanie jej przy pomocy gry stocha-
stycznej z continuum graczy wydaje sie mie¢ sens. Gracze maksymalizuja swoje wyptaty w przeciggu
jednego ,zycia” baterii, a zatem stosowac¢ tutaj bedziemy model z wyptaty caltkowitg omdéwiony w
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czeSei 4.2.3 autoreferatu. Stanem prywatnym s’ gracza ¢ jest stan energetyczny jego baterii (czy-

i moc dostepna w danej chwili do poboru). Zakladamy, ze S = {si,s2,..., 8y} U s*, przy czym
81 < 89 < ... < sp. Akcja gracza jest moc, z jakg transmituje. Zaktadamy, ze zbior akcji jest postaci
A = {ay,aq9,...,ax}, przy czym (jak poprzednio) a; < ay < ... < ag. Dodatkowo zakladamy, ze

zbiér akeji dostepnych w stanie s # s* jest postaci
A(s) ={ay,...,a1,} C A,

przy czym dla dowolnych s < s k, < ky. Prawdopodobienstwa przejscia prywatnych lancuchéw
Markowa graczy sa nastepujace:

e Prawdopodobienstwo pozostania w stanie s # s* przez gracza uzywajacego akcji a jest réwne
p(a), gdzie
p(a') :1_05&_7’

a i v sg ustalonymi staltymi dodatnimi.
e 7 pozostaltym prawdopodobienstwem jego stan zmniejsza sie o 1.
Stan s* oznacza, ze bateria gracza jest pusta. W dowolnej chwili gracz z pusta bateriag moze ja
dotadowaé (do pelna, czyli stanu s,,) z prawdopodobienstwem poy .

Jednokrokowa wyptata dla gracza w stanie s uzywajacego akcji a, jesli globalny rozktad par: stan
prywatny-akcja jest réwny 7 mozemy obliczy¢ ze wzoru

a
K M -
o2+ C Zk:1 ap Zm:1 Tmk

r(s,a,p) = Ba,

gdzie C' oznacza wspoélczynnik interferencji, o — moc szumu, a 3 — koszt energii. Pierwsza czesé
uzytecznosci to tzw. signal to interference ratio (SINR) i jest to wielkosé standardowo stosowana
do wyrazania jakosci transmisji bezprzewodowej (por. [48]). Druga cze$¢ to koszt energii zuzytej do
transmisji.

Jak nietrudno zweryfikowa¢, tak opisana gra z continuum graczy z wyplata catkowita spelnia za-
rowno zaltozenia Twierdzenia 3, jak i Twierdzenia 4, a zatem istnienie réwnowagi stacjonarnej w
tej grze oraz mozliwo$é¢ efektywnego przyblizania modeli n-osobowych z duzg liczba graczy przy
pomocy naszego modelu sa zagwarantowane. Naszym celem w pracy [H1| bylo jednak cos wiecej —
po pierwsze znalezienie klasy mozliwie najprostszych (w praktycznej implementacji) strategii, ktora
bedzie zawiera¢ réwnowage w tej grze, po drugie za$ znalezienie efektywnych algorytméw nume-
rycznych szukania strategii w rownowadze. W tym celu definiujemy dwie szczegélne klasy strategii
stacjonarnych:

Dowolne strategie wykorzystujace wytacznie najmniejsze i najwicksze moce dostepne w poszczegol-
nych stanach:

Fon=SfeF I, ....ra €[0,1], f(5m, 1) = rmblaa] + (1 —ri)0lar, J,m=1,..., M, u € A(S)

oraz strategie progowe uzywajace wylacznie najmniejszych i najwiekszych mocy dostepnych w po-
szczegblnych stanach:

dlaq], s < s
Fop=f€F:3°€ 8, 3r€[0,1],Vu € A(S), f(s,1) =4 rd[ar] + (1 —r)d[ar,], s=s"
da,], s> s°

Twierdzenie 11 (Theorem 2 w [H1]) RozwaZana gra zawsze posiada réwnowage stacjonarng (f*, u*)
takg ze f* € Fpp. Ponadto:
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(1) Jest ona jedyna w zbiorze Fy,.

(ii) Jesli

M Uksp,
m=1 qq o T
B <1 (5)
m=1 Qag, PON

to f* = [T, gdzie (s, 1) := Oy, 8 = 51,..-,5m, 1 € A(S).
(iii) Jesli
(a1 +7)(1 = fo?)
M(BCa; — (1 — fBo?))’
to f* = f~, gdzie f~(s,11) == 0qy, S = 51,...,5m, 1t € A(S).

(6)

ﬁ0a1>1—502 1 p0N>

Twierdzenie 12 (Theorem 3 w [H1]) Zalézmy, ze [T ani f~ nie sq strategiami w rédwnowadze
stacjonarnej w rozwazanej grze oraz, ze zbior

Soi={seS:|A®s) > 1}

ma co najmniej dwa elementy. Wtedy istnieje continuum réwnowag stacjonarnych (f*, u*) takich
ze f* € Fn. Ponadto, f* € F,, jest strategigq w rownowadze stacjonarnej wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnia nastepujgce rownanie:

u 1 __ CB(Mpoy +9 S L
ZT’”( >_pON(a—a502+Cﬁv 2

m=1 aay + Y aaksm + 7) m=1 aaks + Y pON

gdzie
rm(aal + ’7)
T + (1 —rp)(cag,, + v)’

a ry spetniajq f*(Sm, ) = rmolar] + (1 —rp)dlag,, | dlam=1,.... M oraz i € A(S).

T'm i —

Kolejne dwa twierdzenia podaja sposoby efektywnego obliczania réwnowag omawianych w poprzed-
nich wynikach:

Twierdzenie 13 (Theorem 4 w [H1]) Zdefiniuyjmy 6 : S x [0,1] —» R

(s°—1)ay rait+(1-r)ak 4 I kg
aar+y r(aai+y)+(1-r)(aax ,+7) s=s"+1 aag,+

s0—1 1
aarty T MG aar g+ T Sems+1 aa, e "

0(s°,7r) ;== 0>+ C

oraz h : Frp — [0, M]
h(f) =M +1 —ind(s°) —

gdzie ind(s) = | <= s = s;. Strategia w réwnowadze stacjonarnej f* € F,, w rozwazanej grze moze
by¢ obliczona przez zastosowanie metody bisekcji do funkcyi

na przedziale [0, M|. Przyblizona warto$é f* bedzie wtedy zadana przez h™(x*), gdzie x* jest (przybli-
Zonym) miejscem zerowym funkcji ¢. Jesli dla kazdego x € [0, M], ¢p(x) < 0, strategig w réwnowadze
jest fT. Jesli natomiast dla kazdego x € [0, M], ¢(x) > 0, strategiq w réwnowadze jest f~.

Twierdzenie 14 (Theorem 5 w [H1])

(i) Niech u bedzie dowolng funkejq liniowg z RN w R. Nastepujgca procedura:
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(a) SprawdZ, czy parametry gry spetniajq (5) lub (6). Jesli spelniajq pierwszy warunek, przyjmij
f* = f7, jesli spetniajq drugi, przyjmij f* := f~. Jesli nie spelniajq Zadnego z powyzszych
warunkow przejdz do (b).

(b) Uzywajgc algorytmu sympleks rozwigz nastepujacy problem programowania liniowego:

)
1 Do fj

1
aay vy a oag, —+ 7) ey Qg+

znajdz maksimum

u(ry
M
przy ograniczeniach Z

glzfm< 1, m=1,..., M,
gdzie o N X
0N
D= @ ~aboT CBY)  pon’ g
(¢) Dlam =1,...,M oblicz r,, := ?m(aaksz’i%?“(sf@_;l))(aalﬂ) oraz f*(Sm, ) = rmdélar] + (1 —
rs)0lak,, |-

daje w wyniku strategie w réwnowadze w rozwazanej grze f* € F,,, takg Ze randomizacja
wystepuje w co najwyze) jednym stanie.

(i1) Jesli weZmiemy

w(T1, ..., Tar) = z_:lGM_m ( L — L )Tm, (8)

aay +v  aag, +7Y

gdzie G > 1 jest dowolng ustalong stalq, to strategia f* otrzymana przy pomocy powyziszej
procedury bedzie jedyng strategiq w réwnowadze w rozwazanej grze nalezgcg do zbioru Foy.

Kolejny omawiany przez nas wynik dotyczy tego, w jaki sposob oblicza¢ strategie stacjonarng z
Fmp, ktora maksymalizuje na zbiorze wszystkich strategii stacjonarnych F srednig wyptate gracza
w rozwazanej grze (mozemy przyjacé, ze taka strategia zostataby wybrana, gdyby wybér odbywat sie
w sposob scentralizowany).

Twierdzenie 15 (Theorem 6 w [H1]) Istnieje strategia [ € Fp, ktéra maksymalizuje Sredniq wy-
plate gracza w rozwazanej grze na zbiorze F. Mozna jg obliczyé, uzywajgc nastepujacej procedury:

(a) Sprawdz, czy parametry gry spetniajq warunek (6). Jesli tak, przyjmij f = f~ i zakoncz. Jesli
nie, przejdz do (b),

(b) Znajdz d maksymalizujgce funkcje

1 M
H(d) = 2 Mpon -+ al —F < a sz)
*+C [amm - a}

na przedziale |YM 1 M } d*

m=1 aag, +v’ aar+y |’

(¢c) Wykonaj kroki (b) i (c¢) procedury z Twierdzenia 14 z D zamienionym na d* oraz u zadanym
przez (8).

W pracy [H1] mozna znalez¢é przyktady poréwnania $rednich wyptat graczy dla kilku zestawéw para-
metréw gry, pokazujace, ze moze si¢ zdarzy¢, ze strategie w réwnowadze sg rézne od tych wybieranych
w spos6b scentralizowany. Trudno jednak przeprowadzi¢ formalna analize (przez obliczanie tzw. ce-
ny anarchii, por. [37], co jest standardowa procedura w przypadku probleméw tego typu) tego, w
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jakim stopniu gracze tracg na samodzielnym podejmowaniu decyzji, poniewaz wyptaty w grze moga
by¢ zaréwno dodatnie, jak i ujemne. W szczegdlnosei wyplaty w réwnowadze stacjonarnej, gdy f+
ani f~ nie sg strategiami w réwnowadze, sg zawsze réwne zero, o czym mowi kolejne twierdzenie.
Daje ono takze informacje o tym, jak przedstawiajg sie inne istotne z praktycznego punktu widzenia
parametry modelu w takiej sytuacji.

Twierdzenie 16 (Theorem 7 w [H1]) Zaldimy, Ze parametry rozwazanej przez nas gry sq takie,
Ze ani f*, ani [~ mie sq strategiami w réwnowadze. Wiedy dla dowolnej réwnowagi stacjonarnej

(f*, u*), takiej ze f* € F:
(i) Oczekiwana wyplata gracza w réwnowadze,
J(Gsps 17, f7, 1) =0,
(ii) Calkowity przesylt danych w dowolnej chwili t, jesli gracze stosujq strategie f*,

gdzie D zdefiniowane jest przy pomocy réwnosci (7).

(ii) Sredni czas #ycia baterii, gdy gracze stosujq strategie f* wynosi T(f*) = D.

4.4.2 Systemy kolejkowe typu M /M /co z kosztem obstugi dzielonym pomiedzy uzyt-
kownikéw (praca [H3])

Drugi problem praktyczny, ktory mozemy opisa¢ jako gre stochastyczng z continuum graczy, rozwa-
zany byl w pracy [H3|. Mozna go opisa¢ nastepujaco: Kilka terminali komoérkowych prébuje uzyskaé
dostep do pewnego zasobu, ktorego jako$¢ zalezy od tego, czy transmisja nie bedzie miata istotnych
opo6znien. Przyktadem takiego zasobu moze by¢ transmisja sportowa na zywo. Problem taki mozemy
opisa¢ przy pomocy systemu kolejkowego typu M/M/oco. Graczami sa terminale komodrkowe, ktore
decyduja, czy ustawic¢ si¢ w kolejce na podstawie obserwowanej przez siebie dtugosci kolejki. Ich wy-
platy liczymy jako warto$¢ ustugi (ktora jest taka sama dla kazdego gracza i réwna ) pomniejszony
o koszt obstugi, ktéry liczymy jako calke z ciaglej nierosnacej® funkeji dtugosci kolejki ¢ : RT — R
od zera do czasu zakonczenia obstugi. Naplyw zgloszen oraz czas obstugi modelujemy jako kolejke
typu M/M /oo ze znanymi intensywnoscia naptywu zgloszen A oraz intensywnoscia obstugi zgloszen
1. W tak opisanym modelu mamy do czynienia z duza skonczong liczbg identycznych graczy, w
zwigzku z czym mozemy go przyblizaé przy pomocy gry z continuum graczy. Poniewaz pojedynczy
gracz uczestniczy w grze wytacznie w okresie swojej obstugi, ktéry jest zmienng losows o rozktadzie
wyktadniczym, gra taka bedzie gra semimarkowska z wyptata catkowita podobna do tych omawia-
nych w rozdziale 4.3. Zauwazmy jednak, ze jedyna decyzja, jaka podejmuje gracz, dotyczy tego, czy
ustawic¢ sie w kolejce, i podejmowana jest zawsze w momencie przystapienia do gry. Pozwala to na
uproszczenie modelu z rozdziatu 4.3:

e Nie rozwazamy stanow prywatnych graczy, a za stan globalny gry w chwili ¢ przyjmujemy
dhugos¢ kolejki X;.

e Zbior akcji gracza jest dwuelementowy A = {E, N}, gdzie E oznacza dotaczenie do kolejki
(ang. entering the queue), a N, nie dotaczanie do kolejki (ang. not entering the queue).

e Gracze podejmujg swoje decyzje obserwujac dtugosé kolejki X;, a zatem strategie stacjonarne
sa funkcjami z Rt w A(A).

167alozenie, ze funkcja kosztu jest nierosnaca jest niestandardowe i wynika z interpretacji modelu — w przypadku trans-
misji na zywo do wielu terminali mozemy przyjac, ze koszt jest dzielony pomiedzy wszystkie terminale, dzieki czemu koszt
przypadajacy na jeden terminal maleje wraz ze wzrostem ich liczby.
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e Ewolucja stanu globalnego gry, gdy gracze poza skoniczona liczba stosuja strategie f € F,
opisana jest odpowiednikiem réwnania (4) postaci

{Xxf) = Ef({E} X)X — pX,(f),Vt > 0

Xo = o,

o Wyplate catkowita gracza pojawiajacego sie w grze w chwili 7§', stosujacego strategie f € F

przeciwko strategii ¢ € F pozostalych graczy mozna obliczyé wprost z nastepujacego wzoru'”:

T (g f.9) = EFUENXa) [ = [0 o

0

gdzie 7' jest czasem obstugi gracza o, czyli zmienng losowa o rozkladzie wyktadniczym z
parametrem pu.

W naszym modelu, w przeciwienistwie do modelu rozwazanego w pracy [H4], szukamy réwnowagi
Nasha w strategiach stacjonarnych, a zatem rezultaty tam udowodnione nie maja tutaj zastosowania.
Najwazniejszym wynikiem pracy [H3| jest twierdzenie charakteryzujace wszystkie réwnowagi Nasha
w strategiach stacjonarnych w omawianym modelu. Korzysta ono z nastepujacej definicji:

Definicja 8 Strategie stacjonarng f € F w rozwazanej grze nazywamy strategia [©, gl-progowa,
jesli jest postaci:

on(:), jesli z < ©
fClz) =19 ¢e(-)+ (1 —q)dn(-), jesliz=0O
op(:), jesli x > ©

Twierdzenie 17 (Theorem 1 w [H3]) Zdefiniugmy © oraz © jako jedyne rozwigzania réwnar

L [ ey L 2wy d
— clu u = - clu u =r.
A—Ouple ” Ou Jo 7

Rozwazana gra ma zawsze symetryczng rownowage Nasha w strategiach stacjonarnych, w ktorej gra-
cze uzywajq strategii [0, q|-progowej. Dodatkowo:

(a) Jesli~y € (0, i lim,, o c(u)] , rownowaga jest jedyna, opisana przez © = oo, czyli w réwnowadze
gracze zawsze dotgczajg do kolegks.
A
(b) Jesli v € (i lim, o c(u)7%f0u c(u) du), wtedy 1stnieje nieskonczenie wiele rownowag, ktorych
forma zalezy od relacji miedzy © i ﬁ

(b1) Jesli © < %, istniejg réwnowagi 5 typéw: © = O i dowolna q > Ou. @ = O*, gdzie OF

3
spetnia c(©*) = wy i ¢ = ?; © = O oraz dowolne q € [0,1]; dowolna © € [@, ﬁ} iq=0;
dowolna © € {@, ﬂ ig=1.
(b2) Jesli © = % wtedy © = O i q € {0,1} lub © = O i q jest dowolng liczbg z przedziatu [0, 1].
(b3) Jesli © > %, wtedy © = © i q jest dowolng liczbg z [0, 1] lub © = ﬁ iq=0.

A

n

(c) Jesli v € {}\ Jo e(u) du, ic(O)), wtedy istnieje nieskonczenie wiele réwnowag trzech typow: z

. . . _ . _ * . * _ . _@*
0c0,0]iq=0;,20¢c(0,8]iqg=1; 20 = 0" spelniajgcqg c(0*) = py i g = ==.

i
(d) Jesli v > ic 0), wtedy réwnowaga jest jedyna — © =0 and ¢ =1, co oznacza, ze w réwnowadze
uzytkownicy nigdy nie dotgczajq do kolejksi.

1"Poniewaz w opisie modelu pomijamy prywatne stany graczy, tutaj réwniez pomijamy pierwszy argument ja, czyli
rozklad stanéw prywatnych gracza o w momencie przystapienia do gry.
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Jak w przypadku poprzedniego modelu, interesuje nas takze, jaka strategia zostataby wybrana,
gdyby wybor odbywat sie w sposob scentralizowany tak, aby srednia wyptata pojedynczego gracza
byta jak najwicksza. Kolejne twierdzenie méwi, w jaki sposob obliczy¢ strategie stacjonarna, ktora
maksymalizuje te srednig oraz ile ona wynosi w zaleznosci od parametréw modelu:

Twierdzenie 18 (Theorem 2 w [H3])
07 A Lo . . . A .. . .
(a) Jesli c (;) < Y, najwieksza Srednia wyptata gracza wynosi m (fy,u —c (;)) i jest osiggnieta w
sytuacji, gdy wszyscy gracze stosujq strategie [0, 1]-progowe (czyli zawsze dolgczajg do kolejki).
(b) Jesli ¢ (%) = yu, najwieksza srednia wyplata gracza wynosi 0 i jest osiggnieta w sytuacji, gdy
wszyscy gracze stosujq strategie [©, q]-progowe z © # %.
(c) Jesli ¢ (%) > yu, najwieksza Srednia wyplata gracza wynosi 0 1 jest osiggnieta w sytuacyi, gdy

wszyscy gracze stosujq strategie [00, 0]-progowe (czyli nigdy nie dotgczajq do kolejki).

Poréwnanie srednich wyptat graczy stosujacych strategie w rownowadze z ich optymalng wartodcia
zadang w Twierdzeniu 18 prowadzi do nastepujacych wnioskow:

Whiosek 2 (Theorem 3 w [H3]) Mozliwe sq dwie sytuacje:

A A
(a) Jesliv € (;c (ﬁ) 3 Je e(u) du) lub v € {/1\ Iy c(u) du, ;0(0)> i kg < O, to w nagmniej korzyst-

nej rownowadze Nasha Srednia wyplata gracza jest zerowa, mimo zZe mozna 0siggnagc pozytywng
wartosé sredniej wyplaty.

(b) W kazdym innym przypadku $rednia wyplata gracza w dowolnej réwnowadze Nasha jest réwna
najwiekszej wyptacie mozliwey do osiggniecia w grze.

Whiosek 3 (Theorem 4 w [H3]) Mozliwe sq dwie sytuacje:

A _
(a) Jesli~ € (;c (ﬁ) ,%fo“ c(u) du) iy < O, to w najbardziej korzystnej rownowadze Nasha srednia

wyplata gracza jest zerowa, mimo Ze mozna 0siqggnacé pozytywng wartosé Sredniej wyplaty.
(b) W kazdym innym przypadku istnieje w grze réwnowaga Nasha, dla ktérej Srednia wyplata gracza
jest rowna najwiekszej wyptacie mozliwej do osiggniecia w grze.

W zwiazku z tym, ze istnieja sytuacje, w ktoérych srednie wyptaty graczy w dowolnej réwnowadze
Nasha w rozwazanym modelu sg zerowe, podczas gdy daje si¢ osiagnac¢ pozytywne wyptaty w grze,
w dalszej czedei pracy [H3| zadali$émy pytanie, czy jest mozliwe sktonienie graczy do bardziej efek-
tywnego wykorzystania dostepnych zasobéw poprzez ograniczenie dostepnych dla nich informacji.
Przyjmijmy mianowicie, ze gracze nie majg mozliwosci dowiedzenia si¢, jaka jest doktadna dhugosé¢
kolejki, a jedyna informcja, do ktérej maja dostep, to odpowiedZ na pytanie, czy aktualna wartosé
X, jest wigksza, czy mniejsza od pewnej znanej wielkosci W. Rozwiazaniem stosowanym dla gry z
niepelng informacja, w ktorej brak jest informacji statystycznej na temat doktadnej sytuacji w grze,
jest odporna réwnowaga Nasha (ang. robust Nash equilibrium, por. [2]). W przypadku naszej gry
mozemy ja zdefiniowaé nastepujaco:

Definicja 9 Mowimy, ze strategia f € F gracza « jest najlepszq odporng odpowiedzig na strategie
g € F stosowang przez pozostatych graczy, jesli

f(lz1) = f(+|ze), jesli xy, 29 < ¥ lub x1,29 > ¥ 9)
oraz dla dowolnej innej strategii h € F spetniajqcej (9) zachodzi

inf J'(z,f,9) > inf J'(x,h,g) oraz inf J'(z, f,g) > inf J (z,h, g)

¥
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Mowimy, zZe uklad strategit, w ktorym wszyscy gracze stosujq strategie f jest symetryczng odporng
rownowaga Nasha w rozwazanej grze, jesli f jest najlepszq odporng odpowiedzig dowolnego gracza na
strategie f stosowang prze pozostatych.

Kolejne twierdzenie méwi o tym, w jaki sposob tak zdefiniowane rozwigzanie dla rozwazanej przez nas
gry zalezy od parametrow gry oraz progu V. Stosujemy przy tym nastepujaca konwencje: méwimy,
ze gracz stosuje strategie (aq,as), a1, as € A, jesli wybiera akcje ap, gdy stan globalny jest mniejszy
niz ¥ oraz akcje¢ as, gdy stan globalny jest wigkszy lub réwny W.

Twierdzenie 19 (Theorem 5 w [H3]) Niech:

1 1 1 m
Lip(0) = X/0 cludu,  Lyp(W) = Lyw(¥) = c(0), Hes(¥) = =g [1, c(u) du,
1 T o A
= Iy c(u)du, jesli U > 2 1 v
Hyp(0) =] ™73 b Hy (D) = i/ c(u) du.
ﬁ [o c(u)du, jesli ¥ < % Wy Jo

Dla dowolnego ¥ > 0 rozwazana gra z niepelng informacjg ma symetryczng odporng réownowage
Nasha. Ponadto:
(a) Jesli v > Lyn(¥), wszyscy gracze uzywajq strategii EE w réwnowadze;

(b) Jesli Lyn(V) > v > Lgg(V) ¢ v > Hyn(V), to uklady strategii, w ktorych wszyscy gracze
uzywajq strategit EE lub wszyscy uzywajq strategic NE sq rownowagams;

(c) Jesli Hyn(V) > v > max{Lgp(¥V), Hyp(V)}, to dowolny uklad strategii, w ktérym wszyscy
gracze uzywajq tej samej strategii jest rownowagq;

(d) Jesli Hyp(V) > v > Lep(V), to uklady strategii, w ktérych wszyscy gracze uzywajg strategii EE
lub wszyscy uzywajq strategic NN sq¢ rownowagamsi;

(e) Jesli Lgp(V) >~ > Hyn(V), wszyscy gracze uZywajq strategiic NE w rownowadze;

(f) Jesli min{ Lgg(V), Hyn(V)} > v > Hyp(V) to uklady strategii, w ktorych wszyscy gracze uzy-
wajq strategii NE lub wszyscy uiywajq strategiic NN sq rownowagamsi,

(9) Jesli min{Lgr(V), Hvg(¥)} > v, to wszyscy gracze uzywajg strategiic NN w réwnowadze.

Uzywajac powyzszego twierdzenia, jesteSmy w stanie wskazac¢, w jaki sposdb powinien by¢ wybrany
parametr W, aby zmaksymalizowa¢ $rednia wyptate gracza:

Twierdzenie 20 (Theorem 7 w [H3]) Jesli chcemy zmaksymalizowaé Srednig wyplate gracza w od-
pornej rownowadze Nasha, powinnismy wybrac:

(a) Dowolne ¥, jesli v < i limy, oo c(u) — w takiej sytuacji wszyscy gracze bedq uzywad strategiic NN
w réownowadze.

(b) Dowlone ¥ < O, jesli v € (ilimu_)oo c(u), ic (ﬁ)) — w takiej sytuacji wszyscy gracze bedg
uzywac strategiic NN w rownowadze.

_ A
(¢) =0, jesliy € (ic (%) , % I e(u) du) — w takiej sytuacyi wszyscy gracze bedq uiywac strategii

NE w réwnowadze.

A
(d) U = 0O, jesli v € {}\ I3 c(u) du, ic(O)) — wtedy w pesymistycznym SCENariuszu WSZYscy gracze

uzywajq strategii N E w rownowadze, natomiast w optymiastycznym scenariuszu wszyscy uzywajq
strategic FE w rownowadze.

(e) ¥ =0, jesli v = ic(()) — wtedy wszyscy gracze uzywajq strategit EE w réwnowadze.

(f) Dowolne U, jesli v > ic(O) — wtedy wszyscy gracze uzywajq strategii EE w réwnowadze.
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5
List

[P1]

[P2]

[P3]

[P4]

Poréwnujac wyptaty w otrzymanych rownowagach z optymalnymi wyptatami w modelu dochodzimy
do nastepujacego wniosku:

Whiosek 4 (Theorem 8 w [H3]) Srednie wyplaty w grze z niepelng informacjq w najbardziej i naj-
mniej korzystnych odpornych rownowagach Nasha w przypadku, gdy wartosé¢ V jest wybrana tak, aby
zmaksymalizowac te Srednie, sq¢ takie same jak w najbardziej © najmniej korzystnych rownowagach
Nasha w grze z petng informacjq.

Ostatni problem, jaki rozwazaliémy w pracy [H3] to, na ile dobrze nasz model z continuum graczy
przybliza rzeczywiste gry z duza skonczong liczbg graczy. Istotne jest przy tym to, ze n-osobowymi
odpowiednikami rozwazanej przez nas gry z continuum graczy beda gry, w ktérych gracze decyduja o
dotaczeniu do kolejki typu M/M /oo z intensywnoscia napltywu zgloszen n), intensywnoscia obstugi
zgtoszen p oraz kosztem obstugi ¢ (z) := ¢ (%) Udowodnilismy nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 21 (Theorem 9 w [H3]) Zaléimy, ze znormalizowany'® stan poczgtkowy kolejki jest
rowny o € [0, Tmaz| dla pewnego ustalonego Tpq. oraz Ze gracz « gra przeciwko pozostatym uzywa-
jacym strategii [©, q]-progowych w modelu z continuum graczy z kosztem obstugi ¢, intensywnosciq
naptywu zgtoszen A oraz intensywnoscig obstugi zgtoszen p. Wtedy dla dowolnego € > 0 istnieje
N. € N, taki ze dla kazdego n > N. jego oczekiwana wyplata catkowita, jesli dolgczy do kolejki
w n-osobowym odpowredniku gry z continuum graczy, w ktorym pozostali gracze stosujq strategie
[nO, q|-progowq, rézni sie od jego calkowitej wyplaty oczekiwanej w grze z continuum graczy o co
najwyzej €.

Konsekwencja tego twierdzenia jest fakt, ze dla duzej skonczonej liczby graczy rownowagi Nasha
otrzymane w Twierdzeniach 17 oraz 19 mozemy traktowa¢ jako réwnowagi przyblizone w grach z
duza skonczona liczba graczy. Formalnie rzecz biorac, wymaga to jednak spetnienia dodatkowego
zatozenia, ze znormalizowany stan poczatkowy kolejki w momencie dotaczenia do gry dowolnego
gracza nie przekracza stalej .. Tego rodzaju wnioski sa sformutowane w pracy [H3] jako Corollary
4, Corollary 4 i Corollary 5.

Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych (artystycznych)

a prac nie wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego:

P. Wiecek, On application of Schauder’s fixed point theorem in discounted stochastic games. Prace
Naukowe Instytutu Matematyki Politechniki Wroctawskiej. Seria: Konferencje. (I Konferencja dla
Mtodych Matematykéw - Karpacz 2000) 24 (2000), no. 3, 121-128.

P. Wiecek, Convex Stochastic Games of Capital Accumulation with Nondivisible Money Unit. Scien-
tiae Mathematicae Japonicae, 57 (2003), 397-411

P. Wiecek, Continuous Convex Stochastic Games of Capital Accumulation. W Advances in Dynamic
Games. Applications to Economics, Finance, Optimization and Stochastic Control (Annals of the
International Society of Dynamic Games vol. 7), A.S. Nowak, K. Szajowski eds., Birkh&user, Boston,
2005, 111-125

P. Wiecek, T. Radzik, On a continuous dynamic strategic market game. W Game Theory and
Applications vol. 11, L. Petrosjan, V. Mazalov eds., Nova Science Publishers, Commack, NY, 2007,
187-195

18Przez znormalizowany stan kolejki dla n-osobowego odpowiednika rozwazanej przez nas gry z continuum graczy rozu-

miemy wielkos¢ X = <

Xt
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[P5] W. Potowczuk, P. Wiecek, T. Radzik, On the ezistence of almost-pure-strateqy Nash equilibria in
n-person finite games. Mathematical Methods of Operations Research, 65 (2007), 141-152

[P6] A.S. Nowak, P. Wiecek, On Nikaido-Isoda type theorems for discounted stochastic games. Journal
of Mathematical Analysis and Applications, 332 (2007), 1109-1118

[P7] P. Wiecek, Pure equilibria in a simple dynamic model of strategic market game. Mathematical
Methods of Operations Research, 69 (2009), 59-79

[P8] P. Wiecek, n-person dynamic strategic market games. Applied Mathematics & Optimization, vol.
65, no. 2 (2012), 147-173

[P9] W. Potowczuk, T. Radzik, P. Wiecek, Simple equilibria in semi-infinite games. International Game
Theory Review, 14(3) (2012) 1250017-1-1250017-19

[P10] M. Haddad, P. Wiecek, E. Altman, H. Sidi, An Automated Dynamic Offset for Network Selection
in Heterogeneous Networks. IEEE Transactions on Mobile Computing, 15(9) (2016), 2151-2164

[P11] M. Haddad, P. Wiecek, O. Habachi, Y. Hayel, On the Two-User Multi-Carrier Joint Channel
Selection and Power Control Game. IEEE Transactions on Communications, 64(9) (2016), 3759
3770

Praca [P1] zawierala wyniki z mojej pracy magisterskiej, za$ prace [P2,P3,P4,P7| obejmowaly wyniki
sktadajace sie na moja prace doktorska. Ponizej omawiam wyniki przedstawione w pozostatych artyku-
tach.

5.1 Gry stochastyczne (praca [P6])

Praca [P6] dotyczy dwuosobowych gier stochastycznych o sumie niezerowej z wyplata dyskontowana.
W grach tego typu gracze wspoélnie kontroluja tancuch Markowa stanéw gry, wybierajac na kolejnych
etapach akcje, od ktoérych zalezy rozktad standéw na kolejnym etapie. Na kazdym etapie kazdy z uczest-
nikéw gry dostaje takze wyptate jednokrokows zalezng od aktualnego stanu oraz akcji wybranych przez
graczy. Na podstawie wyptat na poszczegdlnych etapach sa nastepnie obliczane wyptaty dyskontowane z
catego przebiegu gry. Kazdy z graczy dazy do maksymalizacji wartosci oczekiwanej wtasnej wyptlaty przy
zalozeniu, ze przeciwnik robi to samo (precyzyjny opis gier tego typu mozna znalezé w [30] rozd. 8). Gra
opisywana jest zatem przez zbiér standéw S, zbiory akcji graczy A; i As, multifunkcje opisujace zbiory
akcji dostepnych w poszczegdlnych stanach A4; : S — A;, i = 1,2, jednokrokowe funkcje wyptaty graczy
ri: D — R, i=12, gdzie D := {(s,a1,a2) : a1 € Ai(s),a2 € As(s)}, prawdopodobienstwo przejscia
Q : D — A(S) oraz wspétezynnik dyskonta 5 € (0,1). W klasycznej pracy Federgruena [20] udowodnio-
ne jest twierdzenie, méwiace o tym, ze kazda gra stochastyczna z wyptata dyskontowang z przeliczalnym
zbiorem stanéw, zwartymi zbiorami akcji oraz ciagltymi prawdopodobienstwem przejscia i jednokroko-
wymi funkcjami wyptaty ma réwnowage Nasha w strategiach stacjonarnych. Gléwnym wynikiem pracy
[P6] jest nastepujace uogdlnienie tego twierdzenia w przypadku gier dwuosobowych:

Twierdzenie 22 (Theorem 1 w [P6]) Kazda dwuosobowa gra stochastyczna o sumie niezerowej z wyplatq
dyskontowang z przeliczalnym zbiorem standw S oraz A;, Ai(s), i = 1,2, s € S bedgcymi zwartymi
podzbiorami przestrzeni metrycznej, spetniajgca dodatkowo nastepujgce zalozZenia:

(D1) Dla kazdego s € S, funkcja r1(s,-,-) +ra(s, -, -) jest ciggla na Ai(s) x As(s);

(D2) Dla kazdego s € S oraz ay € Ai(s), ag € As(s), funkcje ri(s, -, a2) i (s, a1,-), 1 = 1,2, sq ciggle
odpowiednio na Ay(s) i Aa(s);

(D3) Dla dowolnych s, s € S, funkcja Q(s'|s,-,-) jest ciggla na A;(s) X As(s);

ma réwnowage Nasha w strategiach stacjonarnych w klasie wszystkich strategii graczy.
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Dowod twierdzenia opiera sie na aproksymacji gry stochastycznej rozwazanej w twierdzeniu przez gry ze
skoficzonymi zbiorami akcji graczy A7, AZ skonstruowanymi w taki sposéb, ze A C At n =1,2,...
oraz U5, A" sa zbiorami gestymi w A; (¢ = 1,2). Gry takie posiadaja réwnowagi w strategiach stacjo-
narnych na mocy twierdzenia Federgruena. Jesli wezmiemy granice po podciggu strategii w rownowagach
w poszczegdlnych grach przyblizajacych (taka granica bedzie istniata, bo zbiory strategii stacjonarnych
graczy sa zwarte na mocy twierdzenia Tichonowa), otrzymamy pare strategii stacjonarnych w wyjsciowe;
grze (f*, g*). Nastepnie, wykorzystujac zalozenia (D1) i (D2), udowadniamy, ze wyptaty dyskontowane
graczy maja analogiczne wtasnosci (jako funkcje strategii stacjonarnych graczy) do tych pojawiajacych
sie w tych zatozeniach. Ostatni krok dowodu polega na wykorzystaniu tych wtasnosci do pokazania, ze
(f*,g") jest rtéwnowaga Nasha w wyjsciowej grze stochastycznej.

Drugi wynik udowodniony w pracy [P6] (Theorem 2) méwi o tym, ze przy dodatkowych zatozeniach
dotyczacych wklestosci jednokrokowych funkeji wyptaty oraz afinicznosci prawdopodobienstw przejscia,
rownowaga Nasha otrzymana w Twierdzeniu 22 bedzie réwnowagg w strategiach niezrandomizowanych.
Dowdd tego faktu jest elementarny i opiera si¢ na spostrzezeniu, ze przy wymienionych dodatkowych
zatozeniach funkcja pojawiajaca sie po prawej strony réwnania Bellmana kazdego z graczy jest wklesta.

5.2 Dynamiczne strategiczne gry rynkowe (praca [P8])

Praca [P8] jest kontynuacja artykutéw [P4,P7], wchodzacych w sktad mojej pracy doktorskiej. Dotyczy
ona pewnej n-osobowej gry stochastycznej z wyptata dyskontowana, majacej za cel opis nastepujacego
modelu ekonomicznego: n graczy posiada pewne zasoby pieniezne przeznaczone na zakup porcji pewnego
dobra. Na kazdym z etapéw gry odbywa sie aukcja, na ktérej jedna (niepodzielna) jednostka tego dobra
wystawiona jest na sprzedaz. Zwyciezca aukcji konsumuje dobro (co wiaze sie z pewna jednokrokowa uzy-
tecznodcia), ale musi tez za nie zaplacié, co wigze sie z uszczupleniem jego budzetu na kolejne zakupy. Z
drugiej strony budzety graczy sg zasilane na kolejnych etapach w sposob losowy opisany w pracy. Stanem
w tak opisanej grze jest wektor zasobow pienieznych graczy s = (s1,...,$,) € N, natomiast akcjami
graczy sg oferty przez nich sktadane, a zatem dla dowolnego ¢, a; € {0,,1,...,s;}. Pozostate obiekty
definiujace gre, czyli jednokrokowe wyptaty graczy oraz prawdopodobienstwa przejécia zdefiniowane sg

wzorami:!?
%u(l) jesli a; = max; a;
{j:a;=a;} " v 77

ri(s, a1, ..., a,) = {

gdzie u; oznacza funkcje uzytecznosci gracza i;

UZ(O) Jeéll a; < Mmax; a;

1 1 .
Q(ls, a1, ..., an) = =05(-) + =D 0(s s psiassita) (), gdzie i = argmaxa;.
n n iz J

Gry tego typu rozwazane byty wczesniej w literaturze gtéwnie w dwoch wariantach: moje wezesniej-
sze prace [P4,P7] oraz [59, 57, 58] omawialy przypadek 2-osobowy, natomiast [35, 36, 22] analizowaly
odpowiednik tej gry z continuum graczy. Jedyne wyniki dotyczace gier n-osobowych tego typu (réz-
nigcych sie jednak od naszego modelu tym, ze na poszczegdlnych etapach nie sa organizowane aukcje,
a dobro dzielone jest pomiedzy graczy proporcjonalnie do ich ofert) pojawily sie w [47]. Dwa gléwne
wyniki pracy [P8] méwia o tym, jaka jest postaé strategii w réwnowadze w opisanej powyzej grze dla
dostatecznie matych wspotczynnikéw dyskonta oraz jakie sg podstawowe wtasnosci oczekiwanych wyptat
dyskontowanych graczy w sytuacji, gdy uzywaja strategii w réwnowadze. Ponizej przytaczamy pierwsze
z tych twierdzen:

Twierdzenie 23 (Theorem 1 w [P8]) Zdefiniujmy nastepujgce klasy strategii stacjonarnych w rozwaza-
nej grze:

Strategie stacjonarng f; gracza i nazywamy odwazna, jesli fi(-|s) = Js,, jesli s; < maxjz s; oraz
fil{max;z; s; +1,...,8:}s)) =1, jesli s;, > max;; s;.

Strategie stacjonarng f; gracza i nazywamy stabo odwazna, jesli f;(-|s) = ds,, jesli s; < max;; s; oraz

19Zapis (s_i—k, 55, sj,) oznacza wektor s z i-ta wspélrzedna zamieniona na s oraz k-ta wspélrzedna zamieniong na sj.
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fil{max;z; sj,...,8:}s)) =1, jesli s, > max;4; s;.
Prawdziwe bedg nastepujgce stwierdzenia:

(a) Dla kazdych n > 3 oraz § < %, rozwazana gra rynkowa posiada symetryczng réownowage Nasha w
strategiach stacjonarnych f = (fi, fa,..., fn), takq Ze strategie f;, i = 1 sq¢ odwazne.

(b) Dla kazdychn > 3 oraz B < 1— 4} 2"2;#, rozwazana gra rynkowa posiada symetryczng réownowage
Nasha w strategiach stacjonarnych f = (fi1, fa, ..., fn), takq Ze strategie f;, i =1 sq stabo odwazne.

¢) Dla kaidego B > 1 istnieje ng € N, takie ze dla Zadnego n > ng nie istnieje réwnowaga Nasha w
2 8 B
strategiach stacjonarnych w rozwazanej grze, w ktorej wszyscy gracze uzywajq strategii odwaznych.

Konsekwencja czesci (b) powyzszego twierdzenia jest nastepujaca wlasnosé:

Whiosek 5 (Corollary 1 w [P6]) Dla kazdego € (0,1) istnieje ng € N, takie zZe dla n > ng dowolna
n-osobowa dynamiczna strategiczna gra rynkowa posiada symetryczng rownowage Nasha w strategiach
stacjonarnych f = (f1, fa, ..., fn), taka Ze f; sq stabo odwazne.

Oznacza ona, ze wyniki uzyskane w [P6] mozna stosowaé dla dowolnego czynnika dyskonta pod warun-
kiem, ze liczba graczy n jest dostatecznie duza.

Dowody Twierdzenia 23 oraz Theorem 2 w [P6| sg techniczne. Ich gléwna czes$é polega na szczegé-
towej analizie wtasnosci funkcji pojawiajacych sie po prawej stronie réwnania Bellmana dla problemu
optymalizacji wyplaty dyskontowanej pojedynczego gracza, gdy pozostali gracze stosujg strategie z klas
zdefiniowanych w Twierdzeniu 23. Zastosowanie twierdzenia Banacha o punkcie staltym umozliwia wtedy
udowodnienie, ze optymalne wyptaty graczy w takiej sytuacji posiadaja te same wtasnosci. Wykorzystuje
sie je nastepnie do pokazania, ze najlepszymi odpowiedziami na strategie (stabo) odwazne sa strategie
tego samego typu (oczywiscie wylacznie w przypadkach opisanych przez zatozenia czesci (a) lub (b)
Twierdzenia 23). Ostatnim etapem dowodu jest zastosowanie twierdzenia Kakutaniego o punkcie statym
do odpowiednich multifunkcji najlepszych odpowiedzi na zestaw identycznych (stabo) odwaznych stra-
tegii przeciwnikéw. Otrzymany punkt staly jest strategia stosowang w symetrycznej rownowadze Nasha
W rozwazanej grze.

5.3 Roéwnowagi w grach jednoetapowych o specyficznej strukturze (prace [P5,P9])

W pracy [P5] rozwazamy n-osobowe gry jednoetapowe ze skoniczonymi zbiorami strategii czystych graczy
z funkcjami wyptaty graczy posiadajacymi pewne wtasnosci, ktére mozemy zidentyfikowaé jako odpo-
wiedniki wklestosci lub wypuktosci dla zbioréw dyskretnych. Wtasnosci te definiujemy ponizej:

Definicja 10 Zdefiniujmy Ey = {1,...,ki},..., E, = {1,...,k1} oraz E = FE; X ... X E,. Méwi-
my, ze funkcja H : E — R jest wypukta (wklesta) wzgledem i-tej zmiennej, jesli dla j = 1,...,n
istniejq Scisle rosngce ciqgi (:U{,,:Bi]) elementéw przedziatu [0,1] oraz funkcja H : [0,1]" — R
wypukta (wklesta) wzgledem i-tej zmiennej, spelniajgca dla wszystkich iy € Ey,..., i, € FE, rownosé
H(iy, ... in) = H(zl,...,2").

1" n
Gléwnymi wynikami pracy [P5] sa nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 24 (Theorem 4.4 w [P5]) Niech 1 < s < n. Je$li w n-osobowej grze jednoetapowej ze
skonczonymi zbiorami strategii graczy Ei,..., E, i z funkcjami wyptaty H.,..., H,, dla kaZdego i €
{1,..., 8} funkcja H; jest wklesta wzgledem i-tej zmiennej, to gra posiada réwnowage Nasha w strategiach
mieszanych (3, ..., 1), takq ze kazda ze strategii uf, i = 1,...,s, jest skupiona na dwich kolejnych
elementach zbioru E;.

Twierdzenie 25 (Theorem 4.5 w [P5]) Niech 1 < s < n. Jesli w n-osobowej grze jednoetapowej ze
skonczonymi zbiorami strategiv graczy FEi,..., E, 1 z funkcjami wyptaty Hy,..., H,, dla kazdego i €
{1,..., s} funkcja H; jest wypukia wzgledem i-tej zmiennej, to gra posiada réwnowage Nasha w strategiach
mieszanych (pf, ..., 1), take Ze kazda ze strategii pf, i = 1,...,s, jest skupiona na zbiorze {1,k;}.
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Dowdd pierwszego twierdzenia opiera sie na spostrzezeniu, ze dla dowolnego i € {1,..., s} zbiér strategii
mieszanych skupionych na kolejnych elementach zbioru E; jest homeomorficzny ze zbiorem X; := [1, k;].
Jesli nastepnie zdefinujemy gre ze zbiorami strategii graczy X, ..., Xs, A(Esy1), ..., A(E,) oraz funkcja-
mi wyptaty graczy bedacymi wyptatami oczekiwanymi w wyjsciowej grze odpowiadajacymi strategiom
homeomorficznym z odpowiednimi strategiami ze zbioréw X;, gra taka spelnia zalozenia uogdlnienia
twierdzenia Nasha o istnieniu rownowagi w strategiach niezrandomizowanych w grach z quasi-wklestymi
funkcjami wyplaty (por. [24]). Réwnowaga w strategiach czystych w zmodyfikowanej grze odpowiada
rownowadze, ktorej istnienie chcemy udowodni¢ w Twierdzeniu 24. W przypadku Twierdzenia 25 réw-
niez definiujemy zmodyfikowana gre — tym razem jest to gra zdefiniowana w twierdzeniu ze zbiorami
strategii czystych obcietymi do zbioréw {1, k;},... {1, ks}, Esi1,..., E,. Gra taka posiada réwnowa-
ge w strategiach mieszanych na mocy twierdzenia Nasha. W sposob elementarny mozna pokazaé, ze
rownowaga w zmodyfikowanej grze jest rownowaga w wyjsciowej grze, ktorej szukamy.

W pracy [P9] przedstawiamy uogélnienia powyzszych wynikow oraz rezultatéw przedstawionych w
pracach [50, 51, 45, 46] na gry dwuosobowe, w ktorych jeden z graczy ma skonczona liczbe strategii
czystych, a drugi ma tych strategii przeliczalnie wiele (lub, w przypadku czesci twierdzen, jego zbidr
strategii czystych jest zwartym (ale w domysle nieskoriczonym) podzbiorem przestrzeni metrycznej).
Siedem twierdzen tam zawartych podaje warunki podobne do tych pojawiajacych sie w Twierdzeniach 24
i 25 na istnienie w tych grach réwnowag Nasha lub e-réwnowag Nasha, w ktorych gracze uzywaja strategii
czystych lub strategii zrandomizowanych o no$niku dwupunktowym o pewnej okreslonej strukturze.

5.4 Wybér sieci (kanatu) w sieciach bezprzewodowych (prace [P10,P11))

Ostatnie dwie prace, ktore tutaj omowimy, dotycza pewnych zastosowan teorii gier niekooperacyjnych
w telekomunikacji bezprzewodowej. W pracy [P10] rozwazamy gre pomiedzy telefonami komérkowymi,
ktore decyduja o tym, do ktorej z dwoch sieci bezprzewodowych sie podtaczyé. W przypadku jednej sieci
jakos¢ potlaczenia jest zagwarantowana przez operatora. Jakos¢ potaczenia w drugiej sieci zalezy nato-
miast od jakosci kanatu, do jakiego gracz uzyskuje dostep — moze by¢ zatem zaréwno lepsza jak i gorsza
od tej w pierwszej sieci. Dodatkowo zaktadamy, ze gracz nie ma dostepu do dokladnej informacji na
temat jakosci kanalu — wie tylko, czy wspotezynnik okreslajacy jakosé, oznaczany przez h;, jest wiekszy,
czy mniejszy od pewnej wielkosci W; oraz zna rozklad, z ktérego on pochodzi (w rzeczywistych sieciach
bezprzewodowych omawiana wielko$¢ ma rozktad wyktadniczy, ktérego parametr mozna oszacowaé na
podstawie danych historycznych). Wie takze, ze poza jakoscia kanatu jako$é potaczenia zalezy takze od
liczby telefonéw podtaczonych do sieci. Sytuacje te mozna zatem opisa¢ jako n-osobowa gre jednoetapo-
wa z niepetna informacja. Gtéwne wyniki w pracy mozemy podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza stanowia
twierdzenia o postaci réwnowag Bayesa-Nasha w powyzszej grze dla przypadku 2-osobowego (Proposi-
tion 1 w [P10]) oraz w symetrycznym?® przypadku n-osobowym (Proposition 5). Druga grupa wynikow
jest proba odpowiedzi na pytanie, w jaki sposob wybiera¢ progi ¥;, aby osiagnaé¢ jeden z mozliwych
praktycznych celow:

(a) zmaksymalizowaé¢ wartos¢ oczekiwang przesytu przecigtnego gracza;
(b) zmaksymalizowaé caltkowity przesyl pierwszej z sieci.

W pracy podajemy sposoby obliczania progéw W;, ktére umozliwiajg zrealizowanie powyzszych celéw
dla przypadku dwuosobowego (Proposition 3) oraz symetrycznego przypadku n-osobowego (Proposition
6). Przeprowadzamy ponadto analize ztozonosci obliczeniowej algorytmu zdefiniowanego w Proposition
6 (w Proposition 8) oraz przedstawiamy kompleksowa analize numeryczna zaproponowanych rozwiazan.

W pracy [P11] rozwazamy sytuacje, w ktorej dwa telefony komérkowe przesytaja dane korzystajac
z sieci bezprzewodowej z K kanatami, biorac pod uwage jakosé poszczegdlnych kanatow, ktora moze
by¢ rézna zaréwno dla réznych telefonéw, jak i dla roznych kanaléw (tym razem zaktadamy, ze gracze
maja pelna wiedze o jakosci kanaléw, zaréwno swoich, jak i przeciwnika). W tym celu wybieraja moce, z

20Symetria tutaj oznacza, ze rozklady, z ktérych pochodza poszczegdlne wielkoéci h; sa takie same oraz ze progi ¥; sa
takie same dla wszystkich graczy — w przypadku dwuosobowym rozwazaliémy réwniez przypadek, gdy sa one rézne.
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jakimi transmituja na poszczegdlnych kanatach. Nie maksymalizuja jednak ilosci danych, ktorg udaje im
sie przestac¢, ale efektywnosé energetyczng przesytu, ktéra mozemy zdefiniowaé jako iloraz pewnej miary
jakosci przesytu oraz ilosci energii potrzebnej do przestania danych (formalnie efektywnos¢ energetyczna
przesytu zdefiniowana jest w [27]). Problem taki byl juz rozwazany w literaturze w pracy [41], gdzie
zostal przedstawiony w postaci gry niekooperacyjnej oraz gdzie podano heurystyczny algorytm pozwa-
lajacy na obliczenie rownowagi Nasha w tej grze. Pytanie, na jakie chcieliémy odpowiedzie¢ w naszej
pracy, bylo nastepujace: jak wprowadzenie hierarchii wéréd graczy (czyli zastosowanie rozwiazania Stac-
kelberga zamiast réwnowagi Nasha) wplynie na rozwigzanie gry oraz jego wydajno$é. Whrew pozorom
nie jest to pytanie pozbawione praktycznego znaczenia — w rzeczywistych sieciach decyzje prawie nigdy
nie sg podejmowane réwnocze$nie. Gtéwnymi rezultatami pracy [P11] byty algorytmy obliczania rozwia-
zania Stackelberga w powyzszym modelu (Proposition 3 w [P11]), jesli takie rozwigzanie istnieje, oraz
obliczania e-rozwiazania Stackelberga w przeciwnym wypadku (Proposition 4). Kolejne wyniki (Propo-
sition 7-Proposition 10) poréwnywaly na kilka sposobéw wydajnosé rozwigzania uzyskanego przez nas
z rébwnowaga Nasha obliczona w pracy [41]. PrzedstawiliSmy takze numeryczne ilustracje uzyskanych
wynikow.
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