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Niniejsza praca opisuje problem wyceny (zaréwno analitycznej, jak i numerycznej) opcji amerykanskich z loso-
wymi ograniczeniami nalozonymi na termin zapadalnosci. W ogdlnosci, problem ten mozna sformulowaé jako
zagadnienie optymalnego zatrzymania w nastepujacej postaci:
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gdzie T jest optymalnym czasem zatrzymania, T to dodatni (mozliwie nieskoniczony) termin zapadalnodei, S; jest
procesem stochastycznym opisujacym cene instrumentu bazowego, G to funkcja wyplaty, a 4 to losowy moment
wygasniecia kontraktu. Ten moment okredlany jest mianem ,time-cap” 1 moze, ale nie musi, byé powigzany z
zachowaniem instrumentu bazowego.

Motywacja do napisania tej pracy jest zbadanie nowej i szerokiej klasy instrumentéw finansowych, ktére
potencjalnie moglyby zosta¢ wprowadzone na rynek. Rozwdj opcji z ograniczeniem (capped options) rozpoczal
sie na poczatku lat 90. w Chicago, kiedy to Chicago Board Options Exchange wprowadzila na rynek ograniczone
opcje europejskie na indeksy S&P 100 i S&P 500. Kontrakty te, ktére byly automatycznie wykonywane, gdy
indeks bazowy przekraczal z géry ustalony poziom (tzw. cap), staly sie praktycznym przykladem tego, jak me-
chanizmy ograniczajace wyplate moga zmniejszaé ryzyko sprzedajacego, jednoczesnie zachowujac atrakeyjnosé
inwestycyjna. Od tego czasu badano wiele odmian opcji z ograniczeniem, ale niemal wszystkie z nich stosowaly
limit na funkcje wyplaty lub na cene instrumentu bazowego.

W tej pracy podejscie jest inne: ograniczenie nakiadane jest na termin zapadalnosci. Kazde wybrane ograni-
czenie czasowe tworzy nowy typ instrumentu, umozliwiajac badanie szerokiej gamy produktéw. Wérdd rozwaza-
nych kontraktéw znajduja sie te, w ktérych ograniczenie czasowe wyznaczone jest przez: pierwszy moment opusz-
czenia przez cene instrumentu bazowego okreélonego przedzialu, ostatni moment opuszczenia takiego przedziatu
oraz pierwszy moment, gdy stosunek biezacej ceny do historycznego maksimum (ang. drawdown) przekracza
pewien prog. Ostatni moment opuszczenia nie jest czasem zatrzymania, co utrudniatoby praktyczna implemen-
tacje takiego kontraktu; niemniej jednak zostal on tutaj uwzgledniony jako interesujacy przyklad analityczny,
wpisujace sie w ogolny zakres pracy.

Dynamika cen instrumentu bazowego modelowana jest za pomoca spektralnie ujemnego geometrycznego
procesu Lévy’ego, ktéry pozwala na nagle spadki (skoki w dét), zachowujac jednoczesnie analityczna przystep-
nosé. Czesé analityczna pracy wykorzystuje metode ,guess-and-verify”: na podstawie racjonalnych przestanek
proponowana jest regula optymalnego zatrzymania, a nastepnie jej poprawnoéé¢ weryfikowana jest przy uzyciu
twierdzenia weryfikacyjnego oraz ukiadu Hamiltona—Jacobiego—Bellmana. W cze$ci numerycznej zastosowana
zostala zmodyfikowana wersja metody Monte Carlo oparta na regresji najmniejszych kwadratéw (Least Squares
Monte Carle), specjalnie dostosowana do ram z ograniczeniem czasowym, aby zilustrowaé 1 wesprzeé¢ wyniki
teoretyczne. Uklad pracy przedstawia sie nastepujaco.

Rozdzial 1 zawiera teoretyczne wprowadzenie do rynkéw finansowych i opcji, a takze przeglad przestrzeni
probabilistyeznej, proceséw Lévy’ego, funkeji skali i kluczowych parametréw uzywanych w dalszej czesei pracy.

Rozdzial 2 koncentruje sie na wycenie wieczystej amerykanskie] opcji sprzedazy z losowym terminem zapa-
dalno$ci bedacym pierwszym momentem opuszczenia przez cene instrumentu bazowego zadanego zbioru. Choé
podobne instrumenty byly badane w przesziosci, wprowadzenie skokéw w dét w tym modelu umozliwia Pois-
sonowskie spadki ponize] dolnej granicy. W takim przypadku kontrakt nie zostaje zakonczony, lecz wymuszana
jest wczeéniejsza realizacja, co oznacza, ze posiadacz moze nadal uzyskaé dodatnia wyplate. W zaproponowa-
nym rozwigzaniu zakladamy, ze optymalny czas zatrzymania to pierwszy moment, gdy cena instrumentu spada
ponizej okreslonego poziomu, a nastepnie wyznaczamy cene opcji przy tym zalozeniu. Teza ta zostaje nastepnie
zweryfikowana w dalszej czeéel rozdziatu. Na koniec przedstawiona jest takze analiza numeryczna.

Rozdzial 3 bada opcje zatrzymywane przez zdarzenie typu drewdown, definiowane jako plerwszy moment,
gdy stosunek ceny instrumentu bazowego do jego historycznego przeszlego maksimum przekracza ustalony prog.
Gléwnym wynikiem tego rozdzialu jest dowdd, ze optymalny czas zatrzymania to pierwszy moment, gdy cena
spada ponizej wartoéci pewnej funkeji przyjmujacej jako argument jej historyczneg maksimum. Rozpoczynamy
od analizy szczegdlnego przypadku rynku Blacka-Scholesa, w ktérym nie wystepuja skoki cenowe. Nastepnie
analizujemy przypadek z dodatkowymi wykladniczymi skokami w dét. W obu scenariuszach pokazujemy, ze
optymalna strategia polega albo na czekaniu az cena spadnie ponizej ustalonej bariery, albo na zatrzymaniu
opcji przez proces spadku (drawdown). Podobnie jak w poprzednim przypadku, zdarzenie to nie konczy opcii,
lecz wymusza jej weczedniejsza realizacje, co moze skutkowaé dodatnia wyplata dla posiadacza.

Rozdzial 4 dotyczy opcji zatrzymywanej w momencie, gdy cena instrumentu bazowego po raz ostatni prze-
kracza pewien ustalony prég. Poniewaz moment ten nie jest czasem zatrzymania, kontrakt bylby trudny do
wprowadzenia w praktyce. Jest on jednak bardzo interesujacy z matematycznego punktu widzenia i prowadzi
do ciekawych analiz. Podobnie jak wczeénie], stosujemy metode ,guess-and-verify”, proponujac optymalng stra-



tegie. ktéra nastepnie weryfikujemy 1 wyprowadzamy cdpowiadajaca jej cene opcji. Rozdzial ten oparty jest na

[1].

Rozdzial 5 przedstawia opis i dowéd zbieznosci zmodyfikowanej metody Monte Carlo najmniejszych kwa-
dratéw, zaprojektowanej do wyceny opcji amerykanskich, ktérych zapadalnos¢ ograniczona jest przez dowolny
czas zatrzymania. Rozdzial koficzy sie prezentacja wynikéw numerycznych dla kilku wybranych instrumentéw

tego typu. Rozdzial ten oparty jest na [2].
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