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Lista zadan nr 1. Przestrzen probabilistyczna

. Niech A, B,C' C Q. Za pomoca diagraméw Venna udowodni¢ tozsamosci

A\ (BUC) = (A\B)\C = (A\B)N(A\C), A\(BNC)=(A\B)U(A\O).

Napisac te tozsamosci z uzyciem operacji dopelienia. Zauwazy¢, ze dla A = ) otrzy-
mujemy prawa de Morgana.

Urzadzenie sklada sie z dwéch modutéw I typu oraz trzech modutéw II typu. Niech
A;, © = 1,2, oznacza zdarzenie, ze i-ty modul I typu jest sprawny, a Bj; j = 1,2, 3,
ze j-ty modul II typu jest sprawny. Za pomoca A; oraz B; zapisa¢ zdarzenie C, ze
urzadzenie jest sprawne, jesli do sprawnego dzialania potrzeba co najmniej jednego
modutu I typu i co najmniej dwéch modutéow IT typu.

. Wiadomo, ze P(AUB) =3, P(ANB) = 1 oraz P(A\ B) = P(B\ A). Obliczy¢ P(A)

4

i P(A\ B).

. Przy dwukrotnym rzucie pewna moneta zaobserwowano, ze konfiguracja OR pojawia sie

w 4/9 przypadkéw. Czy moneta, ktéra wykonywano rzuty jest symetryczna? Okreslié
przestrzen probabilistyczna tak, aby powyzszy warunek byl speliony. Czy przestrzen
probabilistyczna jest wyznaczona jednoznacznie?

. Nieréwno$¢ Bonferroniego. Wykazaé, ze dla dowolnych zdarzen Ai, A,, ..., A, za-

chodzi nieréwnosé

P(A NAy N N A) = P(A) + ..+ P(A) — (n—1).

. Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze przy grze w brydza gracz otrzyma a) 7 pikow,

b) 7 kart w jednym kolorze.

Dziecko bawi sie literami A A A E, K, M,M T, T,Y. Obliczy¢ prawdopodobienstwo zda-
rzenia, ze przypadkowo ulozy stowo MATEMATYKA.

Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rzucie piecioma kostkami wypadnie konfigu-
racja 1-2-3-4-5 lub 2-3-4-5-6.

. W pewnym miescie znajduja si¢ trzy hotele. Pewnego dnia przyjechalo do tego miasta

pieciu podréznych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wszyscy podrézni zgtosza sie do
tego samego hotelu? Jakie zalozenie tutaj czynimy?

Rozmieszczamy losowo n kul w n komorkach. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia,
ze dokladnie jedna komérka bedzie pusta. Podaé¢ wynik dla n = 5. Wsk. Wprowadzi¢
zdarzenia A;; oznaczajace, ze i-ta komorka bedzie pusta, a j-ta bedzie zawierala dwie
kule.

Na nieograniczona szachownice o boku kwadratu diugosci a rzucono losowo monete
o promieniu R, 2R < a. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze moneta zmiesci sie
calkowicie w jednym z pol szchownicy?

(Zadanie Buffona) Plaszczyzne podzielono prostymi réwnoleglymi odleglymi o 2a.
Na plaszczyzne te rzucamy w sposob przypadkowy iglte o dlugosci 21 < 2a. Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze igla przetnie jedna z prostych?
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Wybrano losowo trzy liczby z odcinka [0,1]. Obliczyé prawdopodobienstwo, ze suma
tych liczb bedzie w przedziale [1,3]?

Losujemy liczbe naturalna. Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze otrzymamy liczbe
podzielna przez dwa lub przez trzy. Wyjasni¢ nieprecyzyjnos$¢ tego pytania i skonstru-
owaé dwie rdozne przestrzenie probabilistyczne dajace rézne odpowiedzi na postawione
pytanie.

Lista zadan nr 2. Prawdopodobienstwo warunkowe. Niezaleznosé¢

Dla zdarzen A, B mamy: P(A) = 0.8, P(B) = 0.7 oraz P(AN B) = r. Jaki warunek
winna spemiaé liczba r 7 Wyrazié¢ za pomoca r prawdopodobienstwa P(AUB | AU B’)
oraz P(A\ B| AU B).

Pewna metoda izotopowa wykrywania uszkodzen daje nastepujace wyniki:

jesli urzadzenie ma uszkodzenie to metoda ta wykrywa je w 90% przypadkow i nie
wykrywa w 10% przypadkéw;

jesli urzadzenie nie ma uszkodzenia to metoda ta daje w 99% przypadkéw wynik zgodny
ze stanem faktycznym i w 1% przypadkdéw informuje o defekcie, ktérego nie ma.

W pewnej partii urzadzen jest 10% majacych defekt. Obliczyé prawdopodobieristwo
tego, ze urzadzenie, ktore przeszto pozytywnie kontrole izotopowa jest w rzeczywistosci
uszkodzone.

Wsréd 5 monet jedna jest z dwoma ortami. Wylosowano jedna monete i rzucono nia
7 razy. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze rzucano moneta z dwoma ortami, jesli otrzy-
mano same orty.

Z urny zawierajacej 5 kul bialych i 5 kul czarnych losujemy bez zwracania 3 kule.
Nastepnie wylosowane kule wrzucamy do urny zawierajacej 4 kule biale i 3 czarne, po
czym losujemy z niej bez zwracania 2 kule. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wszystkie
(tj. pie¢) wylosowane kule beda biale.

W urnie znajduje si¢ k& + 1 niesymetrycznych monet; ¢—ta moneta pokazuje orla z

prawdopodobienistwem i/k, i = 1,2, ..., k. Wyciagamy losowo monete z urny i rzucamy

nia. Obliczy¢ prawdopodobienstwo pg, tego, ze n + 1 rzut ta moneta da orta, jesli n
n+1

n+2

pierwszych rzutéow dalo same orty. Pokazaé, ze lim py, =
k—o0

Przy masowej produkcji pewnych detali uzyskuje sie 20% brakéw. Obliczyé prawdo-
podobienstwo tego, ze wsrod 5 przypadkowo wzietych detali bedzie co najmniej jeden
brak. Ile detali wystarczy wziac¢, aby prawdopodobienstwo tego, ze bedzie wsrod nich
co najmniej jeden brak bylo 0.99 ?

Trzech strzelcow oddato po jednym strzale. Dwa pociski trafity w cel. Jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze trafit trzeci strzelec, jesli prawdopodobienistwa trafienia dla
kolejnych strzelcéw sa 0.6, 0.5, 0.4.

Zdarzenia A, B, C' sa niezalezne. Wykazaé, ze zdarzenia AU B, C sa takze niezalezne.
Czy wystarczy warunek P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C)? Rozwazy¢ nastepujacy
przyktad: Q = {1,2,3,4,5,6,7,8}, P— klasyczne, A = {1,2,3,4},B = {1,2,5,6},
C={1,6,7,8}.
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Zdarzenia A, B, C spehiaja warunek P(AN B |C) = P(A| C)P(B | C). Czy wynika

stad, ze zdarzenia A, B sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnic.

Lista zadan nr 3. Zmienna losowa. Dystrybuanta

Niech 2 = [0, 2], a P prawdopodobieristwo geometryczne na . Zmienna losowa X jest

okres$lona wzorem
1 dla w e

3—3w dla we
0 dla w e
2w—3 dla we(

=)
Wi

X(w) =

/NN
NI ol
DN NI p—

Znalez¢ dystrybuante zmiennej X. Czy zmienna losowa X ma rozklad (absolutnie)
ciaglty? Jesli tak, to znalez¢ jej gestosé, a jesli nie to przedstawié¢ dystrybuante jako kom-
binacje wypukla dystrybuanty rozkltadu dyskretnego i dystrybuanty rozktadu ciaglego.
Obliczy¢ prawdopodobieristwo P(X € [0.8,1.8]).

Niech Y oznacza moment pojawienia sie pierwszego sukcesu w ciagu prob Bernoulliego,
w ktérych prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p. Znalezé dystrybuante zmiennej loso-
wej Y i okresli¢ typ rozktadu. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo tego, ze pierwszy sukces
pojawi sie w momencie parzystym.

Wygrana W w pewnej loterii przyjmuje wartosci 0,1, 2,10 przy czym P(W = 0) = %,
a P(W = 10) jest dziesig¢ razy mniejsze niz P(W = 1) i cztery razy mniejsze niz
P(W = 2). Napisa¢ rozktad zmiennej W i obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze W bedzie
liczba parzysta. Narysowaé dystrybuante zmiennej W. Obliczy¢ EX.

Znalez¢ warunki, jakie powinna spetiaé¢ funkcja ciagla na prostej f(x), aby funkcja
F(z) = e~ /@ byla dystrybuanta pewnej zmiennej losowej.

Dobraé state A, B tak, aby funkcja F(xr) = A + Barctg 2z byla dystrybuanta pewnej
zmiennej losowej X. Znalezé¢ gestosé tej zmiennej i obliczyé P(X > 4).

Tygodniowa sprzedaz benzyny Y (w tys. hl) na pewnej stacji ma rozkltad o gestosci

_[elz=2%) , 0<2<1
f(x)—{ 0 , poza tym

Obliczy¢ c oraz P(% <X < %) Zmalez¢ i wykresli¢ dystrybuante. Na wykresie dystry-
buanty i gestosci zaznaczy¢ obliczone uprzednio prawdopodobienstwo. Jaka pojemnosé
winien mie¢ zbiornik na tej stacji, aby prawdopodobienstwo tego, ze zabraknie benzyny
przed koricem tygodnia bylo nie wigksze niz 0.01 7

Wybrano losowo liczbe z odcinka [0,1]. Niech V' oznacza iloraz diugosci krétszego z
otrzymanych dwéch odcinkéw przez diugosé dhuzszego. Znalezé¢ i narysowaé dystrybu-
ante oraz gestos¢ zmiennej losowej V. Obliczy¢ jej wartos¢ oczekiwana i wariancje.

Za pomoca catki Riemanna-Stjeltjesa obliczy¢ E X oraz EvX dla zmiennej losowej z
zad. 24. Sprawdzi¢, ze

1 2
EX = —/ X (w)dw.
2 Jo
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Zmienna losowa X ma dystrybuante

0 dla <0
F(z)=S i(x+1)? dla 0<z<1
1 dla z>1

Znalez¢ wartosé oczekiwana, wariancje i mediane tej zmiennej oraz Ee™.

Wykazaé¢, ze dla dowolnej zmiennej losowej X o skonczonym drugim momencie oraz
dla dowolnego ¢ € R prawdziwa jest réwnoéé E(X — ¢)? = Var X + (EX — ¢)?. Jaka
wlasnos¢ wariancji stad wynika?

Lista zadan nr 4. Zmienne losowe dyskretne

Student zna odpowiedz na 20 sposréod 30 pytan. Losuje 5 pytan. Znalezé rozklad
zmiennej losowej Y oznaczajacej liczbe pytan, na ktére student udzieli poprawnej od-
powiedzi. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze student udzieli poprawnej odpowiedzi
na co najmniej 3 pytania. Obliczy¢ EY i VarY'.

Zmalez¢ najbardziej prawdopodobna liczbe studentéw urodzonych w niedziele w grupie
60 os6b. Ile wynosi to prawdopodobienstwo?

Prawdopodobienstwo trafienia w ‘10" wynosi 0.3, a w ‘9" wynosi 0.7. Niech S oznacza
liczbe punktow zdobytych w 10 strzalach. Wyznaczy¢ rozktad S. Obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo, ze strzelec zdobedzie co najmniej 98 punktdw.

Punkt startuje z poczatku ukladu wspétrzednych i porusza sie po prostej: przesuwa sie
o jednostke w prawo z prawdopodobienstwem 0.5 i o jednostke w lewo z prawdopo-
dobienstwem 0.5. Przyjmujac, ze poszczegélne przesuniecia sa niezalezne, wyznaczy¢
rozktad zmiennej losowej Dg oznaczjacej polozenie punktu po 6 przesunieciach. Obliczy¢
prawdopodobietistwo, ze po 10 przesunieciach punkt znajdzie sie w przedziale [—2,2].
Zaproponowac¢ interpretacje fizyczna opisanego zjawiska losowego i otrzymanego wy-
niku.

Aparatura zawiera 3000 jednakowo niezawodnych elementow. Prawdopodobienstwo ze-
psucia si¢ kazdego z nich w okresie czasu T wynosi 0.001. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze w okresie T' zepsuja sie co najmniej cztery elementy? Ile elementéw zapa-
sowych trzeba przygotowaé, aby z prawdopodobienstwem co najmniej 0,95 wystarczlo
ich do wymiany wszystkich zepsutych elementéw? Obliczy¢ ET oraz VarT.

Centrala telefoniczna obstuguje 300 abonentéw. Kazdy abonent, niezaleznie od pozo-
stalych abonentéw, moze z prawdopodobienstwem 0.02 zamoéwi¢ polaczenie zewnetrzne.
Jaka powinna by¢ minimalna liczba taczy zewnetrznych do tej centrali, aby z prawdo-
podobienstwem 0.9 byly zrealizowane wszystkie zamdéwienia abonentéw na polaczenia
zewnetrzne?

Prawdopodobienstwo wyprodukowania wybrakowanego wiertta wynosi 0.02. Niech X
oznacza liczbe sprawdzonych wiertet wzietych z biezacej produkcji do momentu znale-
zienia wiertta wybrakowanego. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze liczba przebadanych
wiertet przekroczy 30, oraz prawdopodobienstwo, ze liczba przebadanych wiertet bedzie
podzielna przez 10.



41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Rzucamy dwiema kostkami. Oznaczmy przez X liczbe rzutéw pierwsza kostka do chwili
otrzymania szdstki, a przez Y liczbe rzutow druga kostka do chwili otrzymania parzystej
liczby oczek. Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze wykonamy te sama liczbe rzutéw obiema
kostkami. Wsk. Zapisa¢ rozwazane zdarzenie za pomoca zmiennych losowych X i Y.
Poréwna¢ wartosci oczekiwane obu zmiennych.

Lista zadan nr 5. Zmienne losowe ciagle. Funkcje zmiennych losowych

Czas poprawnej pracy systemu zlozonego z jednostki zasadniczej oraz zapasowej ma
gestosé

fz) =

Obliczy¢ ¢, EX, prawdopodobienstwo tego, ze system bedzie pracowal poprawnie przez
co najmniej 5 jednostek czasu oraz wspoélczynnik skosnosci. Wsk. Skorzysta¢ z faktu,
ze dla zmiennej losowej W o rozkladzie wykladniczym z parametrem A mamy EW"™ =
nl/A", n > 1.

cre ™% | x>0
0 , poza tym -

1
Zmienna losowa Y ma rozklad o gestosci f(z) = 22 dla x> 1 . Czy istnieje EY?
0 poza tym

Obliczy¢ EV/Y InY.

Gestosé zmiennej losowej X ma postaé f(zx) = (|p|+1)p, gdzie p > 1. Dla jakich p
x
istnieje moment rzedu k (i wobec tego wszystkie momenty nizszego rzedu) zmiennej X,
ale nie istnieje moment rzedu k+1, k = 1,2, .... Obliczy¢ wspélczynnik sptaszczenia dla
p = 6.
Zmienna losowa X ma gestos¢
k! 1

fr(z) =2 z € R,

[1-3-...-(2k — 1)|7 (1 + a?)k+1’
gdzie k > 1. Obliczy¢ EX oraz Var X. Dla k = 2 obliczy¢ wspdtezynnik skosnosci
i splaszczenia. Rozklad zmiennej losowej tor1 = 2k 4+ 1X nazywa sie rozktadem
Studenta z 2k + 1 stopniami swobody. Poda¢ wariancje rozkladu Studenta z 5 stopniami
swobody.

Wykazaé, ze zmienna losowa X o rozktadzie wykladniczym ma nastepujaca wlasnosé
braku pamieci
P(X >t+s|X >s)=P(X >t), s,t>0.

Poda¢ interpretacje tej wlasnosci. Wykazaé, ze jedynym rozkltadem ciaglym o tej
wlasnosci jest rozktad wykladniczy.

Czas trwania rozmowy telefonicznej T' ma rozklad wykladniczy o Sredniej m minut.
Co a sekund automat zalicza jeden impuls w cenie 30 gr. Niech K oznacza koszt
przeprowadzonej rozmowy. Znalezé¢ rozklad zmiennej losowej K.

Promien R kuli jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na odcinku [49, 51] mm.
Zmalezé¢ gestosé rozktadu masy M kuli, jesli kule wykonano z zelaza o gestosci 7.88

g/cm?.
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Niech M oznacza najwieksza sposréd 4 losowo wybranych liczb z odcinka [0,1]. Wy-
kaza¢, ze P(M < z) = 2* dla x € [0,1]. Wywnioskowa¢ stad, ze zmienna M ma
gestosé
[ 42? dla z €10,1]
flw) = { 0  poza tym

Obliczy¢ EM i VarM oraz wspotczynnik zmiennosci. Nazwaé ten rozktad.

Pomieszczenie jest oswietlone za pomoca dwoch zaréwek pracujacych w niezaleznych
obwodach. Czasy zycia X,Y zaréwek maja rozktad wyktadniczy z parametrem A = 0.1.
Niech T oznacza moment przepalenia si¢ ostatniej sprawnej zarowki. Znalezé gestosé
T. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze T' przekroczy 20.

Lista zadan nr 6. Rozklad normalny. Nieréwnosci

Dobra¢ stata c tak, aby funkcja f(z) = cexp{8x — 22}, = € R, byla gestoscia pewnego
rozktadu. Jakiego?

Dtugosé (w mm) produkowanych detali ma rozklad normalny z parametrami m = 9, o =
0.03. Norma przewiduje wyroby o wymiarach 9£0.05 mm. Jaki procent produkowanych
detali nie spelnia wymogdéw normy? Jakie moze by¢ dopuszczalne o, aby procent detali
nie speliajacych wymagan normy nie przekroczyt 0.1% 7

Przy duzej liczbie pomiaréw wykonanych pewnym przyrzadem stwierdzono, ze 75%
bledéw nie przekracza co do wartosci bezwzglednej 1.25 mm. Obliczy¢ odchylenie stan-
dardowe bledu pomiaru, zakladajac, ze ma on rozklad normalny o $redniej zero.

Temperatura T gazu (w °C') znajdujacego sie w zamknietym naczyniu o statej objetosci
v = 0.01 m? jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym N(20, 0.5). Wyznaczy¢ rozktad
cisnienia P tego gazu, korzystajac z rownania Clapeyrona: % = nR, gdzie R = 8.31
J/K mol, a n = 1 mol gazu oraz t = T + 273.15. Obliczy¢ prawdopodobietistwo, ze

ci$nienie nie przekroczy 2.45 - 10° Pa.

Roczny opad deszczu (w ¢cm) w pewnym regionie ma rozklad normalny N (100, 10).
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w roku biezacym oraz dwu kolejnych latach roczny
opad nie przekroczy 112 cm?

Niech ®(x) bedzie dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego. Wykazaé, ze dla
x > 1 zachodzi nieréwnosc¢

1 1 1
(35 ) #le) <1~ 2(0) < Loto)
gdzie p(r) = ®'(x) jest gestoscia standardowego rozktadu normalnego. Za pomoca

tej nieréwnosci oszacowaé ®(2), ®(3), ®(5) oraz P(10). Poréwnaé oszacowania z
warto$ciami w tablicach.

Zmienna losowa X ma rozktad N(0,c). Dla jakich ¢ mamy EeX * < 0o. Znalezé funkcje
M(t) = EetX, t € R (funkcja tworzaca momenty X).

Niech Z bedzie zmienna losowa o rozkladzie N(0,0). Wyznaczyé gesto$é zmiennej
losowej Y = Z?2, wyznaczajac najpierw jej dystrybuante. Uzasadnié, Zze Y ma rozkltad
gamma. Podaé¢ parametry tego rozkladu.
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Niech h(z) bedzie funkcja rézniczkowalna Scisle wypukla na prostej, a X zmienna losowa
taka, ze EX oraz Fh(X) istnieja. Udowodni¢ nieréwnosé Jensena Eh(X) > h(EX).
Wykazaé, ze réwnos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy P(X = EX) = 1.

Dodatnia zmienna losowa X ma wartos¢ oczekiwana 4. Za pomoca nieréwnosci Jensena
oszacowa¢ EX3, ElnX, E12+—XX Jesli ponadto Var X = 9, to czy mozna poprawic
znalezione oszacowania.

Rzucamy sto razy kostka do gry. Za pomoca odpowiednich nieréwnosci oszacowac
prawdopodobienstwo tego, ze liczba szostek wyniesie co najmniej 10 oraz prawdopodo-
bienstwo tego, ze suma wyrzuconych oczek znajdzie sie w przedziale od 300 do 400.

64% studentéw zdaje egzaminy w pierwszym terminie. Za pomoca odpowiedniej nieréw-
nosci oszacowa¢ prawdopodobienstwo tego, ze w grupie 5000 studentéw w pierwszym
terminie zda od 3100 do 3250 studentow.

4% os6b ma krew typu AB Rh™. Za pomoca odpowiedniej nieréwnosci oszacowaé
prawdopodobienstwo, ze w grupie 150 0s6b bedzie co najmniej 10 oséb z ta grupa krwi.

Za pomoca generatora liczb pseudolosowych w kalkulatorze wygenerowaé¢ po 10 obser-
wacji zmiennych losowych z zad. 50 oraz zad. 55 i obliczy¢ czestosci zdarzen okreslonych
w tych zadaniach.

Lista zadan nr 7. Zmienne losowe dwuwymiarowe

Dobraé stata ¢ tak, aby funkcja

Joez+y) dla 0<y<z<]1,
f@.y) _{ 0 poza tym,

byta gestoscia dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y). Obliczy¢ P(X? +Y? < 1)
oraz wspoétezynnik korelacji zmiennych X, Y. Znalezé gestosé X oraz zmiennej losowe]
V = XY. Uzasadni¢, ze X,Y sa zalezne.

Dwuwymiarowa dyskretna zmienna losowa ma rozklad okreslony nastepujaco:
PX =1Y =1) =02, PIX =1Y =2) =03 PX =2Y =2 =01,
P(X =3,Y = 1) = 04. Zapisa¢ ten rozktad w tabeli. Wyznaczy¢ P(XY < 4),
wspélezynnik korelacji zmiennych XY, Var(2X 4 Y) oraz rozstrzygnaé kwestie nie-
zaleznosci zmiennych X, Y.

Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma gestos¢ f(x,y) = c(z* 4 xy) dla0 <z <1
i0 <y < 2oraz 0 poza tym. Obliczy¢ ¢, P(X > Y), macierz kowariancji oraz
E(Y|X = z). Znalez¢ gesto$¢ sumy X + Y.

Wiadomo, ze EX = 0, EFY = —1, VarX = 2, VarY = 3, pxy = —%. Obliczy¢
wspotczynnik korelacji zmiennych U = X + Y,V = 2X — Y + 3. Powtérzy¢ to samo
obliczenie przy zalozeniu, ze X, Y sa niezalezne.

Niech XY beda wspéhrzednymi losowo wybranego punktu z kwadratu K = {(z,y) :
|z| + |y| < 1}. Napisaé gesto$é dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y). Uzasadnié, ze
wspdtezynnik korelacji tych zmiennych jest rowny zero, ale zmienne sa zalezne.

Dwuwymiarowa zmienna losowa ma gesto$é¢ f(z,y) = cexp{—a?+ 2xy — 3y?}. Obliczy¢
¢ oraz wspodtezynnik korelacji zmiennych X, Y. Znalez¢ rozktad sumy X + Y.
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Srednia ocen z egzaminéw w czasie studiéw E ma rozklad N(3.6,0.3), a érednia ocen
z zaliczenn Z ma rozktad N(4.2,0.35). Wspétezynnik korelacji tych zmiennych wynosi
PEZ = % Przyjmujac, ze taczny rozklad zmiennych E, Z jest normalny znalezé rozklad
sredniej oceny ze studiow obliczanej ze wzoru S = % Obliczyé¢ P(S > 4).

Dtugosé zapatek ma rozklad normalny o sredniej 43 mm z odchyleniem standardowym
3 mm, a dlugosé¢ pudelek ma takze rozklad normalny z odchyleniem standardowym 4
mm. Wyznaczy¢ nominalna dlugo$é pudelek, przy ktorej prawdopodobienstwo tego, ze
zapatka nie zmiesci sie w pudetku bylo mniejsze niz 0.002. Przyja¢, ze dlugosci zapatek
i pudelek sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Wzrost (w cm) i waga (w kg) mezczyzn maja taczny rozkltad normalny z parametrami
my = 175, mg = 74, 0? = 64, 03 = 25, p = 0.8. Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego,
ze przypadkowo wybrany mezczyzna wazy wiecej niz 80 kg, jesli wiadomo, ze ma wzrost
171 cm. Ile wynosi to prawdopodobienistwo bez uwzglednienia informacji o wzroscie?

Lista zadan nr 8. Funkcje charakterystyczne. Twierdzenia graniczne.
Centralne twierdzenie graniczne

Obliczy¢ gestos¢ drugiej i trzeciej potegi splotowej rozkladu jednostajnego na odcinku
[0,1].

Wyznaczyé¢ funkcje charakterystyczna rozkladu Laplace’a o gestosci f(x) = %e"\m.

Korzystajac z tego wyniku znalez¢ funkcje charakterystyczna rozkladu Cauchy’ego o
1A

gestosci f(z) = 2z

Znalez¢ funkcje charakterystyczna rozkladu dwupunktowego P(X = 1) = p, P(X =
0) = 1 — p. Przedstawiajac zmienna losowa o rozkladzie Bernoulliego w postaci sumy
niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie dwupunktowym, wyznaczy¢ funkcje cha-
rakterystyczna rozkladu Bernoulliego.

Stosujac metode funkeji charakterystycznych wykazaé, ze splot rozkladu gamma z para-
metrami b, p; z rozktadem gamma z parametrami b, p, jest rozkladem gamma z para-
metrami b. p; + ps.

Zmienna losowa X ma funkcje charakterystyczna ¢(t). Znalezé funkcje charaktery-
styczne zmiennych — X oraz X, — X5, gdzie X7, X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o tym samym rozkladzie co X.

Niech X, bedzie ciagiem zmiennych losowych o rozkladach Poissona z parametrami
odpowiednio \,, gdzie A, — o00. Za pomoca funkcji charakterystycznych wykazaé, ze
ciag X, jest asymptotycznie normalny N (A, v \,).

Liczba zgloszen klientow do systemu obstugi w ciagu godziny ma rozktad Poissona z pa-
rametrem \ = 120. Korzystajac z poprzedniego zadania, obliczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze w najblizszej godzinie bedzie co najwyzej 140 zgloszen klientéw.

Rozwiaza¢ zadania 61 oraz 62, korzystajac z centralnego twierdzenia granicznego.

Komputer dodaje 1200 liczb rzeczywistych, z ktéorych kazda zaokragla do najblizszej

liczby calkowitej. Zaklada sie, ze bledy zaokraglen sa wzajemnie niezalezne i maja
rozktad jednostajny na odcinku [—%, %} Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze blad

bezwzgledny calego obliczenia nie przekroczy 10.
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W Towarzystwie Ubezpieczeniowym jest ubezpieczonych 10000 samochodéw. Kazdy z
wtascicieli optaca roczna sktadke 200 zt za samochdd. Srednio dla 11 samochodéw na
1000 jest zgloszona szkoda w ciagu roku. Wiascicielowi uszkodzonego pojazdu Towarzy-
stwo wyptaca 10 tys. zt. Koszty prowadzenia dzialalnosci sa state i wynosza rocznie 600
tys. zl. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze po roku dzialalnosci: a) Towarzystwo
nie poniesie strat; b) zysk Towarzystwa przekroczy 200 tys. zt ?

Czas pracy lampy pewnego typu ma rozklad wyktadniczy o sredniej 900 godzin. Ile
lamp trzeba mie¢ w zapasie, aby wystarczylo ich na 4 lata nieprzerwanej pracy z praw-
dopodobienstwem 0.99 ? Przyjmujemy, ze spalona lampa jest natychmiast wymieniana
na nowa.

Zmienne losowe niezalezne X, X, ... maja rozklad wykladniczy z parametrami odpo-
wiednio 1, {%, %, w... Czy dla ciagu (X,) zachodzi prawo wielkich liczb? Czy ciag
X1+ ..+ X

érednich arytmetycznych —————" jest zbiezny? Jedli tak, to do jakiej granicy.

n
Zmienne losowe niezalezne X, Xs,... maja rozklady: a) P(X, = 4n) = n™?,
PX,=0)=1-2n"%n=1,2,..; b) P(X, = +n%) = 1/(2n), P(X, =0) =

1 —1/n,n = 1,2,... Sprawdzi¢ dla jakich a zachodzi prawo wielkich liczb dla tak
okreslonych ciagéw.

Niech Zy, Z,, ... ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie standardowym nor-
malnym. Znalez¢ granice (wedtug prawdopodobienstwa lub wedlug rozkladu) ciagéw

(Z1+ Zo+ ...+ Zy)? Zt+Zy+ ..+ 2}
2+ Z3+ ..+ 22 2+ Z3+ ..+ 73,

(Obliczanie calki metoda Monte Carlo). Niech f(z) bedzie funkcja ciagla na od-
cinku [a, b] przyjmujaca wartosci w przedziale [0, M], czyli 0 < sup,¢(, ) f(7) < M oraz
I = ff f(z)dz. Niech Uy, Us,, ... bedzie ciagiem liczb losowych. Wtedy ciag punktow
Qi(a + (b — a)Us;—1, M Us;) jest ciagiem punktéw losowych z kwadratu [a, b] x [0, M].
Oznaczmy przez I, liczbe tych punktéw @Q;,i < n, ktére leza pod wykresem funkcji
f(x). Z prawa wielkich liczb wywnioskowaé, ze I,,/n Sy Korzystajac z centralnego
twierdzenia granicznego, znalez¢ minimalna liczbe n dla ktérej

I
P<—n—I

n

>5><a

dla dowolnych matych liczb § i a.

Rozwazmy catki

L 2 4
I —/ e " dx, J —/ —dx.
0 0o V1+ a2

Wiadomo, ze J = (3In(2 + v/5) 4+ 10v/5)/8 ~ 3.336. Natomiast, rozwijajac funkcje
podcatkowa w [ w szereg potegowy, obliczy¢ jej wartos¢ z dokladnoscia do trzech miejsc
po przecinku.

Wybra¢ odpowiednie wartosci statej M, o ktérej mowa w zadaniu poprzednim, dla obu
calek. Za pomoca generatora liczb pseudolosowych w kalkulatorze (lub tablic liczb loso-
wych), wylosowaé 20 punktéw z odpowiedniego prostokata i znalezé przyblizone wartosci
obu calek. Poréwnac otrzymane czestosci z wartosciami calek. Sporzadzi¢ rysunek. Dla
obu calek obliczy¢ minimalne n, dla ktérego otrzymamy przyblizone wartosci calek z
doktadnoscia do 0.01 z prawdopodobienstwem co najmniej 0.95.
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