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7. A. Papoulis, Prawdopodobieństwo, zmienne losowe i procesy stochastyczne, WNT, War-
szawa 1972.
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Lista zadań nr 1. Przestrzeń probabilistyczna

1. Niech A,B,C ⊂ Ω. Za pomoc ↪a diagramów Venna udowodnić tożsamości

A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C = (A \B) ∩ (A \ C), A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

Napisać te tożsamości z użyciem operacji dope lnienia. Zauważyć, że dla A = Ω otrzy-
mujemy prawa de Morgana.

2. Urz ↪adzenie sk lada si ↪e z dwóch modu lów I typu oraz trzech modu lów II typu. Niech
Ai, i = 1, 2, oznacza zdarzenie, że i-ty modu l I typu jest sprawny, a Bj; j = 1, 2, 3,
że j-ty modu l II typu jest sprawny. Za pomoc ↪a Ai oraz Bj zapisać zdarzenie C, że
urz ↪adzenie jest sprawne, jeśli do sprawnego dzia lania potrzeba co najmniej jednego
modu lu I typu i co najmniej dwóch modu lów II typu.

3. Wiadomo, że P (A∪B) = 3
4
, P (A∩B) = 1

2
oraz P (A \B) = P (B \A). Obliczyć P (A)

i P (A \B).

4. Przy dwukrotnym rzucie pewn ↪a monet ↪a zaobserwowano, że konfiguracja OR pojawia si ↪e
w 4/9 przypadków. Czy moneta, któr ↪a wykonywano rzuty jest symetryczna? Określić
przestrzeń probabilistyczn ↪a tak, aby powyższy warunek by l spe lniony. Czy przestrzeń
probabilistyczna jest wyznaczona jednoznacznie?

5. Nierówność Bonferroniego. Wykazać, że dla dowolnych zdarzeń A1, A2, ..., An za-
chodzi nierówność

P (A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An) > P (A1) + ...+ P (An)− (n− 1).

6. Obliczyć prawdopodobieństwo, że przy grze w brydża gracz otrzyma a) 7 pików,
b) 7 kart w jednym kolorze.

7. Dziecko bawi si ↪e literami A,A,A,E,K,M,M,T,T,Y. Obliczyć prawdopodobieństwo zda-
rzenia, że przypadkowo u loży s lowo MATEMATYKA.

8. Obliczyć prawdopodobieństwo tego, że w rzucie pi ↪ecioma kostkami wypadnie konfigu-
racja 1-2-3-4-5 lub 2-3-4-5-6.

9. W pewnym mieście znajduj ↪a si ↪e trzy hotele. Pewnego dnia przyjecha lo do tego miasta
pi ↪eciu podróżnych. Jakie jest prawdopodobieństwo, że wszyscy podróżni zg losz ↪a si ↪e do
tego samego hotelu? Jakie za lożenie tutaj czynimy?

10. Rozmieszczamy losowo n kul w n komórkach. Jakie jest prawdopodobieństwo zdarzenia,
że dok ladnie jedna komórka b ↪edzie pusta. Podać wynik dla n = 5. Wsk. Wprowadzić
zdarzenia Aij oznaczaj ↪ace, że i-ta komórka b ↪edzie pusta, a j-ta b ↪edzie zawiera la dwie
kule.

11. Na nieograniczon ↪a szachownic ↪e o boku kwadratu d lugości a rzucono losowo monet ↪e
o promieniu R, 2R < a. Obliczyć prawdopodobieństwo tego, że moneta zmieści si ↪e
ca lkowicie w jednym z pól szchownicy?

12. (Zadanie Buffona) P laszczyzn ↪e podzielono prostymi równoleg lymi odleg lymi o 2a.
Na p laszczyzn ↪e t ↪e rzucamy w sposób przypadkowy ig l ↪e o d lugości 2l < 2a. Obliczyć
prawdopodobieństwo tego, że ig la przetnie jedn ↪a z prostych?
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13. Wybrano losowo trzy liczby z odcinka [0, 1]. Obliczyć prawdopodobieństwo, że suma
tych liczb b ↪edzie w przedziale [1, 3

2
]?

14. Losujemy liczb ↪e naturaln ↪a. Obliczyć prawdopodobieństwo tego, że otrzymamy liczb ↪e
podzieln ↪a przez dwa lub przez trzy. Wyjaśnić nieprecyzyjność tego pytania i skonstru-
ować dwie różne przestrzenie probabilistyczne daj ↪ace różne odpowiedzi na postawione
pytanie.

Lista zadań nr 2. Prawdopodobieństwo warunkowe. Niezależność

15. Dla zdarzeń A, B mamy: P (A) = 0.8, P (B) = 0.7 oraz P (A ∩ B) = r. Jaki warunek
winna spe lniać liczba r ? Wyrazić za pomoc ↪a r prawdopodobieństwa P (A∪B | A′∪B′)
oraz P (A \B | A ∪B).

16. Pewna metoda izotopowa wykrywania uszkodzeń daje nast ↪epuj ↪ace wyniki:
jeśli urz ↪adzenie ma uszkodzenie to metoda ta wykrywa je w 90% przypadków i nie
wykrywa w 10% przypadków;
jeśli urz ↪adzenie nie ma uszkodzenia to metoda ta daje w 99% przypadków wynik zgodny
ze stanem faktycznym i w 1% przypadków informuje o defekcie, którego nie ma.
W pewnej partii urz ↪adzeń jest 10% maj ↪acych defekt. Obliczyć prawdopodobieństwo
tego, że urz ↪adzenie, które przesz lo pozytywnie kontrol ↪e izotopow ↪a jest w rzeczywistości
uszkodzone.

17. Wśród 5 monet jedna jest z dwoma or lami. Wylosowano jedn ↪a monet ↪e i rzucono ni ↪a
7 razy. Obliczyć prawdopodobieństwo, że rzucano monet ↪a z dwoma or lami, jeśli otrzy-
mano same or ly.

18. Z urny zawieraj ↪acej 5 kul bia lych i 5 kul czarnych losujemy bez zwracania 3 kule.
Nast ↪epnie wylosowane kule wrzucamy do urny zawieraj ↪acej 4 kule bia le i 3 czarne, po
czym losujemy z niej bez zwracania 2 kule. Obliczyć prawdopodobieństwo, że wszystkie
(tj. pi ↪eć) wylosowane kule b ↪ed ↪a bia le.

19. W urnie znajduje si ↪e k + 1 niesymetrycznych monet; i−ta moneta pokazuje or la z
prawdopodobieństwem i/k, i = 1, 2, ..., k. Wyci ↪agamy losowo monet ↪e z urny i rzucamy
ni ↪a. Obliczyć prawdopodobieństwo pkn tego, że n + 1 rzut t ↪a monet ↪a da or la, jeśli n

pierwszych rzutów da lo same or ly. Pokazać, że lim
k→∞

pkn =
n+ 1

n+ 2
.

20. Przy masowej produkcji pewnych detali uzyskuje si ↪e 20% braków. Obliczyć prawdo-
podobieństwo tego, że wśród 5 przypadkowo wzi ↪etych detali b ↪edzie co najmniej jeden
brak. Ile detali wystarczy wzi ↪ać, aby prawdopodobieństwo tego, że b ↪edzie wśród nich
co najmniej jeden brak by lo 0.99 ?

21. Trzech strzelców odda lo po jednym strzale. Dwa pociski trafi ly w cel. Jakie jest praw-
dopodobieństwo tego, że trafi l trzeci strzelec, jeśli prawdopodobieństwa trafienia dla
kolejnych strzelców s ↪a 0.6, 0.5, 0.4.

22. Zdarzenia A,B,C s ↪a niezależne. Wykazać, że zdarzenia A∪B, C s ↪a także niezależne.
Czy wystarczy warunek P (A ∩ B ∩ C) = P (A)P (B)P (C)? Rozważyć nast ↪epuj ↪acy
przyk lad: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, P − klasyczne, A = {1, 2, 3, 4},B = {1, 2, 5, 6},
C = {1, 6, 7, 8}.
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23. Zdarzenia A, B, C spe lniaj ↪a warunek P (A ∩B | C) = P (A | C)P (B | C). Czy wynika
st ↪ad, że zdarzenia A, B s ↪a niezależne? Odpowiedź uzasadnić.

Lista zadań nr 3. Zmienna losowa. Dystrybuanta

24. Niech Ω = [0, 2], a P prawdopodobieństwo geometryczne na Ω. Zmienna losowa X jest
określona wzorem

X(ω) =


1 dla ω ∈ [0, 2

3
]

3− 3ω dla ω ∈ (2
3
, 1]

0 dla ω ∈ (1, 3
2
]

2ω − 3 dla ω ∈ (3
2
, 2]

.

Znaleźć dystrybuant ↪e zmiennej X. Czy zmienna losowa X ma rozk lad (absolutnie)
ci ↪ag ly? Jeśli tak, to znaleźć jej g ↪estość, a jeśli nie to przedstawić dystrybuant ↪e jako kom-
binacj ↪e wypuk l ↪a dystrybuanty rozk ladu dyskretnego i dystrybuanty rozk ladu ci ↪ag lego.
Obliczyć prawdopodobieństwo P (X ∈ [0.8, 1.8]).

25. Niech Y oznacza moment pojawienia si ↪e pierwszego sukcesu w ci ↪agu prób Bernoulliego,
w których prawdopodobieństwo sukcesu wynosi p. Znaleźć dystrybuant ↪e zmiennej loso-
wej Y i określić typ rozk ladu. Obliczyć prawdopodobieństwo tego, że pierwszy sukces
pojawi si ↪e w momencie parzystym.

26. Wygrana W w pewnej loterii przyjmuje wartości 0, 1, 2, 10 przy czym P (W = 0) = 2
5
,

a P (W = 10) jest dziesi ↪eć razy mniejsze niż P (W = 1) i cztery razy mniejsze niż
P (W = 2). Napisać rozk lad zmiennej W i obliczyć prawdopodobieństwo, że W b ↪edzie
liczb ↪a parzyst ↪a. Narysować dystrybuant ↪e zmiennej W . Obliczyć EX.

27. Znaleźć warunki, jakie powinna spe lniać funkcja ci ↪ag la na prostej f(x), aby funkcja
F (x) = e−f(x) by la dystrybuant ↪a pewnej zmiennej losowej.

28. Dobrać sta le A, B tak, aby funkcja F (x) = A + B arctg 2x by la dystrybuant ↪a pewnej
zmiennej losowej X. Znaleźć g ↪estość tej zmiennej i obliczyć P (X > 4).

29. Tygodniowa sprzedaż benzyny Y (w tys. hl) na pewnej stacji ma rozk lad o gȩstości

f(x) =

{
c(x− x2) , 0 ≤ x ≤ 1
0 , poza tym

.

Obliczyć c oraz P (1
3
6 X 6 3

4
). Znaleźć i wykreślić dystrybuant ↪e. Na wykresie dystry-

buanty i g ↪estości zaznaczyć obliczone uprzednio prawdopodobieństwo. Jak ↪a pojemność
winien mieć zbiornik na tej stacji, aby prawdopodobieństwo tego, że zabraknie benzyny
przed końcem tygodnia by lo nie wi ↪eksze niż 0.01 ?

30. Wybrano losowo liczb ↪e z odcinka [0,1]. Niech V oznacza iloraz d lugości krótszego z
otrzymanych dwóch odcinków przez d lugość d luższego. Znaleźć i narysować dystrybu-
ant ↪e oraz g ↪estość zmiennej losowej V . Obliczyć jej wartość oczekiwan ↪a i wariancj ↪e.

31. Za pomoc ↪a ca lki Riemanna-Stjeltjesa obliczyć EX oraz E
√
X dla zmiennej losowej z

zad. 24. Sprawdzić, że

EX =
1

2

∫ 2

0

X(ω)dω.
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32. Zmienna losowa X ma dystrybuant ↪e

F (x) =


0 dla x 6 0

1
5
(x+ 1)2 dla 0 < x 6 1

1 dla x > 1
.

Znaleźć wartość oczekiwan ↪a, wariancj ↪e i median ↪e tej zmiennej oraz EeX .

33. Wykazać, że dla dowolnej zmiennej losowej X o skończonym drugim momencie oraz
dla dowolnego c ∈ R prawdziwa jest równość E(X − c)2 = VarX + (EX − c)2. Jaka
w lasność wariancji st ↪ad wynika?

Lista zadań nr 4. Zmienne losowe dyskretne

34. Student zna odpowiedź na 20 spośród 30 pytań. Losuje 5 pytań. Znaleźć rozk lad
zmiennej losowej Y oznaczaj ↪acej liczb ↪e pytań, na które student udzieli poprawnej od-
powiedzi. Obliczyć prawdopodobieństwo tego, że student udzieli poprawnej odpowiedzi
na co najmniej 3 pytania. Obliczyć EY i VarY .

35. Znaleźć najbardziej prawdopodobn ↪a liczb ↪e studentów urodzonych w niedziel ↪e w grupie
60 osób. Ile wynosi to prawdopodobieństwo?

36. Prawdopodobieństwo trafienia w ‘10’ wynosi 0.3, a w ‘9’ wynosi 0.7. Niech S oznacza
liczb ↪e punktów zdobytych w 10 strza lach. Wyznaczyć rozk lad S. Obliczyć prawdopo-
dobieństwo, że strzelec zdob ↪edzie co najmniej 98 punktów.

37. Punkt startuje z pocz ↪atku uk ladu wspó lrz ↪ednych i porusza si ↪e po prostej: przesuwa si ↪e
o jednostk ↪e w prawo z prawdopodobieństwem 0.5 i o jednostk ↪e w lewo z prawdopo-
dobieństwem 0.5. Przyjmuj ↪ac, że poszczególne przesuni ↪ecia s ↪a niezależne, wyznaczyć
rozk lad zmiennej losowej D6 oznaczj ↪acej po lożenie punktu po 6 przesuni ↪eciach. Obliczyć
prawdopodobieństwo, że po 10 przesuni ↪eciach punkt znajdzie si ↪e w przedziale [−2, 2].
Zaproponować interpretacj ↪e fizyczn ↪a opisanego zjawiska losowego i otrzymanego wy-
niku.

38. Aparatura zawiera 3000 jednakowo niezawodnych elementów. Prawdopodobieństwo ze-
psucia si ↪e każdego z nich w okresie czasu T wynosi 0.001. Jakie jest prawdopodo-
bieństwo, że w okresie T zepsuj ↪a si ↪e co najmniej cztery elementy? Ile elementów zapa-
sowych trzeba przygotować, aby z prawdopodobieństwem co najmniej 0,95 wystarcz lo
ich do wymiany wszystkich zepsutych elementów? Obliczyć ET oraz VarT .

39. Centrala telefoniczna obs luguje 300 abonentów. Każdy abonent, niezależnie od pozo-
sta lych abonentów, może z prawdopodobieństwem 0.02 zamówić po l ↪aczenie zewn ↪etrzne.
Jaka powinna być minimalna liczba  l ↪aczy zewn ↪etrznych do tej centrali, aby z prawdo-
podobieństwem 0.9 by ly zrealizowane wszystkie zamówienia abonentów na po l ↪aczenia
zewn ↪etrzne?

40. Prawdopodobieństwo wyprodukowania wybrakowanego wiert la wynosi 0.02. Niech X
oznacza liczb ↪e sprawdzonych wierte l wzi ↪etych z bież ↪acej produkcji do momentu znale-
zienia wiert la wybrakowanego. Obliczyć prawdopodobieństwo, że liczba przebadanych
wierte l przekroczy 30, oraz prawdopodobieństwo, że liczba przebadanych wierte l b ↪edzie
podzielna przez 10.
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41. Rzucamy dwiema kostkami. Oznaczmy przez X liczb ↪e rzutów pierwsz ↪a kostk ↪a do chwili
otrzymania szóstki, a przez Y liczb ↪e rzutów drug ↪a kostk ↪a do chwili otrzymania parzystej
liczby oczek. Obliczyć prawdopodobieństwo, że wykonamy t ↪e sam ↪a liczb ↪e rzutów obiema
kostkami. Wsk. Zapisać rozważane zdarzenie za pomoc ↪a zmiennych losowych X i Y .
Porównać wartości oczekiwane obu zmiennych.

Lista zadań nr 5. Zmienne losowe ci ↪ag le. Funkcje zmiennych losowych

42. Czas poprawnej pracy systemu z lożonego z jednostki zasadniczej oraz zapasowej ma
g ↪estość

f(x) =

{
cxe−x/2 , x ≥ 0
0 , poza tym

.

Obliczyć c, EX, prawdopodobieństwo tego, że system b ↪edzie pracowa l poprawnie przez
co najmniej 5 jednostek czasu oraz wspó lczynnik skośności. Wsk. Skorzystać z faktu,
że dla zmiennej losowej W o rozk ladzie wyk ladniczym z parametrem λ mamy EW n =
n!/λn, n > 1.

43. Zmienna losowa Y ma rozk lad o g ↪estości f(x) =

{ 1

x2
dla x > 1

0 poza tym
. Czy istnieje EY ?

Obliczyć E
√
Y lnY .

44. G ↪estość zmiennej losowej X ma postać f(x) =
p− 1

(|x|+ 1)p
, gdzie p > 1. Dla jakich p

istnieje moment rz ↪edu k (i wobec tego wszystkie momenty niższego rz ↪edu) zmiennej X,
ale nie istnieje moment rz ↪edu k+1, k = 1, 2, .... Obliczyć wspó lczynnik sp laszczenia dla
p = 6.

45. Zmienna losowa X ma g ↪estość

fk(x) = 2k
k!

[1 · 3 · ... · (2k − 1)]π

1

(1 + x2)k+1
, x ∈ R,

gdzie k > 1. Obliczyć EX oraz VarX. Dla k = 2 obliczyć wspó lczynnik skośności
i sp laszczenia. Rozk lad zmiennej losowej t2k+1 =

√
2k + 1X nazywa si ↪e rozk ladem

Studenta z 2k+1 stopniami swobody. Podać wariancj ↪e rozk ladu Studenta z 5 stopniami
swobody.

46. Wykazać, że zmienna losowa X o rozk ladzie wyk ladniczym ma nast ↪epuj ↪ac ↪a w lasność
braku pami ↪eci

P (X > t+ s|X > s) = P (X > t), s, t ≥ 0.

Podać interpretacj ↪e tej w lasności. Wykazać, że jedynym rozk ladem ci ↪ag lym o tej
w lasności jest rozk lad wyk ladniczy.

47. Czas trwania rozmowy telefonicznej T ma rozk lad wyk ladniczy o średniej m minut.
Co a sekund automat zalicza jeden impuls w cenie 30 gr. Niech K oznacza koszt
przeprowadzonej rozmowy. Znaleźć rozk lad zmiennej losowej K.

48. Promień R kuli jest zmienn ↪a losow ↪a o rozk ladzie jednostajnym na odcinku [49, 51] mm.
Znaleźć g ↪estość rozk ladu masy M kuli, jeśli kul ↪e wykonano z żelaza o g ↪estości 7.88
g/cm3.
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49. Niech M oznacza najwi ↪eksz ↪a spośród 4 losowo wybranych liczb z odcinka [0,1]. Wy-
kazać, że P (M 6 x) = x4 dla x ∈ [0, 1]. Wywnioskować st ↪ad, że zmienna M ma
g ↪estość

f(x) =

{
4x3 dla x ∈ [0, 1]
0 poza tym

.

Obliczyć EM i VarM oraz wspó lczynnik zmienności. Nazwać ten rozk lad.

50. Pomieszczenie jest oświetlone za pomoc ↪a dwóch żarówek pracuj ↪acych w niezależnych
obwodach. Czasy życia X, Y żarówek maj ↪a rozk lad wyk ladniczy z parametrem λ = 0.1.
Niech T oznacza moment przepalenia si ↪e ostatniej sprawnej żarówki. Znaleźć g ↪estość
T . Obliczyć prawdopodobieństwo tego, że T przekroczy 20.

Lista zadań nr 6. Rozk lad normalny. Nierówności

51. Dobrać sta l ↪a c tak, aby funkcja f(x) = c exp{8x− 2x2}, x ∈ R, by la g ↪estości ↪a pewnego
rozk ladu. Jakiego?

52. D lugość (w mm) produkowanych detali ma rozk lad normalny z parametrami m = 9, σ =
0.03. Norma przewiduje wyroby o wymiarach 9±0.05 mm. Jaki procent produkowanych
detali nie spe lnia wymogów normy? Jakie może być dopuszczalne σ, aby procent detali
nie spe lniaj ↪acych wymagań normy nie przekroczy l 0.1% ?

53. Przy dużej liczbie pomiarów wykonanych pewnym przyrz ↪adem stwierdzono, że 75%
b l ↪edów nie przekracza co do wartości bezwzgl ↪ednej 1.25 mm. Obliczyć odchylenie stan-
dardowe b l ↪edu pomiaru, zak ladaj ↪ac, że ma on rozk lad normalny o średniej zero.

54. Temperatura T gazu (w 0C) znajduj ↪acego si ↪e w zamkni ↪etym naczyniu o sta lej obj ↪etości
v = 0.01 m3 jest zmienn ↪a losow ↪a o rozk ladzie normalnym N(20, 0.5). Wyznaczyć rozk lad
císnienia P tego gazu, korzystaj ↪ac z równania Clapeyrona: Pv

t
= nR, gdzie R = 8.31

J/K mol, a n = 1 mol gazu oraz t = T + 273.15. Obliczyć prawdopodobieństwo, że
císnienie nie przekroczy 2.45 · 105 Pa.

55. Roczny opad deszczu (w cm) w pewnym regionie ma rozk lad normalny N(100, 10).
Jakie jest prawdopodobieństwo, że w roku bież ↪acym oraz dwu kolejnych latach roczny
opad nie przekroczy 112 cm?

56. Niech Φ(x) b ↪edzie dystrybuant ↪a standardowego rozk ladu normalnego. Wykazać, że dla
x > 1 zachodzi nierówność(

1

x
− 1

x3

)
ϕ(x) < 1− Φ(x) <

1

x
ϕ(x),

gdzie ϕ(x) = Φ′(x) jest g ↪estości ↪a standardowego rozk ladu normalnego. Za pomoc ↪a
tej nierówności oszacować Φ(2), Φ(3), Φ(5) oraz Φ(10). Porównać oszacowania z
wartościami w tablicach.

57. Zmienna losowa X ma rozk lad N(0, σ). Dla jakich c mamy EecX
2
<∞. Znaleźć funkcj ↪e

M(t) = EetX , t ∈ R (funkcja tworz ↪aca momenty X).

58. Niech Z b ↪edzie zmienn ↪a losow ↪a o rozk ladzie N(0, σ). Wyznaczyć g ↪estość zmiennej
losowej Y = Z2, wyznaczaj ↪ac najpierw jej dystrybuant ↪e. Uzasadnić, że Y ma rozk lad
gamma. Podać parametry tego rozk ladu.
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59. Niech h(x) b ↪edzie funkcj ↪a różniczkowaln ↪a ścísle wypuk l ↪a na prostej, a X zmienn ↪a losow ↪a
tak ↪a, że EX oraz Eh(X) istniej ↪a. Udowodnić nierówność Jensena Eh(X) ≥ h(EX).
Wykazać, że równość zachodzi tylko wtedy, gdy P (X = EX) = 1.

60. Dodatnia zmienna losowa X ma wartość oczekiwan ↪a 4. Za pomoc ↪a nierówności Jensena
oszacować EX3, E lnX, E 2X

1+X
. Jeśli ponadto VarX = 9, to czy można poprawić

znalezione oszacowania.

61. Rzucamy sto razy kostk ↪a do gry. Za pomoc ↪a odpowiednich nierówności oszacować
prawdopodobieństwo tego, że liczba szóstek wyniesie co najmniej 10 oraz prawdopodo-
bieństwo tego, że suma wyrzuconych oczek znajdzie si ↪e w przedziale od 300 do 400.

62. 64% studentów zdaje egzaminy w pierwszym terminie. Za pomoc ↪a odpowiedniej nierów-
ności oszacować prawdopodobieństwo tego, że w grupie 5000 studentów w pierwszym
terminie zda od 3100 do 3250 studentów.

63. 4% osób ma krew typu AB Rh−. Za pomoc ↪a odpowiedniej nierówności oszacować
prawdopodobieństwo, że w grupie 150 osób b ↪edzie co najmniej 10 osób z t ↪a grup ↪a krwi.

64. Za pomoc ↪a generatora liczb pseudolosowych w kalkulatorze wygenerować po 10 obser-
wacji zmiennych losowych z zad. 50 oraz zad. 55 i obliczyć cz ↪estości zdarzeń określonych
w tych zadaniach.

Lista zadań nr 7. Zmienne losowe dwuwymiarowe

65. Dobrać sta la̧ c tak, aby funkcja

f(x, y) =

{
c(x+ y) dla 0 ≤ y ≤ x ≤ 1,
0 poza tym,

by la g ↪estości ↪a dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y ). Obliczyć P (X2 + Y 2 ≤ 1)
oraz wspó lczynnik korelacji zmiennych X, Y . Znaleźć g ↪estość X oraz zmiennej losowej
V = XY . Uzasadnić, że X, Y s ↪a zależne.

66. Dwuwymiarowa dyskretna zmienna losowa ma rozk lad określony nast ↪epuj ↪aco:
P (X = 1, Y = 1) = 0.2, P (X = 1, Y = 2) = 0.3, P (X = 2, Y = 2) = 0.1,
P (X = 3, Y = 1) = 0.4. Zapisać ten rozk lad w tabeli. Wyznaczyć P (XY < 4),
wspó lczynnik korelacji zmiennych X, Y , Var(2X + Y ) oraz rozstrzygn ↪ać kwesti ↪e nie-
zależności zmiennych X, Y .

67. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y ) ma g ↪estość f(x, y) = c(x2 + c
6
xy) dla 0 < x < 1

i 0 < y < 2 oraz 0 poza tym. Obliczyć c, P (X > Y ), macierz kowariancji oraz
E(Y |X = x). Znaleźć g ↪estość sumy X + Y .

68. Wiadomo, że EX = 0, EY = −1, VarX = 2, VarY = 3, ρX,Y = −2
3
. Obliczyć

wspó lczynnik korelacji zmiennych U = X + Y, V = 2X − Y + 3. Powtórzyć to samo
obliczenie przy za lożeniu, że X, Y s ↪a niezależne.

69. Niech X, Y b ↪ed ↪a wspó lrz ↪ednymi losowo wybranego punktu z kwadratu K = {(x, y) :
|x|+ |y| 6 1}. Napisać g ↪estość dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y ). Uzasadnić, że
wspó lczynnik korelacji tych zmiennych jest równy zero, ale zmienne s ↪a zależne.

70. Dwuwymiarowa zmienna losowa ma g ↪estość f(x, y) = c exp{−x2 +2xy−3y2}. Obliczyć
c oraz wspó lczynnik korelacji zmiennych X, Y . Znaleźć rozk lad sumy X + Y .
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71. Średnia ocen z egzaminów w czasie studiów E ma rozk lad N(3.6, 0.3), a średnia ocen
z zaliczeń Z ma rozk lad N(4.2, 0.35). Wspó lczynnik korelacji tych zmiennych wynosi
ρEZ = 2

3
. Przyjmuj ↪ac, że  l ↪aczny rozk lad zmiennych E,Z jest normalny znaleźć rozk lad

średniej oceny ze studiów obliczanej ze wzoru S = 2E+Z
3

. Obliczyć P (S ≥ 4).

72. D lugość zapa lek ma rozk lad normalny o średniej 43 mm z odchyleniem standardowym
3 mm, a d lugość pude lek ma także rozk lad normalny z odchyleniem standardowym 4
mm. Wyznaczyć nominalna̧ d lugość pude lek, przy której prawdopodobieństwo tego, że
zapa lka nie zmieści si ↪e w pude lku by lo mniejsze niż 0.002. Przyja̧ć, że d lugości zapa lek
i pude lek s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi.

73. Wzrost (w cm) i waga (w kg) m ↪eżczyzn maj ↪a  l ↪aczny rozk lad normalny z parametrami
m1 = 175, m2 = 74, σ2

1 = 64, σ2
2 = 25, ρ = 0.8. Obliczyć prawdopodobieństwo tego,

że przypadkowo wybrany m ↪eżczyzna waży wi ↪ecej niż 80 kg, jeśli wiadomo, że ma wzrost
171 cm. Ile wynosi to prawdopodobieństwo bez uwzgl ↪ednienia informacji o wzroście?

Lista zadań nr 8. Funkcje charakterystyczne. Twierdzenia graniczne.
Centralne twierdzenie graniczne

74. Obliczyć g ↪estość drugiej i trzeciej pot ↪egi splotowej rozk ladu jednostajnego na odcinku
[0,1].

75. Wyznaczyć funkcj ↪e charakterystyczn ↪a rozk ladu Laplace’a o g ↪estości f(x) = λ
2
e−λ|x|.

Korzystaj ↪ac z tego wyniku znaleźć funkcj ↪e charakterystyczn ↪a rozk ladu Cauchy’ego o
g ↪estości f(x) = 1

π
λ

λ2+x2
.

76. Znaleźć funkcj ↪e charakterystyczn ↪a rozk ladu dwupunktowego P (X = 1) = p, P (X =
0) = 1 − p. Przedstawiaj ↪ac zmienn ↪a losow ↪a o rozk ladzie Bernoulliego w postaci sumy
niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie dwupunktowym, wyznaczyć funkcj ↪e cha-
rakterystyczn ↪a rozk ladu Bernoulliego.

77. Stosuj ↪ac metod ↪e funkcji charakterystycznych wykazać, że splot rozk ladu gamma z para-
metrami b, p1 z rozk ladem gamma z parametrami b, p2 jest rozk ladem gamma z para-
metrami b. p1 + p2.

78. Zmienna losowa X ma funkcj ↪e charakterystyczn ↪a φ(t). Znaleźć funkcje charaktery-
styczne zmiennych −X oraz X1−X2, gdzie X1, X2 s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi
o tym samym rozk ladzie co X.

79. Niech Xn b ↪edzie ci ↪agiem zmiennych losowych o rozk ladach Poissona z parametrami
odpowiednio λn, gdzie λn → ∞. Za pomoc ↪a funkcji charakterystycznych wykazać, że
ci ↪ag Xn jest asymptotycznie normalny N(λn,

√
λn).

80. Liczba zg loszeń klientów do systemu obs lugi w ci ↪agu godziny ma rozk lad Poissona z pa-
rametrem λ = 120. Korzystaj ↪ac z poprzedniego zadania, obliczyć prawdopodobieństwo
tego, że w najbliższej godzinie b ↪edzie co najwyżej 140 zg loszeń klientów.

81. Rozwi ↪azać zadania 61 oraz 62, korzystaj ↪ac z centralnego twierdzenia granicznego.

82. Komputer dodaje 1200 liczb rzeczywistych, z których każd ↪a zaokr ↪agla do najbliższej
liczby ca lkowitej. Zak lada si ↪e, że b l ↪edy zaokr ↪agleń s ↪a wzajemnie niezależne i maj ↪a
rozk lad jednostajny na odcinku [−1

2
, 1
2
]. Obliczyć prawdopodobieństwo tego, że b l ↪ad

bezwzgl ↪edny ca lego obliczenia nie przekroczy 10.
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83. W Towarzystwie Ubezpieczeniowym jest ubezpieczonych 10000 samochodów. Każdy z
w laścicieli op laca roczn ↪a sk ladk ↪e 200 z l za samochód. Średnio dla 11 samochodów na
1000 jest zg loszona szkoda w ci ↪agu roku. W laścicielowi uszkodzonego pojazdu Towarzy-
stwo wyp laca 10 tys. z l. Koszty prowadzenia dzia lalności s ↪a sta le i wynosz ↪a rocznie 600
tys. z l. Jakie jest prawdopodobieństwo tego, że po roku dzia lalności: a) Towarzystwo
nie poniesie strat; b) zysk Towarzystwa przekroczy 200 tys. z l ?

84. Czas pracy lampy pewnego typu ma rozk lad wyk ladniczy o średniej 900 godzin. Ile
lamp trzeba mieć w zapasie, aby wystarczy lo ich na 4 lata nieprzerwanej pracy z praw-
dopodobieństwem 0.99 ? Przyjmujemy, że spalona lampa jest natychmiast wymieniana
na nowa̧.

85. Zmienne losowe niezależne X1, X2, ... maj ↪a rozk lad wyk ladniczy z parametrami odpo-
wiednio 1, 1

3√2 ,
1
3√3 , .... Czy dla ci ↪agu (Xn) zachodzi prawo wielkich liczb? Czy ci ↪ag

średnich arytmetycznych
X1 + ...+Xn

n
jest zbieżny? Jeśli tak, to do jakiej granicy.

86. Zmienne losowe niezależne X1, X2, ... maj ↪a rozk lady: a) P (Xn = ±n) = n−α,
P (Xn = 0) = 1 − 2n−α, n = 1, 2, ...; b) P (Xn = ±nα) = 1/(2n), P (Xn = 0) =
1 − 1/n, n = 1, 2, ... Sprawdzić dla jakich α zachodzi prawo wielkich liczb dla tak
określonych ci ↪agów.

87. Niech Z1, Z2, ... ci ↪ag niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie standardowym nor-
malnym. Znaleźć granice (wed lug prawdopodobieństwa lub wed lug rozk ladu) ci ↪agów

(Z1 + Z2 + ...+ Zn)2

Z2
1 + Z2

2 + ...+ Z2
n

,
Z4

1 + Z4
2 + ...+ Z4

n

Z2
1 + Z2

2 + ...+ Z2
2n

.

88. (Obliczanie ca lki metod ↪a Monte Carlo). Niech f(x) b ↪edzie funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a na od-
cinku [a, b] przyjmuj ↪ac ↪a wartości w przedziale [0,M ], czyli 0 6 supx∈[a,b] f(x) 6M oraz

I =
∫ b
a
f(x)dx. Niech U1, U2, ... b ↪edzie ci ↪agiem liczb losowych. Wtedy ci ↪ag punktów

Qi(a + (b − a)U2i−1,M U2i) jest ci ↪agiem punktów losowych z kwadratu [a, b] × [0,M ].
Oznaczmy przez In liczb ↪e tych punktów Qi, i 6 n, które leż ↪a pod wykresem funkcji

f(x). Z prawa wielkich liczb wywnioskować, że In/n
P→ I. Korzystaj ↪ac z centralnego

twierdzenia granicznego, znaleźć minimaln ↪a liczb ↪e n dla której

P

(∣∣∣∣Inn − I
∣∣∣∣ > δ

)
6 α

dla dowolnych ma lych liczb δ i α.

89. Rozważmy ca lki

I =

∫ 1

0

e−x
2

dx, J =

∫ 2

0

x4√
1 + x2

dx.

Wiadomo, że J = (3 ln(2 +
√

5) + 10
√

5)/8 ≈ 3.336. Natomiast, rozwijaj ↪ac funkcj ↪e
podca lkow ↪a w I w szereg pot ↪egowy, obliczyć jej wartość z dok ladności ↪a do trzech miejsc
po przecinku.

Wybrać odpowiednie wartości sta lej M , o której mowa w zadaniu poprzednim, dla obu
ca lek. Za pomoc ↪a generatora liczb pseudolosowych w kalkulatorze (lub tablic liczb loso-
wych), wylosować 20 punktów z odpowiedniego prostok ↪ata i znaleźć przybliżone wartości
obu ca lek. Porównać otrzymane cz ↪estości z wartościami ca lek. Sporz ↪adzić rysunek. Dla
obu ca lek obliczyć minimalne n, dla którego otrzymamy przybliżone wartości ca lek z
dok ladności ↪a do 0.01 z prawdopodobieństwem co najmniej 0.95.
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