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1 Wstep

Praca doktorska pana Damiana Fafuly bardzo tadnie wpisuje si¢ w nowoczesna,
zaawansowang teorie procesé6w stochastycznych, ktéra od szeregu lat rozwijana
jest w osrodku wroctawskim, na tutejszej politechnice. Zainteresowania nauko-
we kandydata ksztaltowal niewatpliwie prof. dr hab. Krzysztof Bogdan, ktéry
pelnil role promotora jego pracy magisterskiej. Praca doktorska, napisana pod
kierunkiem dr hab. inz. Pawla Sztonyka stanowi ich rozwiniecie i kontynuacje.

Autor nadat jej dosé ogélny tytut Boundary problems for nonlocal operators,
sugerujacy szeroki zakres badari, ale w istocie koncentruje si¢ w niej rozsadnie
na odpowiedniku zagadnienia Neumanna dla utamkowego laplasjanu

—(=A)*2, . 0 €(0,2) wobszarze D := (0, 00).

Podstawowym obiektem jego analizy jest proces stochastyczny, przy pomocy
ktérego mozna podaé probabilistyczne wzory na rozwigzania ww. problemu,
a ktéry tym samym odgrywa analogiczng role jak ruch Browna dla klasycznego
zagadnienia Neumanna.

W dotychczasowej literaturze nie ma zgody co do tego, jak proces ten sig
zachowuje. Ze wzgledu na wybor tytulowego operatora nielokalnego jasne jest,
ze w samym D musi on byé¢ tozsamy z procesem ca-stabilnym o parametrze
a € (0,2), a rozbieznoéci dotycza tylko jego postaci poza tym obszarem. Dodac¢
nalezy, ze z uwagi na nature rozwazanego operatora ,brzegiem” dla D jest cala
poétprosta '

D' := (—00,0)

i to tu stosowne losowe reguly zachowania nalezy opisac.

Autorzy pierwszej cytowanej w rozprawie publikacji — Dipierro, Ros-Oton
i Valdinoci — uwazali z grubsza, ze wyszedlszy z D proces przez mgnienie oka
przebywa w jednym z punktéw z € D’ ale natychmiast skacze z powrotem
(przypomina to zachowanie ciaglych taicuchéw Markowa w tak zwanych in-
stantaneous states) a jego rozklad po skoku zalezy od z. Vondracek uzasadnit



jednak pézniej, ze jest inaczej: w kazdym punkcie D’ proces zatrzymniuje sie na
czas wykltadniczy z parametrem jeden i dopiero potem wraca do D. Pan magi-
ster Fafula przedstawia nieco odmienny obraz: w punkcie z € D’ zatrzymujemy
si¢ na czas wyktadniczy z parametrem v(z, D), przy czym v(z, D) jest pewna
kluczowa charakterystyka procesu a-stabilnego.

W rozprawie nie znalazlem wyjasnienia jak to jest mozliwe, ze dwa ostatnie,
rozne przeciez, opisy sg prawdziwe jednoczesnie (bo to, ze nieprawdziwy jest
pierwszy wydaje sie jasne). Zapewne klucz lezy w tym, ze choé¢ Vondradek i Fa-
futa otrzymuja ostatecznie te samg forme kwadratows, rozwazajg ja w innych
przestrzeniach Hilberta. Zgaduje, ze sprawe zalatwia jaki§ izomorfizm wspo-
mnianych przestrzeni, ktéry na poziomie proceséw sprowadza sie do oczywistej
zmiany czasu. .

Natomiast przej$cie od procesu opisanego przez kandydata do stopnia dok-
tora do tego wymy$lonego przez Dipierro, Ros-Otona i Valdinociego zapewne
mozna byloby otrzymaé w nastepujacy, intuicyjny sposéb. Zamiast wymagaé
by parametr czasu oczekiwania na powr6t z punktu z € D’ wynosit v(z, D),
zazgdajmy, by byl on réwny kv (x, D) dla k > 1 i przejdzmy z k — 0. Ciekawy
jestem, czy przejScie to mozna uzasadnié¢ formalnie, na przyklad na poziomie
form kwadratowych albo — jeszcze lepiej — generatoré6w czy rezolwent. Przy
okazji mozna byloby bardziej namacalnie zobaczy¢ analityczne réznice miedzy
opisanymi tu obiektami.

2 Szczegoély

Rozprawa zostala dobrze przemyslana i posiada klarowng strukture. Po wstepie
(w wersji polskiej i angielskiej), ktory jasno przedstawia jej cel, znajdujemy
w niej rozdziat drugi zawierajacy pojecia podstawowe i zebrane fakty z teorii
proceséw a-stabilnych, na ktérych opiera sie dalsza analiza.

Elegancki rozdzial trzeci zaczyna sie od konstrukcji (w podrozdziale 3.1)
kluczowego dla catosci rozwazan, omoéwionego wyzej, procesu, jako konkatenacji
(w sensie niedawnej pracy Wernera) ze samym sobg pewnego procesu prostsze-
go, fellerowskiego, ale niezachowawczego. Ten ostatni na D zachowuje sie jak
proces a-stabilny, ale koriczy sie (nie jest zdefiniowany) gdy a-stabilny wyjdzie
z D, natomiast w punkcie x € D’ czeka przez czas wykladniczy z parametrem
v(z,D), a potem takze jest niezdefiniowany. Co ciekawe, ze wzgledu na bar-
dzo specyficzny dobor czasow wykladniczych i miary potozenia tuz po skoku,
funkcje prawdopodobieristw przejécia procesu skonkatenowanego mozna wyra-
zi¢ zgrabnie jako sume szeregu typu Dysona—Phillipsa (méwi o tym podrozdziat
3.2). Ostatnia czes¢ rozdziatu trzeciego poswiecona jest funkcjom ekscesywnym
(nadmiernym) dla skonstruowanego procesu, ktérych wage doceniamy nieco poz-
niej. .
Rozdzial czwarty zawiera istotne informacje dotyczace dtugosci zycia zdefi-
niowanego uprzednio procesu oraz jego zachowania granicznego. Autor analizuje
najpierw rozkltad jego polozert w momencie pierwszego i kolejnych powrotéw do
D (podrozdzialy 4.1 i 4.2). To pozwala mu pézZniej na wglad (w podrozdziale



4.3) w rozktad czaséw ww. powrotéw. Gloéwne twierdzenie te]j czesci pracy, za-
warte w podrozdziale 4.4, méwi o tym, ze gdy parametr « jest ,maly”, to znaczy
dla a € (0,1) (jest to przypadek, gdy proces a-stabilny wykonuje stosunkowo
duze skoki), proces skontatenowany jest zdefiniowany dla wszystkich ¢ > 0, a je-
g0 wartos¢ bezwzgledna dazy wraz z czasem do nieskoriczonoéei. Dla a € (1,2)
obserwujemy zachowanie zgola odmienne: po pewnym (losowyrh) czasie R
proces przestaje byé dobrze zdefiniowany, a gdy ¢ — R trajektorie zdazajg do
0. W przypadku granicznym (o = 1) proces jest zdefiniowany dla wszystkich
czaséw dodatnich, ale dodatnie czesci jego trajektorii stale blakaja si¢ miedzy
zerem a nieskoriczonoscig. Co ciekawe, dopiero ta wiedza pozwala stwierdzi¢ fel-
lerowsks nature skonkatenowanego procesu dla a € (1,2) (pozostate przypadki
pozostaja nierozstrzygniete).

W otwierajacym czes¢ kolejng podrozdziale 5.1 znajdujemy szereg skrupulat-
nie przeliczanych oszacowan calek, w ktoérych wystepuja prawdopodobienistwa
przejscia rozwazanych proceséw, a w 5.2 calek tego typu granice. Pozwalaja
one autorowi odkry¢, jako gtéwny wynik tej czesci, posta¢ punktowego odpo-
wiednika operatora infinitezymalnego procesu skonkatenowanego na funkcjach
ekscesywnych, o ktérych pierwsze informacje zawarte byly juz na konicu rozdzia-
tu trzeciego. _

Rozdzial szésty poswiecony zostal charakteryzacji formy kwadratowej zwig-
zanej z ww. procesem i w szczegélnosci opisowi jej dziedziny; gléwne twierdzenie
autor poprzedza bardzo zgrabng nieréwnoscia typu Hardy’ego. Wreszcie, w roz-
dziale siédmym, stanowigcym zwieniczenie calej analizy, znajdujemy twierdzenie
méwiace, iz (podobnie jak w przypadku klasycznym, to znaczy przypadku ru-
chu Browna) operator Greena dla omawianego procesu przeksztatca warunek
brzegowy w rozwiazanie zagadnienie Neumanna.

3 Jezyk, ogbélne wrazenie, podsumowanie

Rozprawa zostala napisana w komunikatywnym jezyku angielskim. Czyta si¢ jg
dobrze, choé tu i é6wdzie przekonujemy sie, ze autor mysli po polsku i przenosi
typowe konstrukcje z mowy rodzimej na obca (pisze na przyktad we make a con-
struction zamiast we construct; jak my wszyscy ma tez problemy z rodzajnika-
mi'!). Kandydat do stopnia doktora radzi wiec sobie z jezykiem kongresowym
zupelnie niezle, w stopniu zdecydowanie wystarczajacym do opisu interesujgce]
go matematycznej rzeczywistosci.

Bardziej niepokoi to, ze pewng lingwistyczng nieporadnoécig razg te czesci
pracy, ktére zredagowano po polsku. Nie ma co tu rozpisywaé sie o szczegbtach,
ale musze stwierdzié, ze pisanie o procesie, iz jest ,czysto-skokowy” to zbrodnia
na i tak juz maltretowanym na rézne sposoby jezyku Kochanowskiego, Skar-
gi, Norwida, Parnickiego, Gombrowicza, Milosza, Kuratowskiego, Aleksiewicza,
Maurina, Engelkinga i Steinhausa. Bo autor chyba nie ma na my$li, Ze proces

INie odréznia takze it od this. Pisze ponadto afterwards w kontekstach, w ktérych powinien
raczej uzyé mext, a zamiast we present basic facts — we propose basic facts. Wypisywanie
wszystkich niedociggnie¢ mija sie celem.



ten jest po czesci czysty, a po czeci skokowy?! Mocno watpliwy, niezgodny ze
stownikami, jest tez sens, w jakim p. mgr Fafula uzywa stowa postulowaé.

Autor naturalnie nie ustrzeg! sie tez réznych niedociaggnieé pozalingwistycz-
nych. Na przyktad na stronie 17. pisze, ze ciggtosé funkcji f : D — R implikuje
istnienie, dla kazdego € > 0, takiego § > 0, ze |f(z) — f(y)| < € o ile tylko
|z — y| < d. Oczywiscie sie myli, bo wypisany wyzej warunek charakteryzuje
funkcje jednostajnie ciagle, a nie ciagle. Na szczescie nie odkrywam tu bledu
w rozumowaniu, a jedynie przypadek braku precyzji: z kontekstu wiemy, ze
funkcje rozwazane przez kandydata sa nie tylko ciagle, ale tez znikajg w ze-
rze i nieskoriczonodci, co sprawia, ze rzeczywiscie kazda z nich jest jednostajnie
ciggla.

Wspomniane wyzej niedociagniecia nie zmieniajg faktu, ze rozprawa wygla-
da do$¢ porzadnie, a przede wszystkim jest ciekawa. Tematyka wybrana przez
kandydata do stopnia doktora to teren ciggle niezbadany, niemal dziewiczy, na
ktérym na odkrywcéw czeka bogactwo matematycznych wynikéw i powigzan
miedzy nimi. Ja na przyktad chetnie bym sie dowiedzial, jak wyglada dziedzi-
na generatora (fellerowskiej, jak wiemy, przynajmniej w przypadku a € (1,2))
polgrupy w Co(D’ U D) opisujacej proces skonkatenowany, bo mozna oczekiwag,
ze w dziedzinie tej, by¢ moze w formie ,warunku brzegowego”, jako$ elegancko
zakodowana jest informacja o zachowaniu procesu w D’.

Intryguje mnie tez pytanie, czy fakt, ze dla a € (0,1) proces skonkateno-
wany ma nieskoniczony, a dla a € (1,2) skoriczony, czas zycia, wyczytaé mozna
z samego (zaleznego od «) rozkladu czasu wyjscia procesu a-stabilnego na D,
lub jego kombinacji z rozkladem czasu wyjscia niezachowawczego procesu na D’
rozwazanego na poczatku rozdziatu trzeciego. Jesli bowiem jest to mozliwe, to
by¢ moze zamiast podejécia do konkatenacji zaproponowanego przez Wernera
mozna zastosowaé nieco inne, prostsze, szybciej prowadzace do stwierdzenia, ze
skonkatenowany proces ma wtasnosé Fellera.

To co pisze wyzej, to oczywiscie nie sg w zadnej mierze zadania dla dok-
toranta, a tylko §wiadectwo tego, ze temat wybral on sobie frapujacy, a przy
tym wymagajacy specjalistycznej wiedzy i doswiadczenia (ktérymi oczywiscie
w jakiej§ mierze obdarzali go wprowadzajacy go w te tematyke starsi naukowcy,
wymienieni wyzej prof. prof. K. Bogdan i P. Sztonyk). Nie mam najmniejszych
watpliwosci, ze p. mgr Damian Fafula zapracowal sobie na stopieri doktora na-
uk matematycznych. Dobre o jego osiggnieciach zdanie, ktére wyrobitem sobie
w trakcie lektury jego rozprawy potwierdzito sie w pelni, gdy przyjechal on do
Lublina i osobiscie opowiedzial o swoich wynikach na naszym miniseminarium.
Zobaczytem w nim mtodego, uzdolnionego matematyka, ktéry pod ochronnym
parasolem starszych naukowcéw nie tylko poznal interesujace go obszerne frag-
menty teorii proceséw stochastycznych, ale i wlozyl w nig swa pierwsza, nieba-
nalng czastke. Szkoda, ze jego rozprawa nie zostata dotychczas opublikowana,
bo zgodnie z przestanymi mi przepisami, wyklucza to jej wyrdéznienie, a moim

zdaniem wyniki w niej zawarte na nie zastugujs.
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