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1 Informacje wstepne

Rozprawa doktorska mgr. inz. Michala Gutowskiego liczy 113 stron, jest wiec obszerna jak na
standardy matematyczne. Sktada sie z 8 rozdzialéw oraz dwoch dodatkéw (Appendix). Pierwsze
dwa rozdzialy stanowia wstep i wprowadzenie definicji. W kolejnych 6 rozdziatach zaprezen-
towane sa podstawowe wyniki rozprawy. Wyniki zawarte w rozdzialach 3-7 sa oparte na trzech
pracach matematycznych

G1 Krzysztof Bogdan, Michal Gutowski, Katarzyna Pietruska-Paluba. Polarized Hardy-Stein
identity, wystane w 2023

G2 Michatl Gutowski and Mateusz Kwasnicki. Beurling-Deny formula for Sobolev—Bregman
forms, wystane w 2023.

G3 Michat Gutowski. Hardy-Stein identity for pure-jump Dirichlet forms., Bull. Pol. Acad.
Sci. Math., 71(1):65-84, 2023.

Jak wida¢, jedna z powyzszych prac [G3] zostala juz opublikowana, zas pozostate s3 W recenzji.
Dwie z prac wchodzacy w sklad doktoratu sa wspétautorskie - [G1] i [G2], natomiast jedna
samodzielna - [G3]. Samodzielng praca doktoranta jest tez wigkszo$¢ rozdziatu 8., jednak wyniki
tam zawarte nie zostatly jeszcze wystane do publikacji.

2 Omoéwienie wynikow

Rozprawa dotyczy kilku tematéw zwiazanych z nieréwnosciami Hardy’ego-Steina, formami

Sobolewa-Bregmana oraz funkcjami Littlewooda-Paleya gtoéwnie dla operatoréw nielokalnych.
Rozwazane s3 mocno-ciagle pétgrupy kontrakeji {P:}t>0 na przestrzeniach LP(m), ktore spelniaja
warunek (pod)Markowski. Kazda taka potgrupa jest zwigzana w jednoznaczny sposéb z pewng

forma Dirichleta £. Zwiazek miedzy potgrupa P, a stowarzyszong z nig forma Dirichleta dany
jest wzorem

1
E(u,v) = lim £EO(u,v) := lim ~(u— Pu,v),

t—0+ t—0+

gdzie £®), ¢ > 0, to forma aproksymujaca. W dalszej czesci opisu bedziemy oznaczaé & fu] =
E(u,u) oraz & (t)[u] = EO(u, ). Z punktu widzenia rozprawy istotny jest takze wzor Beurlinga-
Deny, ktéry pozwala zapisa¢ kazda (regularna) forme Dirichleta jako

E(u,v) = £ (u,v) + / / (ay) — (=) (5(y) - B()) J(dz, dy) + / (z)3(z) k(dz).
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Symbol J powyzej oznacza miare skokéw (jumping measure), za$ k miare zabijajaca (killing
measure). Tylda nad funkcjami u i v oznacza za$ ich kwazi-ciagta modyfikacje. Wyrazenie £ (©
to lokalna czeéé formy £. Méwimy, ze forma & jest lokalna gdy J =01 k= 0.

Przejde teraz do opisu wynikow.

2.1 Tozsamo$ci Hardy’ego-Steina

W przypadku gdy forma Dirichleta stowarzyszona z polgrupa jest czysto skokowa (£ © =0i
k = 0) sa to tozsamosci typu

o

/ | (@)Pm(dz) = / [ BEs@.Prw) s, d) de,
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dla f € LP(m), 1 < p < oo. Powyzej J oznacza miarg skokéw, symbol F, to dywergencja
Bregmana (Bregman divergence)

Fp(a,b) = [b]P — |afP — pa’®~ (b — a),

za$ a{") = |a|” sgn(a) to francuska potega (French power). Tego typu wzor jest uogélnieniem do
przypadku nielokalnego formuly otrzymanej przez E.M. Steina w przypadku lokalnym vide [Ste
70a]. Pojawil sie pierwszy raz w pracy Banuelos-Bogdan-Luks [BBL16] w szczegélnym przypadku
translacyjnie niezmienniczej miary Lévy’ego J.

Najogolniejsze wyniki w kontekscie tozsamosci Hardy’ego-Steina sa zawarte w rozdziale 7.
rozprawy. Sa to wyniki uzyskane wspoélnie z promotorem - dr. hab. inz. Mateuszem Kwasnickim -
w pracy [G2]. W szczegolnosci najbardziej ogélna wersja tozsamosci Hardy’ego-Steina z Corollary
7.4 orzeka, ze

/ F@)P m(dz) = i [[Prslg+ 222 [e@ppom)ae

. . (HS)
+ [ [ Bese. ) sz ddip [ [ 1Ps@PrE)
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Dowod (HS) opiera sie na zbadaniu wlasnosci formy Sobolewa-Bregmana &,. Obiekt ten jest
uogélnieniem formy Dirichleta £& = & z przypadku p = 2 do dowolnych p € (1,00). Forma &,
jest zadana przez

1 _
Elu] = t1_1>r(1§1+ E9(u,u o) = tl—lgl+ t(u - P, u®7h),

za$ jej dziedzing D(&,) jest zbior tych u € LP(m) dla ktérych powyzsza granica istnieje. Kluczowa
z punktu widzenia rozprawy wtasnoscia formy Sobolewa-Bregmana jest tozsamo$¢

d
allPtfllﬁ = —-p&[Rf],  t>0,

ktéra jest uzasadniona w rozdziale 3. Wzoér (HS) jest konsekwencja powyzszej formuly i rownosci

& i = ( =1 g <P/2>]+ / / %), 5(y)) J(de, ) + / (x)Pk(dz), (EP)
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ktora zachodzi dla wszystkich regularnych form Dirichleta, vide Theorem 7.1. Dowéd wzoru
(EP) jest oparty na pewnych subtelnych argumentach aproksymacyjnych, w szczegblnosci na
istotnym technicznym Lemacie 7.5.

We wczesniejszych rozdziatach rozprawy - 4. i 6. - autor udowodnit wzér (EP) oraz tozsamosé
Hardy’ego-Steina (HS) przy dodatkowych zalozeniach na miare skokéw J oraz miare zabijajaca
k. W szczegolnosci zaklada sie tam, ze czesé lokalna £(¢) znika. Wyniki zawarte w rozdziale 6.
sa oparte na samodzielnej pracy [G3].

Z kolei w rozdziale 5. przedstawione sa spolaryzowane warianty formy Sobolewa-Bregmana i
tozsamosci Hardy’ego Steina. Rozdzial ten jest oparty na pracy wspolnej [(G1]. Zaklada sig tam,
ze forma Dirichleta & jest czysto skokowa, tzn. £(°) = 0i k = 0. W tym kontekscie udowodniono
nastepujacy spolaryzowang wersje tozsamosci Hardy’ego-Steina vide Theorem 5.6

o

[ 1@ygm(az) = [ || 5rs@), 2iw) sz, dy) miazymiay) e,
E
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gdzie Jp(w1,ws, 21, 22) jest pewng funkcja czterech zmiennych, ktéra zgadza sie z Fy(a,b) gdy
wy = wy = alz = 2z =b W dowodzie powyzszego wzoru istotna byla miedzy innymi
wypuktosé funkcji R2 3 z — zlzép_1> + |z|P, ktora jest uzasadniona w dodatku B.

2.2 Zastosowania w Teorii Littlewooda-Paley’a

W ostatnim - 8. - rozdziale rozprawy autor bada rézne funkcje kwadratowe typu Littlewooda-
Paleya. Wigkszos¢ wynikéw tu otrzymanych to samodzielna praca naukowa doktoranta, ktéra
Jeszcze nie zostata wystana do publikacji. W rozdziale 8. zaktada sie, ze forma Dirichleta sto-
warzyszona z potgrupa P; jest czysto skokowa, z czedcia lokalng £(¢) = 01 czescia zabijajaca k = 0.
Ten kontekst jest ogolniejszy niz badany w pracy [BBL16], gdzie zaktadano dodatkowo, ze czesc
skokowa jest translacyjnie niezmiennicza. Przykladami rozwazanych funkcji kwadratowych sa

G*(z) = / N(Pfl@)d, ) = / P[P, f)(z) dt
0 0

oraz dwie podobne funkcje H i H, vide sekcja 8.1.2. Symbol I" powyzej oznacza operator carré du
champ, natomiast T jest jego modyfikacja, ktora sprawia, ze G < v/2G punktowo. Autor udowod-
nia, ze norma LP funkcji f szacuje norme LP funkcji G; z géry dla 1 < p < 2 (Theorem 8.13) oraz
z dotu dla 2 < p < oo (Theorem 8.14). Waznym sktadnikiem w dowodach obydwéch oszacowan
Jest tozsamos$¢ Hardy’ego-Steina udowodniona w poprzednim rozdziale. Pewnym mankamentem
rozwazanych tutaj funkcji kwadratowych jest fakt, ze ich normy LP nie musza by¢ poréwnywalne
z norma L funkcji f. Dla przyktadu, dla p > 2 nie musi zachodzi¢ nieréwnoé¢ |G|, < Coll fllp-
Zaprezentowany w rozprawie kontrprzyktad (Example 8.15) pochodzi od promotora. Co ciekawe,
w przypadku gdy ograniczymy sie do form rozwazanych w [BBL16] i J translacyjnie niezmien-
niczych, to poréwnywalnosé ”é”p ~p || fllp zachodzi dla wszystkich 1 < p < co.

W tym rozdziale dowodzone sa takze nieréwnosci na LP, 1 < p < oo, dla funkcji H oraz H.
Gléwnym narzedziem sg tu techniki martyngalowe i nier6wnosé Burkholdera-Daviesa-Gundy’ego.
Zaadaptowanie tych technik wymagalo uzycia miedzy innymi uzycia odpowiedniosci Revuz (Re-
vuz correspondence).

3 Ocena redakcyjna

Od strony redakcyjnej praca jest napisana doéé chaotycznie. Zawiera takze catkiem sporo usterek

jezykowych; w tym wtracone zdania po polsku, ktére nie zostaly usuniete na etapie redakcji
tekstu.



Same rozumowania s3 natomiast zazwyczaj przedstawione klarownie, pomimo, ze dowody sa
czasem zaawansowane technicznie. Bibliografia i cytowania sg zaprezentowane poprawnie.

4 Ocena merytoryczna

Funkcje kwadratowe typu Littlewooda-Paleya to jedne z najistotniejszych narzedzi w analizie
harmonicznej. Ich ograniczonosé¢ na przestrzeniach LP jest istotnym sktadnikiem dowodow wielu
twierdzen, m.in. twierdzel mnoznikowych czy twierdzen o zbieznosci prawie wszedzie. Podejécie
do szacowania norm tych funkcji kwadratowych przy uzyciu tozsamosci Hardy’ego-Steina jest
Jednym z niewielu dostgpnych przy rozwazaniach operatoréw nielokalnych. Tego rodzaju badania
zostaly zapoczatkowane kilka lat temu w pracy [BBL16], zas badania prowadzone w rozprawie
doktorskiej stanowig ich naturalng i potrzebng kontynuacje.

Dowody wymagaly opanowania kilku zagadnieri nowoczesnej analizy matematycznej i rachunku
prawdopodobienistwa. W rozprawie doktorskiej doktorant wykazal si¢ m.in. bardzo dobra znajo-
moscig teorii form Dirichleta oraz metod martyngatowych. Niektére z dowodéw wymagaly takze
skomplikowanych i wysoce nietrywialnych argumentéw technicznych.

Wyniki otrzymane w rozprawie stanowia solidny wktad do analizy funkcji kwadratowych typu
Littlewooda-Paleya i to zaréwno z punktu widzenia rachunku prawdopodobienstwa jak i analizy
harmonicznej. Istotnie uzupelniaja znang teorie i moga znalez¢ zastosowania w przyszlosci do
szacowania norm réznych operatoré6w na przestrzeniach LP.

Stabsza strong recenzowanej rozprawy jest fakt, ze jak dotad tylko jedna praca oparta na jej
wynikach zostala opublikowana lub przyjeta do publikacji. Zdaje sobie jednak sprawe, ze autor
nie ma wplywu na tempo recenzji, dlatego nie uwazam tego za powazny problem. Tym bardziej,
ze wyniki, ktére zostaly lub zostana wystane do publikacji sa moim zdaniem wyzszej klasy niz
te juz opublikowane.

5 Konkluzja

Nie mam watpliwoéci, ze praca mgr. inz. Michala Gutowskiego spelnia wszystkie wymogi staw-
lane rozprawom doktorskim. Wnioskuje o dopuszczenie jej autora do dalszych etapéw postepowa-
nia w sprawie nadania stopnia naukowego doktora.

Btazej Wrobel

Vb giaze



