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Recenzja rozprawy doktorskiej pana Sebastiana Kopacza
”Dynamics of countable amenable group actions”

Rozprawa mgra Sebastiana Kopacza jest skupiona woké! tematyki kafelko-
wan 1 quasi-kafelkowan. Sklada sie ze wstepu i czterech rozdziatéw. Pierwszy
rozdzial (Preliminaries) zawiera potrzebne definicje i twierdzenia wykorzysty-
wane w dalszej czesci tekstu. Kolejne rozdzialy odpowiadaja trzem wspétau-
torskim artykutom, z ktérych dwa zostaly juz opublikowane w bardzo dobrych
czasopismach:

e Dawid Huczek, Sebastian Kopacz, Factoring strongly irreducible group
shift actions onto full shifts of lower entropy. Groups Geom. Dyn. 18
(2024), no. 4, pp. 1185-1199,

e Dawid Huczek, Sebastian Kopacz, Jacek Serafin, Residuality of dynamical
morphisms for amenable group actions, Indiana University Mathematics
Journal, vol. 73, No. 3, (2024), 855-881,

a trzeci

e Sebastian Kopacz, Jacek Serafin, Uniquely ergodic tilings of amenable
groups

jest w recenzji. Kazdy z tych trzech rozdzialéw stanowi zatem odrebna catosé.
We wszystkich rozdziatach rozpatruje sie podshifty, tzn. domkniete podzbiory
{0,1,...,7}€, ktére sa niezmiennicze ze wzgledu na dzialanie ablowej grupy G
poprzez przesuniecia g(z)n = Thig, g € G.

Przedstawie teraz pokrétce najwazniejsze wyniki zawarte w rozdziatach 2-4.
Rozdzial drugi dotyczy problemu faktoryzacji uktadu symbolowego (podshiftu)
na peten shift o mniejszej entropii niz entropia wyjéciowego uktadu. Wiadomo,
ze w przypadku G = Z odpowiedz na pytanie o istnienie takiego odwzorowa-
nia faktoryzujacego jest twierdzaca jesli tylko podshift X jest skofnczonego typu
(tj. mamy pewna skonczona liste “zakazanych blokéw” wyznaczajacg elemen-
ty zbioru X). Twierdzenie to jest prawdziwe nawet w przypadku gdy entropia
X oraz entropia podshiftu sa sobie réwne. Dla G = Z¢ sytuacja zaczyna sie
komplikowaé, mianowicie potrzebna jest ostra nieréwnosé pomiedzy entropiami
(dla réwnej entropii znane sg kontrprzyktady) oraz zaklada sie pewien waru-
nek mieszania (zwigzany z mozliwoécig sklejania “naroznikéw”). Autor rozpra-
wy uogdlnia to twierdzenie na grupy abelowe z tzw. wlasnodcia poréwnywania



(ang. comparison property).! Zatozenie o tym, ze X jest skoficzonego typu oraz
warunek sklejania zostaja zastapione zalozeniem, ze uktad X jest silnie nieredu-
kowalny. Dodatkowo wymaga sie istnienia blokéw nieokresowych dla dowolnego
okresu (tzw. aperiodycznoéé uktadu).? Jak zauwaza autor rozprawy, nawet dla
dziatan Z wlasno$é silnej nieredukowalnoéci oraz bycia podshiftem skonczone-
go typu nie sa powiazane implikacja w zadna ze stron. A zatem wynik mgra
Kopacza jest nie tylko uogdélnieniem znanych wczeéniej rezulatéw na grupy abe-
lowe, ale jest tez dotozeniem pewnej “cegietki” takze dla dziatan Z. Sam dowéd
jest techniczny (poziom trudnosci jest zdecydowanie wyzszy niz w przypadku
G = Z, gdzie kafelkami na ogét sa przedzialy, podczas gdy w sytuacji ogdl-
nej ksztalty moga byé o wiele bardziej skomplikowane), nie czyta sie go tatwo,
natomiast widaé, ze autor staral sie zadbaé o czytelnika i w wielu miejscach
wypunktowal poszczegblne kroki dowodéw — bez tego lektura moim zdaniem
bytaby niemozliwa.

W przeciwienstwie do czysto topologicznego rozdziatu drugiego, rozdziat
trzeci dotyczy teorili miary. Jego gléwnym celem jest zaprezentowanie wspdl-
nego podejécia do trzech klasycznych twierdzen (w wersji dla grup abelowych):
Kriegera o skoficzonym generatorze, Sinaja o homomorfizmie i Ornsteina o izo-
morfizmie. Przypomnijmy, iz pierwsze z tych twierdzen glosi, ze kazdy uktad o
skoficzone] entropii jest (teoriomiarowo) izomorficzny z podshiftem na s sym-
bolach (gdzie log s jest réwne przynajmniej entropii ukladu wyjéciowego). Na
twierdzenie Sinaja mozna patrzeé¢ jak na odpowiednik teoriomiarowy gléwne-
go wyniku z rozdzialu poprzedniego (dla faktora jako miare bierze sie dowolna
miare Bernoulliego spelniajaca odpowiednig nieréwnoéé entropijna). Ostatnie
z tych twierdzen dotyczy izomorfizmu ukladéw Bernoulliego o réwnej entropii.
Gléwna idea przedstawionych dowoddw jest taka, ze czasem latwiej jest pokazad
istnienie wielu obiektéw (w tym wypadku homomorfizméw czy izomorfizméw)
niz jeden konkretny — podejscie zaprezentowane w rozprawie bazuje na pomy-
§le Burtona i Rothsteina z lat 70-tych ubieglego wieku. Punktem wyjscia jest
udowodnienie twierdzenia Kriegera, dalej nalezy uzyé metryki d i pojecia skon-
czonej determinowalnosci (ang. finite determinedness) aby otrzymac twierdzenie
Sinaja. Wéwczas twierdzenie o izomorfizmie staje sie szybkim wnioskiem z twier-
dzenia poprzedniego. Ponownie, przeniesienie pomysiéw z przypadku G = Z na
sytuacje ogblna nie jest trywialne. Giéwng role odgrywa tu przeformutowanie
technicznego lematu z pracy Conley et al. ”Fglner tilings for actions of amenable
groups” (Math. Ann. 2018) dotyczacego pewnych wiez zbudowanych ze zbioréw
Fglnera.>

Ostatni rozdzial dotyczy kafelkowan monoergodycznych dla grup ze érednia.
Jest on najbardziej technicznym i najbardziej "kafelkowym” rozdzialem catlej

1Wszystkie grupy przeliczalne ze $rednia z podwykladniczym wzrostem maja t¢ wlasnosé.
Ponadto, otwarty jest problem, czy istnieja grupy przeliczalne ze $rednia bez tej wlasnosci.

2To ostatnie zalozenie jest niezbedne, gdyz faktor ukladu, ktéry nie jest aperiodyczny
réwniez nie jest aperiodyczny, podczas gdy pelen shift posiada wlasnosé aperiodycznosci.

3Pomyst na ten lemat tak naprawde pochodzi z duzo wczedniejszej pracy (1987) Ornsteina
i Weissa, troche szkoda, ze w tym miejscu autor o tym nie wspomnial, zwlaszcza, ze ta praca
i tak jest cytowana w rozprawie.

b



rozprawy. Gléwne twierdzenie tej czesci rozprawy glosi o istnieniu monoergo-
dycznych kafelkowan o zerowej entropii, ktérych ksztalty sa dowolnie mocno
niezmiennicze. Konstrukcja tego rozdzialu jest dobrze przemyélana. Po wpro-
wadzeniu potrzebnych definicji przedstawiono pewne ogélne wyniki, ktére w
dalszej czesci rozdziatu sg uzywane do zbudowania pewnej bardzo zaawansowa-
nej procedury indukcyjnej. Tak wiec, jako podstawowe narzedzia, mamy wyniki
dotyczace: a) dobrych frekwencji blokéw na duzych zbiorach, b) ograniczania
zbioru miar niezmienniczych, c) tworzenia kafelkowania z quasi-kafelkowania.
W skrécie, a) zwiazane jest z tym, ze aby kontrolowaé frekwencje blokéw, nie
musimy mie¢ pelnej wiedzy — moga wystepowaé niezbyt duze obszary, ktérych
nie kontrolujemy. Dalej, centralny w b) lemat 4.2.5 zawiera pewna procedure
kopiowania fragmentéw kafelkowania w inne miejsca przestrzeni. Wreszcie, c)
wykorzystuje lemat o malzenstwach do zastgpienia quasi-kafelkowania prawdzi-
wym kafelkowaniem (patrz lemat 4.2.7). Chcialam tu podkresli¢, Zze méj opis
zawartosci tego fragmentu rozprawy jest ogromnym uproszczeniem. Zaden z
tych krokéw nie jest trywialny i na dodatek zostaly one bardzo czytelnie za-
prezentowane. Dalsza cze$é tego rozdzialu to misterna procedura indukcyjna
wykorzystujaca a), b), c), ktéra réwniez zostala opisana z duza dbaloscia o
czytelnika. Autor szczegblowo tlumaczy, na czym bedzie ta indukcja polegata,
wprowadza potrzebne obiekty (a jest ich niemalo: ciag punktéw w przestrzeni
shiftowej odpowiadajacy ciagowi kafelkowan, ciag miar niezmienniczych skupio-
nych na orbitach odpowiednich elementéw ciagu poprzedniego, ciag e, — 0, dwa
ciagi quasi-kafelkowan oraz ciag zbioréw Feglnera) i wyjasnia ich role w dowo-
dzie. Pierwsze kroki indukeji przedstawione sa osobno dla ulatwienia lektury.*
Ten rozdzial zrobil na mnie najwieksze wrazenie i sam w sobie jest dowodem,
ze autor rozprawy osiagnal bardzo wysoki poziom jedli chodzi o umiejetnosci
techniczne.

Zanim przejde do uwag krytycznych, chciatabym podkresli¢, ze wyniki za-
warte w rozprawie mi sie podobaja. Z rozprawy widaé, ze autor bardzo dobrze
panuje nad zaganieniami zwigzanymi z tematem kafelkowan (dotyczy to zaréw-
no pojeé i twierdzen z dynamiki topologicznej, jak i teoriomiarowej) i dostepna
literatura w tym zakresie. Gdy zaczynalam czytaé tekst, wydawalo mi sie, ze
"najlzejszy” (dla mnie) w lekturze bedzie teoriomiarowy rozdzial trzeci. Tak
sie jednak sktada, ze rozdzialy w rozprawie zamieszczone sa w kolejnosci chro-
nologicznej, tak, jak powstawaly. W mojej ocenie redakcja kazdego kolejnego
rozdziatu jest bardziej przystepna dla czytelnika niz rozdziatu poprzedniego i
widaé¢ golym okiem rozwdj naukowy autora rozprawy w trakcie pracy nad ko-
lejnymi zagadnieniami. W efekcie, za najlepiej zredagowany uwazam rozdzial
ostatni (i to pomimo calego jego technicznego charakteru i wyjatkowo zawitej
indukcji, jaka autor uprawia, aby osiagnaé zadany efekt). W mojej ocenie cen-
ne w calej rozprawie sa ilustracje, na ktérych autor stara sie zobrazowaé swoje
rozumowania dotyczace kafelkowan. Bez tego typu intuicji geometrycznych byé
moze daloby sie zweryfikowaé poprawno$é rozumowan, ale na pewno wymyslaé

4Qraz, jak sie domy$lam, dla ulatwienia takie samej redakcji — opis kroku indukcyjnego
od razu w pelnej ogélnosci bytby bardzo nieprzyjemny i dla czytelnika, i dla samego autora.



dowody i glebiej je rozumieé juz nie.

Strona redakcyjna rozprawy pozostawia jednak pewien niedosyt. Czesto pod-
czas lektury brakowalo mi dokladniejszych odno$nikéw do wezedniejszych partii
tekstu. Zdarzajg sie w rozprawie miejsca, gdzie bez komentarza czy wyjasnienia
pojawia sie jaka$ formula (czesto nawet zupelnie elementarna), ktéra wcale nie
jest latwo uzasadnié. Domys$lam sie, ze powodem jest fakt, iz rozdzialy to nie-
mal dokladne kopie artykuléw, w ktérych pewne przejécia zostaly pozostawione
czytelnikowi. Jestem jednak zdania, ze rozprawa doktorska jest forma, w ktoérej

takie przeskoki nalezatoby uzupeinié.

Ponizej pewne uwagi szczegblowe, ktére nie maja wplywu na pozytywna

ocene calej rozprawy.

e (str. 17) W twierdzeniu 2.1.4 pojawia sie na konicu przeformulowanie cze-
$ci tezy na jezyk dynamiki topologiczne]j (7° jest faktorem 7°). Nigdzie w
rozprawie autor nie tlumaczy sie z tego, dlaczego mozna to tak przefor-
mulowaé. Doktorat moim zdaniem zyskal by na dodaniu wyjasnien.

(str. 18) W pierwszym akapicie autor odwotuje sie do twierdzenia 2.1.5.
Wydaje sie, ze nalezalo by réwniez zacytowaé 1.0.20, gdyz w 2.1.5 brak
informacji o entropii, a ma ona byé zerowa. Wydaje sie réwniez, ze brak
tu stwierdzenia, ze ksztalty kafelkowania 7 pochodza z ciagu Fglnera.

(str. 21 pkt 2) Ostatnie dwa zawierania sa elementarne, jednak lektura
bytaby latwiejsza, gdyby autor dodal odpowiednie rachunki.’

(str. 21 pkt 4) Fraza ”invariance property established earlier” jest my-
laca i czytelnikowi trudno sie zorientowaé do czego sie odnosi. Ponadto,
przy lekturze punktu 4 mozna odnie$¢ wrazenie, ze procedura sie zapetla
(nie jest jasne w jakiej kolejnosci sa dobierane kafelkowanie 7 oraz ¢, po
wczytaniu sie problem znikna, niemniej czytelnik ma prawo sie tu czué
zagubiony).

(str. 24 przed uwaga 2.2.3) Warto byloby ten fragment rozwinaé. Intuicja
faktycznie jest taka, ze jak bedziemy sklejaé ze soba kafelki, to nie utra-
cimy pozadanych wlasnosci, ale wydaje sie, ze nigdzie w pracy nie jest to
formalnie przedstawione.

(str. 25 pkt 3) Przydaloby sie gdzie$ wprowadzié¢ "sliding block code” (np.
w rozdziale 1).

(str. 25 ostatnia "kropka”) Przydalaby sie jaka$ wskazéwka dla czytelnika
skad sie wzial poczatek tego zdania.

(str. 30 lemat 3.1.1) Jest to lemat, ktéry zasadniczo pochodzi z pracy [8].
W [8] ma on doéé dluga historie i wydaje sie, ze samo zacytowanie [8] w
tym miejscu to troszke za malo. Absolutnym minumum byloby wskazanie

5Tego typu miejsc w rozprawie jest wiecej, na tej liscie wymienitam wybrane z nich.



dokladnego miejsca z [8], z ktérego pochodzi przeformulowany lemat (do-
my$lam sie, ze chodzi o lemat 3.4). Warto by bylo przytoczy¢ oryginalny
rezultat 1 wytlumaczyé czytelnikowi jak jedne pojecia (wieze Rochlina)
ttumacza si¢ na drugie (kafelki). Caly dowdd jest zredagowany pospiesz-
nie. Zrozumienie go wymaga ciaglego zagladania.do [8]. Domyslam sie, ze
zbiory C; pochodza z lematu 3.3 w [8], trzeba by to wiec przynajmniej
zasygnalizowaé. Dalej, wypadaloby podaé definicje “lower Banach densi-
ty”, a nie znéw odwolywaé sie do [8] (jak rozumiem, dowéd wypelniania
(1—m)-czesci przestrzeni bazuje na poréwnaniu obu definicji dolnej gestosci
Banacha i skorzystaniu z lematu 3.4 z pracy [8]).

(str. 32, definicja frekwencji) Ta definicja pojawia sie juz we wstepie. Po-
jawia sie tez w dalszej czeéci rozprawy. Nie wydaje sie ona na tyle trudna,
aby musiala by¢ powtarzana az tyle razy (inne, czesto trudniejsze, pojecia
nie zostaly w ten sposéb wyréznione). Domyslam sie, ze to pospiech.

(str. 33, komentarz przed lematem 3.1.6) Ten komentarz jest zupeinie
niezrozumialy.

(str. 34, wniosek 3.1.7) Brak zalozenia ergodycznosci (zakladam, ze to
przeoczenie).

(str. 35, pod koniec strony) Autor pisze: ”combining this with the previo-
us inequality”. Zaréwno w tym miejscu, jak i w wielu innych podobnych
odnosnik z "numerkiem” mocno by ulatwit odnalezienie odpowiedniej nie-
réwnosci i catosé lektury.

(str. 36, dowdd lematu 3.1.10) Definicje entropii warunkowe] lepiej by
bylo daé¢ do wstepnego rozdzialu zamiast przytaczaé ja wewnatrz dowodu
lematu. Domyélam sie, ze zostalo to tu, bo tak jest w artykule, ktéry
takiego wstepnego rozdzialtu sita rzeczy nie zawiera.

(str. 36, dowdd lematu 3.1.10) Z dowodu nie widaé, czy t zalezy od B czy
tez nie. To mocno utrudnia lekture tego fragmentu. W trzeciej linii nieréw-
nosci nie bardzo widaé skad sie bierze drugi i trzeci skladnik. Ostatecznie
wydaje sie, ze to jest dobrze, ale tych wyjasnien naprawde tu brakuje.

(str. 37, u gbry) Zamiast odwolywaé sie do strony 40 wydaje sie, ze lepiej
by byto odpowiednia definicje przesunaé / wyjaé przed lemat / ...

(str. 40 na dole) Doktorat zyskalby na uzupelnieniach (np. w rozdziale
wstepnym) zwiazanych z przestrzeniami Baire’a. Podobnie w dalszej czesci
tego rozdzialu jest sporo przejé¢ uwazanych za oczywiste. W rozprawie
chetnie bym zobaczyla przynajmniej niektére z nich rozpisane z wieksza
ilo$cia szczegbtow.

(str. 42 step 3) Czy argument jest tu taki, ze jeSli mamy do czynienia z
duzymi podzbiorami zbioréw Fglnera, to wéwczas mozna stosowaé 3.1.97



(str. 44 krok 5) Przydalaby sie tu wieksza dbalo$¢ o czytelnika, by bylo
widaé, ze ten doboér statych sie tu nie ”"zapetla”.

e (str. 45, druga wySrodkowana nieréwno$¢) Przydalby sie odnoénik, by ta-
twiej zrozumieé skad wynika nieréwnos$é. Podobnie na str 46, akapit zaraz
za " 3" (tam by sie przydal odnoénik do pierwszego wysrodkowanego wzoru
na stronie 45).

e (str. 52) Warto by dodaé jaki§ odnoénik do literatury, gdzie pojawia sie
fakt 4.2.1.5

e (str. 53, "good frequencies...”) Warto przemysleé redakcje. Czytelnik jesz-
cze nie wie, czym jest H oraz §(H).

e (str. 54) Przy pierwszym wysrodkowanym wzorze z nieréwnosciami mozna
jako$ zasugerowaé czytelnikowi czytanie "od $rodka” lub po prostu mozna
to rozbié na dwie czesci, obie zaczynajace sie od utamka z licznikiem Hgooq.

e (str. 55) Autor pisze: ”"Since S could have been chosen to be arbitrarily
large...”. Czy dobrze rozumiem, ze to, ze ksztalty moga by¢ dowolnie duze
mogliémy zagwarantowaé tam, gdzie dobieraliémy L?

e (str. 56, sam koniec) Czy nie powinno byé¢ 1 — 3w zamiast 1 — 2w?
e (str. 58) Warto by bylo da¢ dokladniejszy odnosnik do [12] i wyjasnié
doktadniej co to znaczy "slightly altered”.

e (str. 59, uwaga 4.2.8) Czy w tej uwadze chodzi o to, ze jesli £ nie spelnia
warunku na £ to wowczas mozemy zmienié¢ rodzine ksztaltéw przez ich
posklejanie?

o (str. 59, lemat 4.2.9) Zamienilabym na e € R C G (zamiast nawiasu
dotyczacego e), aby bylo jasne, ze nie zadamy, Zeby e nalezato do G.

e (str. 60, remark) Wydaje sie, ze jest literéwka 1 S =T.

e (str. 65, przedostatnia "kropka”) Czy ”Moreover, we can assume...”

sie z ewentualnym powiekszeniem kafelkéw w razie potrzeby?

wiaze

o (str. 66) Mylace jest zdanie ”We begin the first step... by using Lemma
4.2.5”; bo tak naprawde nie uzywa sie go od razu, tylko potrzebne sa
pewne przygotowania.

e (str. 67, poczatek strony) Nawias z "recall” dobrze by byto przenie$é ka-
walek dalej. Umieszczony w tym miejscu, tj. przed "on the domain” po-
woduje, ze czytelnik zaczyna sie mocno zastanawiaé, skad to sie wzielo i
dlaczego ma by¢ prawdziwe.

6Nieprzekonujace dla recenzentki jest uzywanie srodowiska ”fakt” tu i w inncyh miejscach.
Wydaje sig, ze standardowe ”twierdzenie”, ”stwierdzenie”, ”lemat” i "wniosek” sa wystar-
czajace. Rola srodowiska ”fakt” w rozprawie nie jest spéjna. Czasem ”fakt” oznacza cos nie-
koniecznie standardowego, ale w miare tatwego do sprawdzenia, np. 1.0.21, a czasem jaki$
klasyczny wynik jak 4.2.1.




e (str. 67 i inne w tym samym dowodzie) Jest potrzeba zmiany definicji
zbioréw Dyy oraz D,. W przeciwnym razie pojawia sie problem z uzasad-
nieniem zawierania £; C Dz, £7.7

e W pracy dostrzegtam troche literéwek, nie uwazam za istotne wypisywanie
ich tutaj. Ponadto, podzial tekstu na akapity nie zawsze wydawal mi sie
trafiony. Tu réwniez szczegbly pomine.

Konkluzja W mojej ocenie przedstawiona do recenzji rozprawa speitnia wy-
magania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie mgra Seba-
stiana Kopacza do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

"Ten ktopot przedyskutowalam z autorem rozprawy i przekonal mnie on, Ze mozna te
miejsca zmieni¢ nieduzym kosztem tak, by dowdd byl poprawny.



