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Recenzja rozprawy doktorskiej
pana Sebastiana Kopacza
Dynamics of countable amenable group actions

Postepowanie w sprawie nadania panu mgr. Sebastianowi Kopaczowi stopnia doktora
w dyscyplinie matematyka jest prowadzone przez Rade Dyscypliny Naukowej Matema-
tyka Politechniki Wroctawskiej na podstawie przepiséw ustawy z dnia 20 lipca 2018 r.
Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. 2021 poz. 478 z pdzn. zm.), zwanej dalej po
prostu ustawg. Artykul 187 punkty 1-2 ustawy stanowia, ze rozprawa doktorska z dyscy-
pliny matematyka prezentuje ogding wiedze teoretyczng kandydata [...] oraz umiejetnosé
samodzielnego prowadzenia pracy naukowej [...] a [p/rzedmiotem rozprawy doktorskiej
jest oryginalne rozwigzanie problemu naukowego®.

Po zapoznaniu sie z przestang mi do recenzji rozprawa doktorska pana Sebastiana
Kopacza moge bez najmniejszych watpliwo$ci stwierdzié, ze spelnia ona wymagania
stawiane rozprawom doktorskim przez ustawe. Dalsza czeéé tej recenzji zawiera
omowienie zawartosci rozprawy oraz uzasadnienie tej oceny.

Zawarto$¢ rozprawy w skrécie

Praca liczy sobie 77 stron i zawiera: spis tresci, wstep, cztery numerowane rozdzialy
oraz bibliografie. Rozdzial pierwszy zawiera wprowadzenie do tematyki pracy. Gléwna
zawarto$é rozprawy znajduje sie w rozdzialach 2—4, ktére powstaly na podstawie trzech
prac ztozonych przez pana Sebastiana Kopacza i jego wspétautoréw do recenzji w cza-
sopismach matematycznych. Dwie pierwsze z tych prac zostaly niedawno opublikowane.

Rozdzial drugi pokrywa sie z praca
(1) Dawid Huczek, Sebastian Kopacz, Factoring strongly irreducible group shift actions

onto full shifts of lower entropy. Groups Geom. Dyn. 18 (2024), no. 4, str. 1185-1199.

DOI 10.4171/GGD/808
Gléwnym wynikiem tego rozdzialu jest twierdzenie, ktére méwi, ze je$li G jest przeliczal-
na grupa ze Srednig z wlasnoscia poréwnywania (ang. comparison property), a X jest
silnie nieredukowalnym G-przesunieciem G (ang. strongly irreducible G-shift) spelnia-
jacym pewien warunek aperiodycznosci, to X jest faktorem pelnego przesuniecia G na
N symbolach, o ile logarytm z IV jest mniejszy niz entropia topologiczna G.

Wiyniki zawarte w rozdziale trzecim pochodzg z pracy
(2) Sebastian Kopacz, Jacek Serafin, Dawid Huczek, Residuality of dynamical morphi-

sms for amenable group actions, Indiana Univ. Math. J. 73 No. 3 (2024), str. 855-881.

DOI: 10.1512/iumj.2024.73.60075
Autorzy przenoszg klasyczne podejscie korzystajace z metody kategorii Baire’a, stoso-
wane w dowodzeniu dla dziatan grupy Z nastepujacych twierdzen:

! Pominiety fragment nie ma znaczenia z punktu widzenia tej recenzji.
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e twierdzenia Kriegera o skonczonym generatorze, orzekajace, ze dla kazdego zachowu-
jacego miare ergodycznego przeksztalcenia T: X — X przestrzeni prawdopodobien-
stwa X istnieje taki mierzalny podzial X na N czeéci, ze najmniejsza T-niezmiennicza
sigma-algebra zawierajaca ten podzial jest (z dokladnoscia do miary zero) sigma-al-
gebra wszystkich zbioréw mierzalnych w X, o ile logarytm z N jest mniejszy niz
entropia Kotmogorowa-Sinaja T wzgledem zachowywanej miary. Podzial speiniajacy
powyzsza wlasno$é jest nazywany generatorem T

e twierdzenia Sinaja o homomorfizmie, ktére méwi, ze proces ergodyczny o dodatnie]
entropii h jest dziedzing teoriomiarowego homomorfizmu (rozszerzeniem), ktérego
obrazem jest przesuniecia Bernoulliego o entropii mniejszej lub réwnej h,

o twierdzenia Ornsteina o izomorfizmie, ktére moéwi, ze dwie transformacje Bernoulliego
sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy maja taka sama entropie,

na przypadek dzialah przeliczalnie nieskoiiczonych grup ze $rednia (ang. amenable). Idea

dowodu jest w zasadzie identyczna z rozumowaniami w pracy Burtona, Keane’a i Serafina

[R. M. Burton, M. S. Keane i J. Serafin, Residuality of dynamical morphisms, Colloq.

Math. 84 /85 (2000), nr 2, 307317] (autorami pomystu byli Burton i Rothstein). Metoda

polega na pokazaniu, ze miary definiujace odpowiednie homomorfizmy lub izomorfizmy

tworza zbiory rezydualne w odpowiednio dobranych przestrzeniach potaczen (ang. jo-
inings).
Rozdziat czwarty powstal w oparciu o preprint

(3) Sebastian Kopacz, Jacek Serafin, Uniquely ergodic tilings of amenable groups, zto-
zona.

Autorzy konstruuja jednoznacznie ergodyczne (monoergodyczne) kafelkowanie przeliczal-

nej grupy ze $rednia, ktére generuje symboliczny ukiad dynamiczny o zerowej entropii.

Co wiecej, ksztalty tego kafelkowania sa dowolnie mocno niezmiennicze.

Ocena wynikéw zawartych w rozprawie

Praca doktorska Sebastiana Kopacza poswiecona jest uktadom dynamicznym genero-
wanym przez dzialania przeliczalnych grup mierzalnych (grup ze $rednig) na przestrze-
niach probabilistycznych (w przypadku ukladéw teoriomiarowych) lub przestrzeniach
metrycznych zwartych (w przypadku ukladéw topologicznych). Te dwa typy uktadéw sg
ze sobg powigzane. Kazde ciagle dzialanie przeliczalnej grupy ze Srednig na przestrzeni
metrycznej zwartej ma zawsze co najmniej jedng borelowsks niezmienniczg miar¢ proba-
bilistyczng. Uklady ciggle, ktére maja doktadnie jedng miare niezmienniczg nazywamy
monoergodycznymi (jednoznacznie ergodycznymi). Ustalajac jedng takg miare otrzymu-
jemy z ukiadu topologicznego ukltad zachowujacy miare.

Uktady zadane przez dzialania przeliczalnych grup ze $rednig stanowia uogdlnienie
uktadéw pochodzacych od dzialan addytywnej grupy liczb catkowitych Z, czyli dziatan
indukowanych przez iteracje automorfizmu zachowujacego pewng miare (w przypadku
uktadéw teoriomiarowych) lub homeomorfizmu (w przypadku ukladéw topologicznych)
na przestrzeni zwartej?. Te ostatnie uklady beda dalej nazywane klasycznymi.

Teoria dziatan przeliczalnych grup ze $rednia jest stale rozwijana i rozszerzana i jest
ona jednym z najwazniejszych obszaréw badawczych wspoétczesnej dynamiki. Sredniowal-
nos$é¢ (mierzalnosé) grupy przeliczalnej grupy charakteryzuje si¢ istnieniem ciagu w przy-
blizeniu niezmienniczych zbioréw, ktére wyczerpuja grupe; takie zbiory sa odpowied-
nikami przedzialéw [—N, N] w Z. Poniewaz wiele argumentéw ergodycznych bazuje na

2 W przypadku teoriomiarowym przestrzen fazowa ukladu nie musi by¢ zwarta, ale jezeli nasza

przestrzen z miara jest standardowa przestrzenia Lebesgue’a, to mozemy przyjaé, ze jest to odcinek

0, 1].
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odpowiednio zdefiniowanym pojeciu uredniania, zbiory te pozwalaja na uérednianie réz-
nych wielkoéci po calej grupie. Grupy mierzalne tworza wiec naturalne $rodowisko, w
ktérym mozna rozszerzy¢ teorie ergodyczng dzialan Z na bardziej ogdlne grupy. Wiado-
mo od dawna, ze klasa grup ze $rednia jest najszersza mozliwg klasg grup przeliczalnych
na ktérej dziatania mozna prébowaé rozszerzaé pewne wyniki klasycznej teorii ukladéw
dynamicznych. Wiadomo bowiem, ze to wlasnie mierzalnosé¢ ($redniowalnosé) grupy gwa-
rantuje istnienie miar niezmienniczych dla dzialan na przestrzeniach metrycznych zwar-
tych, Dla dziatan przeliczalnych grup ze $rednia mozliwe jest takze zdefiniowania pojeé
entropii topologicznej i entropii miarowej oraz powiazanie ich ze sobg za pomoca zasa-
dy wariacyjnej. Wiadomo tez, ze najbardziej satysfakcjonujace uogdlnienia klasycznych
twierdzen ergodycznych na dzialania grup wymagaja oczywiscie, by dzialajaca grupa
byta grupa ze érednia.

Podstawowe pytanie dotyczy tego, czy dzialania grup ze érednia wykazuja zasadniczo
inne zachowanie niz dzialania Z.

Jak juz wspomniano, klasyczna teoria ergodyczna i dynamika topologiczna koncen-
truja sie na dzialaniach addytywnej grupy liczb catkowitych zadanych czy to przez au-
tomorfizmy zachowujacych miare, czy przez homeomorfizmy przestrzeni zwartych. Stan-
dardowe dowody w tych teoriach czesto opierajg sie na istnieniu uporzadkowania grupy
Z. Przenoszac te wyniki na dzialania bardziej ogélnych klas grup przeliczalnych musimy
opracowaé nowe metody. W przypadku dziatan grupy Z% dla d > 2 mozemy korzystaé
z tego, ze d-wymiarowe kostki I¢ = [-N, N]¢ N Z%, gdzie N > 1 maja dla wszystkich
d podobne geometryczne i kombinatoryczne wlasnosci jak w przypadku d = 1. W szcze-
gbélnosci Z® moze by¢ pokryta przy pomocy parami rozlacznych translacji d-wymiarowej
kostki I%. Pokrycie takie nazywamy kafelkowaniem (ang. tilling). Niestety, w przypadku
ogdlnych grup ze $rednig tracimy przemiennoéé dzialania. Brak przemiennoéci znacznie
zwigksza liczbe mozliwych przypadkéw, ktére nalezy rozwazyé przy przenoszeniu rozu-
mowan z przypadku klasycznego. Jest to szczegdlnie widoczne przy korzystaniu z pojecia
znacznika (ang. marker). Co wiecej, tracimy tez mozliwoséé kafelkowania dziatajacej grupy
przy pomocy translacji jednego zbioru (zwanego ksztaltem). Takie kafelkowanie jest nam
potrzebne dla rozbicia orbity na niezalezne czesci, ktére mogg by¢ prawie niezmiennicze
dla ustalonego podzbioru skoficzonego. Przy wielu konstrukcjach majac podzial orbity
mozemy kazda z komorek takiego podzialu wypelniaé¢ niezaleznie majac pewnosé, ze za-
chowanie pewnych wielko$ci bedzie érednia po zachowaniu tej wielkosci w poszczegdlnych
komoérkach i Srednia ta jest mozliwa do kontrolowania przez odpowiednie wypelnienie
komérek. .

Pytanie, czy dla kazdej grupy mierzalnej istnieje taki pojedynczy ksztalt jest caly
czas otwarte. Wielu problemdéw zwiazanych z przenoszeniem wynikéw z teorii klasycznej
na dzialania przeliczalnych grup ze srednig zostalo przezwyciezonych dzieki wprowa-
dzeniu przez Ornsteina i Weissa pojecia kwazikafelkowan (ang. quasi-tilings). Pojecie
kwazikafelkowania odgrywalo (i nadal odgrywa) fundamentalna role w rozwoju teorii er-
godycznej wykraczajacej poza dzialanie pojedynczego przeksztalcenia. Dopiero niedawno
Downarowicz, Huczek i Zhanga udowodnili istnienie kafelkowania (o skonczonej liczbie
ksztaltéw z dobrymi wlasnoéciami prawie niezmienniczoéci i zerowa entropia?) dla kazdej
przeliczalnej grupy ze $rednig. Wynik ten otworzyl nowe mozliwoéci w badaniu dzialan
przeliczalnych grup ze $rednia.

Wyniki w rozprawie pana Sebastiana Kopacza laczg przed wszystkim uzyte metody
badawcze, tzn. konsekwentne uzywanie technik zwiazanych z kafelkowaniem i kwazika-
felkowaniem przeliczalnych grup ze $rednig do badania generowanych przez dzialania

3 Generujacego uktad symboliczny o zerowej entropii topologicznej.
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takich grup ukladéw dynamicznych. Otrzymane wyniki trudno nazwaé zaskakujacymi.
Ich warto$¢ polega na ich ogélnoédci (wyniki z rozdzialéw 2 i 4) lub elegancji rozumowa-
nia (dowody z rozdziatu 3). I wlasnie to uwazam za gléwny rezultat ocenianej rozprawy:
otrzymanie optymalnych wynikéw dla ogélnej klasy ukladéw dynamicznych przy uzyciu
technicznie zaawansowanych i dalece nietrywialnych metod. Dowody przedstawionych
w rozprawie twierdzen wymagaja ogromnej biegtosci w mysleniu w kategoriach kafelko-
wan i kwazikafelkowan.

Konkluzja

W mojej ocenie omawiana tu rozprawa doktorska pana Sebastiana Kopacza pt. Dyna-
mics of countable amenable group actions zawiera oryginalne rozwigzania nietrywialnych
probleméw matematycznych i zdecydowanie spelnia wymagania stawiane pracom
doktorskim przez ustawe z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyz-
szym i nauce (Dz. U. 2021 poz. 478 z pdézn. zm.). Praca doktorska Sebastiana
Kopacza stanowi wklad w rozwdéj teorii uktadéw dynamicznych zadanych przez dziala-
nia grup ze $rednia na zwartych przestrzeniach topologicznych oraz na przestrzeniach
probabilistycznych.

Nie mam najmniejszych watpliwosci, ze pan Sebastian Kopacz posiada wiedze teore-
tyczng i zna metody niezbedne do samodzielnego prowadzenia badai naukowych w dzie-
dzinie uktadéw dynamicznych. Wnosze wiec o dopuszczenie pana Sebastiana kopacza do
dalszych etapéw postepowania o nadanie stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.
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