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RECENZJA
rozprawy doktorskiej mgra Sebastiana Edwarda Kopacza zatytulowanej
,2Dynamics of countable amenable group actions”

Rozprawa doktorska mgra Sebastiana Edwarda Kopacza, bedaca przedmiotem tej re-
cenzji, sktada sig z 77 stron i podzielona zostala na 4 rozdziaty. Zostala napisana w jezyku
angielskim, pod opieka promotora dr hab. inz. Jacka Serafina i promotora pomocnicze-
go dr inz. Dawida Huczka. Rozprawa dotyczy badaf nad wlasnodciami grup ze Srednig
(amenable group) i ich miar niezmienniczych, w szczegdlnoédci entropii budowanych nad
nimi ukladéw symbolicznych.

Material przedstawiony w rozprawie jest spéjny tematycznie a przedstawione wyniki
dobrze si¢ ze sobg komponuja tak pod wzgledem metod jak i obszaru badan. Rozpra-
we rozpoczyna 2 stronicowe wprowadzenie, po ktérym nastgpuje rozdzial 1 zawierajacy
doéé ogblne przedstawienie gtéwnych obiektéw matematycznych i narzedzi uzywanych w
rozprawie. Sktada si¢ na nie migdzy innymi podsumowanie podstawowej terminologi zwig-
zanej z grupami ze §rednig, w tym rdézne wlasnosci ciaggoéw Fglnera; miary niezmiennicze
i twierdzenie ergodyczne (w wersji dla grup ze §rednia); entropia metryczna; przestrzenie
symboliczne i kaflowania itp. Niestety wprowadzenie nie jest w zadnym stopniu kompletne,
a co gorsze, nie zawsze pokrywa si¢ z notacjg stosowang dalej w rozprawie.

Gléwng czeéé merytoryczng rozprawy stanowig kolejne 3 rozdzialy. Powstaly one w
oparciu o prace autora (wspélautorskie), po jednej pracy na kazdy z rozdzialéw w kolej-
nodci (numeracja prac wg. bibliografii):

[18] Huczek, Dawid; Kopacz, Sebastian. Factoring strongly irreducible group shift actions
onto full shifts of lower entropy. Groups Geom. Dyn. 18(4) (2024), 1185-1199.

[17] Huczek, Dawid; Kopacz, Sebastian; Serafin, Jacek. Residuality of dynamical morphi-
sms for amenable group actions. Indiana, Univ. Math. J. 73(3) (2024), 855-881.

[23] Kopacz, Sebastian; Serafin, Jacek. Unigquely ergodic tilings of amenable groups. 2024.
w recengji

Juz na wstepie lektury rozprawy staje si¢ oczywiste, ze autor nie po$wiecil dosta-
tecznie duzo czasu na pelng integracje wynikéw, ujednolicenie oznaczen itp. Stwierdzenie
"We will denote this concisely by.... except chapter 2 .... as requested by editors of GGD”
jest kuriozalne i nie stanowi zadnego wyttumaczenia. Podobnie zdanie ” Throughout this
paper...” na poczatku sekcji 3.1.1. czy " The goal of the current work...” na poczgtku sekcji
4.3. Rozprawa doktorska powinna, stanowié sp6jng caloéé, a to ze autor tworzy ja na pod-
stawie wynikéw z 3 réznych artykuléw nie stanowi tutaj przeszkody. Utrzymanie réznych
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oznaczen i podej$¢ mialoby uzasadnienie, gdyby rozprawe stanowily 3 odrgbne artykuly
na podstawie przepiséw ustawy, ale to nie jest sytuacja z ktérg mamy do czynienia. Takie
potraktowanie tematu powoduje, ze ocena wynikéw rozprawy stanowi spore wyzwanie
dla czytelnika. Mimo tych trudnosci, argumenty przedstawione w rozprawie wydaja sig
kompletne i bezbledne. W trakcie lektury nie natrafilem na problemy czy istotne luki co
przy ocenie merytorycznej jest najwazniejszym elementem. Przejde teraz do oméwienia
gtéwnych wynikéw rozprawy w rozdziatach 2,3,4, gdzie doktorant rozwija nowe metody i
twierdzenia.

Rozdziat 2 koncentruje si¢ na poszukiwaniu faktoréw symbolicznych danego uktadu
obnizajacych entropig. Znanym faktem w jednowymiarowej (tzn nad Z) dynamice symbo-
licznej jest twierdzenie, ze dowolne przesunigcie skoficzonego typu X mozna pélsprzegnad
z pelnym przesunigciem na N symbolach, o ile A(X) > log N. Juz w przypadku prze-
sunigé wielowymiarowych Z?# okazuje sig, ze twierdzenie dziala nadal gdy h(X) < logN
ale moze nie zachodzi¢ gdy h(X) = log N. W oczywisty sposdb sytuacja grup ze $rednig
i przesunig¢ nad nimi jest naturalnym uogdlnieniem powyzszych rozwazan, cho¢ moz-
na jednocze$nie przypuszczal, ze dla tego przypadku potrzebny bedzie zupelnie nowy
warsztat matematyczny. Tak jest w rzeczywistodci, a celem rozdzialu jest wykazanie, ze
twierdzenie zachodzi takze dla grup ze érednia (wynik ten zawiera Twierdzenie 2.3.1.).
Oczywidcie potrzebne s3 dodatkowe zaltozenia jak aperiodycznoéé, comparison property
czy nieredukowalnoéé, ktére w jakim$ stopniu maja odwzorowaé wlasnodci przesunigd
skonczonego typu. Gléwng technike stanowig kaflowania specjalnego typu oraz pojecie
”markera”, stanowiacego koncepcje podobng do markeréw dla aperiodycznych przesunieé
jednowymiarowych. Preludium do gléwnego dowodu stanowi Twierdzenie 2.2.2. pozwa-
lajace na wybér " markeréw”. Dowdd tego twierdzenia jest dtugi i technicznie skompliko-
wany. Stanowi ono podstawg dla dowodu Twierdzenia 2.3.1. pozwalajac na odpowiednie
przekodowanie kafli, tak by ostatecznie skonstruowaé stosowny faktor. Rozdzial zamyka
Twierdzenie 2.3.3. pozwalajace zamieni¢ faktor z pelnego przesuni¢cia na przesunigcie
skoficzonego typu (notabene, w pracy definicja SFT na G chyba nigdzie nie pojawia sig).

Rozdziat 3 dotyczy ukladéw symbolicznych nad skoficzonym alfabetem o s > 2 sym-
bolach. Celem jest uogodlnienie 3 klasycznych twierdzefi znanych dla homeomorfizméw:
finite generator theorem (Thm. 3.2.1/3.2.4), homomorphism theorem (Thm. 3.2.2/3.2.5)
oraz isomorphism theorem (Thm. 3.2.3/3.2.6). Twierdzenia te zostajg przeformutowane
do wersji ktéra umozliwia skorzystanie z twierdzenia Baire’a. W tym celu wykorzystuje
si¢ zbiér niezmienniczych miar ergodycznych o pewnych dodatkowych wlasnoédciach (jo-
inings), co pozwala na sparowanie zadanej miary u z odpowiadajaca jej miarg o szukanych
wlasnosciach. Twierdzenie o izomorfizmie jest zredukowane do wniosku z pozostatych
dwdch, w zwigzku z czym jego dowdd jest dosé szybki. Pozostale dwa twierdzenia wyma-
gaja natomiast sporego naktadu pracy. Tak jak i w przypadku rozdziatu 2, istotny element
konstrukcji stanowig markery. Dla standardowej dynamiki symbolicznej wystarcza by mar-
kery rozmieszcza¢ w ograniczonych odstepach (syndetic) pozostawiajac odpowiednio duzo
miejsca na dodatkowe symbole. Dla grup ze érednig G idea jest w jakims$ sensie podobna
(wykorzystuje si¢ markery) jednak nie mozna liczyé na regularnoéé¢ zagwarantowang przez
Z. Po prostu G moze posiadaé bardzo nieregularng strukture, wglad w ktérg w jakims$
sensie zapewnia ciag Fglnera. Regularne odstepy zostaja natomiast zastgpione kaflowa-
niami, ktére uzupehia si¢ w odpowiedni sposéb. Dodatkowo, wykorzystuje si¢ lemat o
malzefistwach (marriage lemma) ktéry pozwala polgczyé bloki z dwéch odpowiednio do-
branych zbioréw A,B w pary. Wszystkie te zabiegi majg na celu skonstruowanie otwartych
i gestych zbioréw polaczen, ktére w przecigciu daja odpowiedni izomorfizm. Dowdd ostat-



niego z trzech twierdzen jest takze mozolny i technicznie skomplikowany. Jak stwierdza
autor, jest on mocno inspirowany podejéciem w pracy [6] z 2000 roku, jednak wszystkie
niezbgdne kroki zostaty rozpisane i przedstawione w sposéb dos¢é przejrzysty. Choé trzeba
przyznal, ze poziom szczegdtowosci argumentéw jest mocno ograniczony i sprowadza sig
bardziej do ogblnego komentarza/szkicu dowodu niz écistego dowodu matematycznego.

Ostatni rozdzial rozprawy skupia si¢ na konstrukcji jednoznacznie ergodycznych (uni-
quely ergodic) kaflowan dla grup ze §rednig G. Gléwne twierdzenie tego rozdzialu méwi, ze
dla dowolnego zbioru skoniczonego K C G i € > 0 istnieje takie jednoznacznie ergodyczne
kaflowanie o zerowej entropii, ze jego kafle sg (K, &)-niezmiennicze. Dowdd jest oparty
o indukcyjna technike aproksymacyjng, ktéra w kazdym kroku zaweza Srednice zbioru
miar niezmienniczych ktére moga pojawiaé si¢ w skonstruowanym kaflowaniu zadanym
przez wszystkie uklady kafli w domknigciu orbity tworzonego punktu z,. W konstrukcji
zapewnia, si¢ aby ciag z,, by! zbiezny do pewnego z, a stowarzyszone zbiory miar zawiera-
jace miary niezmiennicze generowane przez z, tworzyly ciag zstgpujacy. Tym sposobem,
docelowy punkt z zadaje uklad jednoznacznie ergodyczny. Jednocze$nie zapewnia sig
by entropie topologiczne kaflowan z, byly male, co przenosi si¢ na zbiér miar poprzez
regule wariacyjng i gérna pétcigglodé funkeji entropii. Przeprowadzona konstrukcja jest
pomyslowa i technicznie skomplikowana. Trzeba dobraé szereg stalych i wykonaé wiele
oszacowah aby wykonaé pojedynczy krok konstrukeji. Nastepnie rozpoczyna si¢ kolejny
krok indukcyjny, dbajac o to aby powstal cigg Cauchy’ego z,, a stosowna ”informacja”
przeniosta si¢ na punkt graniczny z i zbiér miar odpowiednio bliskich z. Sam szkic dowo-
du przedstawiony w pracy zajmuje 2 strony, a jego realizacja kolejne 10 stron pracy. Aby
dowdd okazal si¢ sukcesem, potrzebne s takze przygotowania w postaci odpowiednich
technik konstrukcyjnych i perturbacyjnych. Wprowadzane sg one na pierwszych 10 stro-
nach rozdziatu 4. Pozwalaja one modyfikowaé kaflowanie w taki sposéb by kontrolowaé
jego entropie i $rednice zbioru miar (Lem. 4.2.5) czy przeksztatcaé quasi-kaflowanie w
kaflowanie (Lem. 4.2.7.) kontrolujac niezmienniczosé kafli wzgledem zbioru K.

Jak widaé z powyzszych opiséw, rozprawa doktorska zawiera dowody o wysokim stop-
niu skomplikowania. Mimo, ze wiele z przedstawionych twierdzen inspirowanych jest in-
tuicjami dla dynamiki symbolicznej nad Z, dowody w zadnej mierze nie sg prosta mo-
dyfikacjg znanych argumentéw. Autor buduje zaawansowany warsztat dowodowy i opiera
si¢ niejednokrotnie na wynikach najnowszych badan dotyczacych kaflowah. Dowody sa
techniczne, a rozumowania i konstrukcje prowadzone przez wiele stron. W mojej ocenie
zgromadzony material prezentuje bardzo wysoki poziom merytoryczny. Niestety autorowi
nie udato si¢ uniknaé usterek czy niedociggnieé, co mozna poniekad ttumaczyé poziomem
skomplikowania prezentowanych rozumowan.

Ponizej przedstawiam listg usterek ktére moim zdaniem wymagajs komentarza/wyjasnienia
ze strony autora:

61%: ”Moreover, if G is amenable then it is a well known...” informuje czytelnika o istnieniu
ciggu Fglnera o pewnych zadanych wlasnodciach. W czedci dowodéw wlasnosci te sa
wykorzystywane w innych nie. Przy czym, jesli pewne obiekty (np. bloki) zdefiniuje si¢
na ustalonym ciggu i rozpocznie pewng konstrukcje, to nie mozna go potem zmienié¢. W
pracy czesto brakuje precyzji w tym zakresie. Czytelnik cz¢sto dowiaduje sie¢ w polowie
dowodu, ze dana wlasnosé ciggu Felnera jest konieczna. Dobrg praktyka bytoby usta-
lenie na poczatku ciggu o zadanych wlasnodciach ktére sg konieczne, a jesli zalozenia
sq rézne w réznych twierdzeniach, powinny byé wypisane explicite. Przykladowo w
58! korzystamy z symetrycznosci ciggu Fglnera. Na stronie 724 wprost pojawia sig
”Finally, without loss of generality we impose an additional assumption on the family
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of Fglner set...”. W pracy cigzko si¢ zorientowaé jakie zalozenia w danym momencie
obowiazuja.

63: Do przeprowadzenia rachunkéw i Remark 1.0.6 potrzebne jest "we assume that K
contains identity element”. Tymczasem po Definition 1.0.3 autor stwierdza ” Often K
will contain identity element”. Zatem dopuszcza si¢ sytuacje e € K. To czyni Remark
1.0.6 co najmniej nieprecyzyjng. Wypadatoby dopisaé e € K w jej wypowiedzi lub/i
kontrolowaé sytuacje w ktérych to zalozenie jest konieczne.

83: Stwierdzenie ” Equivalently, we can define...” nie jest trywialnym faktem. Wypadatoby
podaé cytowanie stosownego twierdzenia.

16,5 Definicja 2.1.2 wyglada na zle postawiong. Jesli e € P to dla kazdego t zachodzi
B(tp) = B(t) bez wzgledu na blok B. To w $wietle stawiane] definicji oznacza, Ze nie
istniejg aperiodyczne X.

1719: Twierdzenie 2.1.5. operuje na konkretnym ciggu Fglnera, przy czym nie wiadomo
czy jest on ustalany na poczatku czy tez taki cigg istnieje. To powoduje, ze wypowiedz
twierdzenia jak i jej péZniejsze zastosowania sg nieprecyzyjne. Jest to szczegoblnie istot-
ne w kontekécie wspomnianej weczeéniej uwagi odnosnie 61°.

34%: Whiosek 3.1.7. wydaje sie istotny dla dalszych rozumowah w pracy. Dlaczego zostal
podany bez dowodu?

363: Lemat 3.1.10. jest niezgodny z przyjeta konwencja. Wszystkie podzialy pojawiajace
si¢ wezedniej sg skoniczone i bylo to zatozenie takze przy definicji H(P) czy H(P|Q).
Jedli konieczne jest wykorzystywanie podzialéw przeliczalnych, to nalezaloby przere-
dagowad definicje na stronie 8 oraz 34.

3613: Oszacowanie (1 — t)é(Bp) otrzymane z linii powyze] wymaga dokladniejszego uza-
sadnienia.

49;1: Oszacowanie calki po X \ A przez £; wymaga dokladniejszego uzasadnienia.

525: Do tego momentu pojawily si¢ juz co najmniej 2 rézne metryki d na przestrzeni
M(X). Tymczasem, we wskazanym akapicie pojawia si¢ stwierdzenie, ze nie bedziemy
uzywal zadnej z tych metryk a oprzemy si¢ o Fakt 4.2.1. Jest to duza niekonsekwencja.
Skoro wybralidmy juz konkretng metryke, warto byloby dla ustalenia uwagi oprze¢ sig
juz o nig. Nawet jeSli nie podamy dokladnych zaleznodci pomigdzy 7, D i €. Choé
metryka ze strony 32 powinna pozwoli¢ na podanie stosownych zaleznosci.

7316 Jak argumentacja 1,2,3 podana ponizej prowadzi do konkluzji, ze £, jest ex-blisko
do px. Zabraklo gléwnego argumentu/wyliczenia.

743: W ostatniej linii dowodu czytelnik jest informowany, ze ” The proof of Lemma 4.2.5.
remains the same, with a possible better restriction....”. To oznacza, ze po przejéciu
calej procedury zmieniamy caly dowdd kluczowego lematy by gltéwny dowdd sig udat.
Czy nie dalo si¢ tego przewidzie¢ wezesniej?

Inne drobne niedociagnigcia/bledy:

512: Bledny rodzajnik ”a the”

59: W pracy nie potrafig¢ znalezé definicji £ (G)

72: Powinno byé ”is” zamiast ”if”

7%0: Jako, ze G jest grupa, w definicji miary niezmienniczej mozna uzyé gA w miejsce
g 'A. Uzycie elementu odwrotnego nic nie wnosi, poza odniesieniem do sytuacji kla-
gycznej dla odwzorowan cigglych (ktéra nie jest i tak poruszana).

T19 : Doé¢ niefortunny dobér oznaczen Mg i Mg dla oznaczenia zbioru miar niezmienni-
czych dla G i ergodycznych dla G (a nie jak mozna by przypuszczad, niezmienniczych
dla E). Bezpieczniejsze bytoby uzycie np. oznaczenia M.
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Ts : Dla pelnodci obrazu warto dodaé ”there exists a G-invariant Borel” probability ”me-
asure”.

8% : Nie potrafie odnalezé definicji ” G-invariant” dla funkcji w L!(u). Podobnie oznaczenie
1p nie jest wyjadnione.

83 : Brak zalozenia, ze elementy podziatu sy nietrywialne, tzn. u(P;) > 0, prowadzi do
probleméw w definicjach H(P) i H(P|Q).

95: ”(see [21])” - dobra praktyks jest podawanie dokladnego umiejscowienia cytowanego
rezultatu. Inaczej czytelnik musi przejrzeé caly monografi¢ czy pracg naukowa w po-
szukiwaniu wyniku ktéry ma zastosowanie. Szczegdlnie ma to znaczenie w przypadku
prac o charakterze monograficznym (jak rozprawa doktorska) ktére stanowia pewna
zamknigty catosé.

10" : Powinno byé ”gX C X” for every g € G.

1015 : Powinno byé D= Dg

104: Formalnie B’ jest blokiem, wigc g € B, nie ma sensu. Powinno byé albo D}, albo
stosowny komentarza.

16'? : Nadmiarowy nawias ”))”.

16,5 : Powinno byé {0, 1}%.

2219: Czy K’ bylo wczeéniej zdefiniowane?

30: Poczatek sekcji 3.1.1, a szczegdlnie 2 akapit stanowia powtdrzenie elementéw z roz-
dziatu 1.

31'1: W rozdziale 1 zdefiniowano dolna i gérng gestoéé Banacha dla podzbioréw G. Nie
pojawia sie tam definicja dla podzbioréw X, natomiast czytelnik w tym miejscu jest
odsytany do [8]. Jest to istotny brak konsekwencji.

312;: Powinno by¢ 77, zamiast T'z.

3215: Definicja metryki dla miar ktéra pojawia sie w tym miejscu jest istotnie rézna od
metryki na stronie 7. Trudno stwierdzié czemu nie pojawia sie w rozdziale 1.

33!: Twierdzenie 3.1.4 jest powtérzeniem identycznego twierdzenia 1.0.7 z rozdziatu 1.

34: Entropia zostala wprowadzona juz na stronie 8, cho¢ w tym miejscu pojawiaja si¢
pewne réznice (np. definicja H,(P). Jaki jest powdd przytaczania definicji w tym
miejscu zamiast odnoénika do rozdziatu 17

3713: Definicja B,, przedstawiona przy pomocy P, @ jest doéé zawila metoda powiedzenia,
ze chodzi o wszystkie mozliwe bloki w produkcie alfabetéw, jak to jest wymagane w
definicji metryki d na stronie 32.

37:: "These are the same partitions...” - po co czekaé az do strony 40 aby je zdefiniowaé
bardziej formalnie?

39,: Jako, ze kolejnosé jest istotna warto napisa¢ Z = X xY tym bardziej, ze X pojawia
sie pézniej niz Y. Co wigcej, taki precyzyjny opis pojawia si¢ dopiero na stronie 40. W
tym miejscu stowna prezentacja Z jest zbyteczna, i niepotrzebna do wypowiedzi trzech
kolejnych twierdzen.

41: W pracy nie ma twierdzeh 3.5. i 3.6.

5214: Pierwszy akapit jest powtérzeniem definicji ze strony 7.

557: Warto byloby podaé¢ numer lematu z rozprawy ktéry uzasadnia mozliwoéé wyboru £.

55%: Gdzie zdefiniowano U(y)? W rozdziale 1 pojawia si¢ U(T) ale nie U(y).

583: Definiujemy z nie Z ktére jest dane.

682: ”if in the proof of Lemma 4.2.5 we change” - lematy powinny byé tak wypowiedziane,
by nie bylo trzeba powtarzaé czedci ich dowodéw w zupehie innych zalozeniach i
kontekscie ale stosowaé wprost.

6819: ”we define 7 = 7; in Lemma.4.2.5” - w tym lemacie nie pojawia si¢ 7.



68'1: "Without loss of generality we improve” - zmiana stalej na mniejsza moze mieé
znaczacy wplyw na dalsze rozumowania. Nie jest jasne co powstrzymalo autora by
przyjac¢ mniejsza stata 71 juz na samym poczatku rozwazan.

68'4: ”Now we use Lemma 1.0.19 with proper parameters” - czyli z jakimi doktadnie? Co
nas powstrzymuje by je opisaé? Ten sam nieprecyzyjny opis powtarzany/kopiowany
jest dalej, m.in. na stronie 70.

68'7: Powinno byé S; € zamiast S €. We wzorze powyzej S nie wystepuje. Podobny
komentarz dotyczy 712 itd.

68'7: "By Lemma 4.2.4 we get that for any shape...” - w tym lemacie miara y; nie wystepu-
je. Wypadaloby doda¢ zdanie komentarza jak otrzymaé blisko$é miary. Caly schemat
jest potem powtarzany wielokrotnie, jednak w pierwszym kroku dobrze byloby podaé
wartosci parametréw, m.in. 7 i w; ktére stosujemy.

69°: Bloki testowe By, sa niezwykle wazne dla calej konstrukcji. Niestety trudno doszukaé
si¢ w pracy ich formalnej definicji (choéby na stronach 63-65).

69%0: Brakuje ( ) przy 4.10.

W mojej opinii przedstawiona rozprawa, pomimo wskazanych wczesniej drobnych nie-
dociagnigé spelnia z nawigzka wymagania stawiane w Ustawie z dnia 20 lipca 2018 r.
Prawo o szkolnictwie wyzZszym i nauce, rozszerzajac w sposob istotny i gleboki wiedze
na temat wlasnoSci miar niezmienniczych i entropii dla dziatah grup ze $rednig. W pracy
pojawiajg si¢ dtugie, zaawansowane rozumowania o wysokim stopniu skomplikowania. Do-
datkowo wyniki przedstawione w rozprawie zdecydowanie znajduja si¢ w czotéwce tema-
tyki badawczej zwigzanej z dzialaniami grup topologicznych na przestrzeniach zwartych.
W zwiazku z powyzszym, wnioskuje o przyjecie rozprawy doktorskiej i do-
puszczenie mgra Sebastiana Edwarda Kopacza do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.

Ze wzgledu na wskazane powyzej usterki redakcyjne i kompozycyjne nie wnoszg o

wyrdznienie rozprawy.




