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Wstep

Pan magister Marek Piotr Kryspin w przedstawionej pracy doktorskiej skupia sie przede wszystkim na analizie
ciggtej zaleznosci od parametréw rozwigzan linowych réwnan typu parabolicznego z opéznieniem. Rozwazane
przez niego opdznienie jest zaréwno stale, ale tez zalezne od czasu.

Rozprawa oparta jest na trzech pracach opublikowanych w miedzynarodowych recenzowanych czasopismach
oraz nieopublikowanych jeszcze rezultatach. Ten fakt $wiadczy pozytywnie o samej rozprawie. Sg to wyniki
powstate we wspoélpracy z promotorem Januszem Mierczyriskim oraz z Sylvig Novo, Rafaelem Obaya, a takze
samodzielne. Wspomniane publikacje to: Parabolic differential equations with bounded delay, M. Kryspin, J.
Mierczynski, Journal of Evolution Equations (2023); Systems of parabolic equations with delays: continuous
dependence on parameters, M. Kryspin, J. Mierczynski, Journal of Differential Equations (2024); Oseledets
decomposition on sub semiflows, M. Kryspin, Electronic Journal of Differential Equations (2024). Rezultaty
dostepne w tym momencie w repozytorium arxiv.org to: Two dynamical approaches to the notion of exponential
separation for random systems of delay differential equations, M. Kryspin, J. Mierczynski, S. Novo, R. Obaya
(2023).

Rozprawa jest obszerna - zajmuje 175 stron, sktada sie z o§miu rozdzialéw: wprowadzenia, wiadomosci wstep-
nych z notacja, pieciu rozdzialéw zasadniczych dla pracy zawierajacych rezultaty i dowody. Prace dopelniaja
rozwazania o mozliwych rozszerzeniach, dwa krotkie dodatki, bibliografia oraz indeks symboli.

Omoéwienie pracy

Pierwszy rozdzial to rzetelne wprowadzenie. Opisuje on motywacje oraz rezultaty rozprawy. Zawiera sfor-
mulowanie probleméw, dosé szczegdtowo, acz zwiezle przedstawia problemy i metodologie postepowania w ich
rozwigzaniu. Autor rozprawy krotko odnosi sie do literatury, podajac przeglad wiedzy i metodologii w dziedzinie.
To co cenne w tej czesci, to jasny sposéb przedstawienia zasadniczych elementéw pracy oraz wykorzystywanych
metodologii. Dzieki temu czytelnik jest w gladki spos6b moze przejsé¢ do dalszych czesci pracy.

Rozdziat drugi to wprowadzenie potrzebnej w dalsze] czeéci notacji, czesci narzedzi i podstawowych twier-
dzen.

W rozdziale 3, rozwazany jest uklad n parabolicznych réwnan rézniczkowych, gdzie stale op6Znienie pojawia
sie w czlonie zerowego rzedu (tak jak w calej rozprawie). Problem postawiony jest na obszarze ograniczonym D
(o gladkim brzegu) w Euklidesowe]j przestrzeni N wymiarowej. Czlon eliptyczny jest w postaci dywergencyjne;.
Czlony zerowego rzedu, w tym czlon z opdznieniem, traktowane sg jako zaburzenie. Uklad uzupelniony jest o
dane poczatkowe zdefiniowane na odcinku czasowym odpowiadajacym opéznieniu. Gléwne réwnanie rozumiane
jest w abstrakcyjnym sensie (Cauchy’go), tj. rozwigzanie u jest funkcja jednej zmiennej ¢ o wartosciach w
przestrzeni Banacha LP(D; RN) co pozwala na zdefiniowanie, tzw. rozwiazan mild (ang.), zamiast klasycznych
stabych. Jest to naturalne dla uktadéw dynamicznych generowanych przez réwnania rozwazane w rozdziale 3 i 4.
Rozwiazania typu mild sg tu cigglymi funkcjami zadanymi jako calki oparte o operator, ktéry rozwigzuje uktad
réwnai tylko z czlonami pierwszego i drugiego rzedu, a czlony zerowego rzedu pojawiaja sie jako parametry
(zaburzenia). Uklady rozwazane sg z zerowymi warunkami Dirichleta na brzegu, ale réwniez z bardziej ogélnymi
typu Robin (wlaczajac warunek Neumanna). W rozdziale 3 wykazano istnienie oraz jednoznaczno$é rozwigzan
(mild solutions) oraz ciagta zaleznosé od parametréw, tj.: danych poczatkowych (z historia), wspélczynnikéw w
liniowym czlonie eliptycznym, parametréw (wspétczynnikéw) przy cztonach pierwszego oraz zerowego rzedu oraz
parametréw przy warunku brzegowym. Wynik ten oznacza, ze mate zaburzenia w parametrach uktadu prowadza
jedynie do matych zmian w rozwigzaniach (mild solutions). Wykazano réwniez regularyzacje - poprawe klasy
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catkowalnosci - rozwigzan w czasie. Jesli rozwigzania maja wartosci w przestrzeni L, to po pewnym czasie 17,
wartosci te naleza do L, gdzie ¢ > p. Rozdzial ten skupia si¢ na opéznieniu staltym w czasie. Opo6znienie jest
obecne w czlonie zerowego rzedu.

W rozdziale 4 rozwigzany jest podobny problem jak w rozdziale 3, jednak opéznienie ma bardziej ogélng
forme i zalezy od czasu, przy czym jest ograniczone (0 < R(t) < 1). Jednoczes$nie by zagadnienie bylo dobrze
postawione od danych poczatkowych, wymagana jest wyzsza regularnosé - ciagtosé po czasie na odcinku [—1, 0].
Do uktadu dodano réwniez wyraz zerowego rzedu bez opo6znienia. Rezultatem tego rozdzialu ponownie jest
istnienie, jednoznaczno$¢ rozwigzan typu mild oraz ich ciagla zalezno$é od parametréw: wspédlczynnikéw w
operatorze eliptycznym, wspotczynnikow przy wyrazach pierwszego i zerowego rzedu, wspoétczynnikéw przy
danych na brzegu oraz parametru zwigzanego z op6znieniem.

W obu powyzszych rozdzialach by pokazaé istnienie rozwigzan wykorzystano metode punktu stalego lokalnie
w czasie, nastepnie dzieki odpowiednim oszacowaniom przedtuzono rozwigzania do globalnych. Wprowadzenie
odpowiedniej topologii (stabej-*) i zastosowanie metod prezwartosciowych pozwala na uzyskanie ciaglej zalezno-
$ci od danych. Najpierw od danych poczatkowych, nastepnie od parametréw i op6znienia, ostatecznie catogciowo.
Wykorzystano teorie operatoréw sprzezonych. Rozwazania bazuja na teorii réwnan liniowych bez opéznienia a
nastepnie, poniewaz opéznienie jest w czlonie zerowego rzedu, traktowane jest ono jako zaburzenie.

Rezultat z rozdziatu 5 to kolejny krok w kierunku uogélnienia opdznienia - tym razem rozwazane jest ono w
formie miary ze znakiem. Roéwnanie jest natomiast uproszczone w poréwnaniu z dwoma poprzednimi rozdziatami
i zamiast réwnania czastkowego mamy tu do czynienia z nieautonomicznym linowym réwnaniem zwyczajnym.
Warunek poczatkowy to funkcja ciagla. W tej czesci pracy ponownie wykazano, ze réwnanie posiada jedno-
znaczne rozwigzanie i zalezy ono w sposéb ciggly od odwzorowarn o wartosciach w miarach reprezentujacych
op6znienie. Tu metodologia oparta jest na twierdzeniach dotyczacych ciagtej zaleznosci punktéw statych dla
operatoréw kontrakeji od parametréw.

Kolejna czesé to jeszcze ogblniejsze rozwazania. Parametry w rownaniu nie zalezg od czasu bezposrednio, ale
sa zwigzane pewng abstrakcyjna przestrzenia probabilistyczna, a rozwazane problemy zwiazane sg z losowym
uktadem réwnan rozniczkowych.

Rozdzial 6 to abstrakcyjny rezultat zwigzany bardziej z ogdlng teorig a nie bezposrednio réwnaniami réznicz-
kowymi. Przedstawiona jest koncepcja dekompozycji Oseledetsa. Jest to wprowadzenie do nastepnego rozdziatu.

Rozdzial 7 natomiast dotyczy istnienia eksponencjalnej separacji typu II dla uktadu réwnan rézniczkowych
na przestrzeni Banacha.

Metodologia tej czesci pracy opiera sie na obserwacji, ze jeSli w jednej przestrzeni istnieja nieimiennicze
podprzestrzenie, to podobne typy nieimienniczych podprzestrzeni beda réwniez istnie¢ w przestrzeniach w wto-
zonych w nich w sposéb ciagly oraz ze wykladniki Lapunowa w przestrzeni wlozonej nie ulegaja zmianie.
Jesli chodzi o istnienie i skoriczono$é wyktadnikéw Lapunowa losowych réwnan rézniczkowych, autor korzysta
z ergodycznego twierdzenia Birkhoffa i subaddytywnego ergodycznego twierdzenia Kingmana. Aby zrozumie¢
asymptotyczne zachowanie rozwiazania, stosuje teorie zwiazang z "generalized principal Floquet subspaces",
rozktadem Oseledetsa i uogélniong separacjsg wyktadnicza. Rozdzial 7 pracy w istotnej czesci oparty jest na
wykorzystaniu teorii rozwinietej wczesniej przez promotora - J. Mierczynskiego.

Nastepna czes$é pracy to krotka dyskusja mozliwych rozszerzen pracy (rozdzial 8), Appendix A, B - czgsé ta
to uzupetlnienie odpowiednio poprzednich trzech rozdziatow.

Praca konczy sie bibliografia zawierajaca 102 pozycji, ktore odnosza sie do tresci pracy w odpowiedni sposéb.

Opinia

Pan Marek Kryspin odpowiada w swojej pracy na fundamentalne i naturalne pytania pojawiajgce sie przy
analizie rownain z opéZnieniem - istnienie, jednoznacznosé, jak zmieniaja sie rozwigzania przy zaburzaniu danych
i parametréw. W mojej opinii atutem tej pracy jest jej spéjnosé. Obrana problematyka jest rozwijana przez
zdawanie kolejnych pytan i znajdowanie na nie odpowiedzi. Praca ewoluuje od prostszych do trudniejszych
zagadnien, co pozwala stopniowo zapoznaé sie z tematyka, trudnosciami, technikami. Pokazuje to tez proces w
jakim pan Kryspin rozwijal swéj matematyczny warsztat.

W mojej opinii cala rozprawa napisana jest na bardzo dobrym poziomie. Rozwazane zagadnienia przed-
stawione sg w sposdb przejrzysty i bardzo szeroki. Widoczne jest, ze praca wymagala gltebokiego zrozumienia
wykorzystywanych technik i metod z teorii réwnan rézniczkowych, analizy matematycznej i funkcjonalnej. Au-
tor wykazuje dobrg ogblng wiedze teoretyczng w swojej dyscyplinie. Réwniez w osobistym kontakcie, podczas
referatow i rozméw naukowych umiejetnie argumentuje swoje tezy.

Podjeta tematyka dotyka fundamentalnych probleméw. Tematyki sg nietrywialne. Rezultaty zawarte w pracy
w mojej opinii sg interesujace réwniez dla szerszego grona naukowego. Cho¢ dla mnie osobiscie teoria nielinowych
roéwnan jest bardziej fascynujaca.

Moz



Redakcja rozprawy jest bardzo czytelna, przejrzysta, doktadna. Uklad pracy, podzial na podrozdzialy oraz
ich zawartosé utatwia zapoznanie sie z trescig i jej zrozumienie. W sposéb jasny przedstawione sa metodologie,
argumenty oraz kolejne rozszerzenia problemu. Kilka znalezionych przeze mnie niescistosci nie umniejsza wartosci
calej rozprawy. Ponizej przedstawie kilka drobnych uwag i pytan.

1.) W rozdziale 3 nasuwa sie naturalne pytanie pytanie czy rozwiazania znajduja sie w przestrzeniach typu
Soboleva?

2.) Nie jest jasne, dlaczego na stronie 51 przy oszacowaniu I; po drugiej nier6wnosci pojawil sie wspotczynnik
n’K.

3.) Czy w rozwazaniach zwigzanych z rozdzialem 4, gdy opoznienie zmienia sie w czasie, dopuszczalne jest
by wraz z czasem ograniczenie gérne na R(t) mogto ono rosnaé, np. tak by uja¢ cata historie?

4.) W rozdziale 5 mamy ogodlniejsze opdznienie, ale réwnanie jest juz w bardzo uproszczonej formie. Czy
mozna rozwazaé uklad réwnan czastkowych jak w rozdziatach 3 i 47

5.) Na poziomie redakcyjnym znalazlam kilka (nielicznych) bledéw interpunkcyjnych. W zdaniu ponizej
réwnania (3.3.7) brakuje orzeczenia. Brak kropki na kornicu zdania przy formule (3.4.8). Na $rodku strony 76,
przy przypisaniu wartosci ¢ dwie ostatnie réwnosci sg identyczne. W niektérych miejscach przy przechodzeniu
do granicy w ciagach o kilku indeksach brakuje mi wyraznego dopisku z jakim parametrem przechodzi sie do
granicy w danym kroku. W pierwszym zdaniu rozdziatu 5.4 brakuje: for ¢ = 1,...,n. W rozdziale 2.1.2 przy
definicji stabej-* mierzalnosci dodalabym: for each z € X.

Konkluzja

Wyniki uzyskane w przedstawionej przez magistra Marka Piotra Kryspina pracy doktorskiej oceniam pozy-
tywnie. Podjete przez niego problemy naukowe zostaly rozwigzane w sposéb oryginalny. Praca jest przejrzysta
i doktadna.

W swojej rozprawie wykazuje on znajomosé teorii, metod oraz dorobku nauki w dyscyplinie matematyka.

Potrafi odnieéé sie i ocenié¢ dotychczasowy dorobek naukowy w dziedzinie oraz krytycznie poréwnaé swoje
wyniki z dostepnymi rezultatami.

W mojej opinii pan Kryspin swoja praca wykazuje, ze jest matematykiem potrafigcym w duzym stopniu
samodzielnie powadzi¢ prace naukows. Skutecznie rozwija on swoje matematyczne zainteresowania, czym przy-
czynia sie do rozwoju dziedziny.

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa ,Nonautonomous Linear Differential Equations with Delays and Skew-
product Dynamical Systems” pana Marka Piotra Kryspina spelnia wymagania stawiane rozprawom doktorskim
i wnioskuje o dopuszczenie go do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

dr hab. Aneta Wréblewska-Kamiriska



