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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MGR JULII LENCZEWSKIEJ
“Hardy inequalities and nonlocal geometry”

Rozprawa doktorska Pani Lenczewskiej zostata napisana pod opieka Pana dra hab. Tomasza
Grzywnego (PWr) a jej wyniki naleza do teorii nielokalnych operatoréw i przestrzeni utamko-
wych oraz geometrycznej analizy.

Materiat rozprawy jest oparty na nastepujacych trzech artykutach i jednym preprincie:

(1) Krzysztof Bogdan, Tomasz Jakubowski, Julia Lenczewska, Katarzyna Pietruska-Patuba,
Optimal Hardy inequality for the fractional Laplacian on L?, J. Funct. Anal., 282(8):
Paper No. 109395, 2022.

(2) Michat Kijaczko, Julia Lenczewska, Sharp Hardy inequalities for Sobolev—Bregman forms,
Math. Nachr., 297(2):549-559, 2024.

(3) Wojciech Cygan, Tomasz Grzywny, Julia Lenczewska, Asymptotics and geometric flows
for a class of nonlocal curvatures, arXiv:2308.16660.

(4) Tomasz Grzywny, Julia Lenczewska, Asymptotic expansion of the nonlocal heat content,
Studia Math., 270(3):339-359, 2023.

Powyzsze artykuty ukazaly si¢ w rzetelnych lub bardzo dobrych czasopismach, np.: JFA, Math.
Nachrichten. Dwie sposréd powyzszych publikacji napisane sa wspdlnie z Promotorem roz-
prawy (w tym jeden réwniez z Wojciechem Cyganem), a pozostate dwa z, w sumie, czterema
Wspétautorami. Dobrze §wiadczy to o zdolnosci do wspdtpracy naukowej Doktorantki.

Opis i ocena pracy

Rozprawa napisana w jezyku angielskim ma 141 stron, za$ jej bibliografia liczy 142 pozycje.
Praca podzielona jest na siedem rozdzialéw plus blibliografia oraz indeks oznaczeri, kazdy skfa-
dajacy sie z podrozdzialéw adekwatnych do podzialu materiatu.

Praca doktorska jest napisana w przemySlany sposéb i z troska o czytelnika. Na uwage
zashuguja liczne nietrywialne przyktady ilustrujace dyskusj¢ rozprawy.

Tematyka rozprawy dotyczy nielokalnych operatoréw i zwiazanych z nimi nieréwnosci typu
Hardy’ego oraz geometrii zbioréw. Doktorantka rozwija aparat pojgciowy i narzedzia matema-
tyczne niezbedne do geometrycznej analizy w ujeciu operatoréw nielokalnych i utamkowych
przestrzeni funkcyjnych. Na szczegdlna uwage zastuguja wyniki rozdziatéw 5-7 lezace na po-
graniczu badari z obszaréw analizy i geometrii, a kontynuacja badan zapoczatkowanych w tych
rozdzialach moze przyczyni¢ si¢ do dalszego rozwoju teorii potencjatu i poje¢ krzywizny brzegu
obszaru w R” lub w bardziej og6Inych przestrzeniach metrycznych z miara.

Rozdzial pierwszy wprowadza czytelnika w tematyke rozprawy i w przejrzysty sposéb prezen-
tuje wyniki doktoratu. Podobnie oceniam rozdziat drugi, w ktérym dyskutowana jest notacja,
podstawowe definicje oraz wstepne rezultaty.



Celem rozdziatu trzeciego jest dyskusja oraz dowéd optymalnej nieréwnosci Hardy’ego
dla funkcji L? (twierdzenia 3.1.1 oraz 3.1.2). Fundamentem rozwazan jest uzyskanie tozsamo-
Sci typu Hardy’ego (3.1.13) dla formy Sobolewa-Bregmana (3.1.7). Podobne tozsamoéci dla
funkeji gtadkich o zwartym nosniku uzyskano w pracy [73] w 2008 roku (wedtug spisu litera-
tury rozprawy) oraz dla funkcji klasy L? w pracy [27] z 2016-ego roku. Nier6wno$é Hardy’ego
dla funkcji LP wynika natychmiast z tozsamosci typu Hardy’ego (patrz dyskusja na str. 17 roz-
prawy) 1 jest znana w literaturze (praca [107]). Jednak stata w tej nieréwnosci nie jest optymalna
1 dopiero twierdzenie 3.1.2 rozprawy skutkuje taka stata. Jest to mozliwe dzigki nowemu po-
dejsciu do zagadnienia, ktére nie taczy nier6wnosci typowych dla funkcji L? z tozsamos$ciami
algebraicznymi dla funkcji L?, ale za to wykorzystuje dywergencje Bregmana (3.1.10) i nier6w-
nosci typowe dla funkcji LP. Dowdd twierdzenia 3.1.1 wynika z lematéw pomocniczych, udo-
wodnionych w rozdziatach 3.2.1-3.2.3, dotyczacych reprezentacji formy Sobolewa—Bregmana
jako granicy form dla operatoréw na pétgrupach (3.2.20). Natomiast dowéd optymalnosci sta-
tej (twierdzenie 3.1.2) opiera si¢ na technicznych lematach 3.4.1-3.4.3. Kluczowym okazuje sie
wybdr funkcji testujacej (3.4.5) i nietrywialne oszacowania calek w formie Sobolewa—Bregmana
(str. 31 rozprawy). Zastosowania uzyskanej nieréwnosci obejmujg operatory typu Schrodingera
(rozdziat 3.5).

Wyniki rozdziaha czwartego sa naturalna kontynuacja badari przedstawionych w poprzed-
nim rozdziale i dotycza uogélnienia nieréwnosci Hardy’ego typu LP na péiprzestrzeni i obszary
wypukte w R”. Podobne wyniki dla funkcji z L? uzyskano w pracy [26]. Dowdd twierdzenia
4.1.1 (dla pétprzestrzeni) jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.1.1, tzn. pokazanie nie-
rownosci Hardy’ego sprowadza si¢ do lematu 4.2.1, dajacego reprezentracje formy Sobolewa—
Bregmana na pétprzestrzeni, zas dowdd optymalnosci wymaga wyboru ciagu funkcji testuja-
cych (4.2.5) i zmudnych oszacowan formy Sobolewa-Bregmana tych funkcji, przedstawione;
Jako suma szesciu catek po odpowiednich podzbiorach p6tprzestrzeni (str. 42 rozprawy). Do-
wod nieréwnosci Hardy’ego dla obszaréw wypuktych jest mniej techniczny i estetycznie taczy
analizg z geometrig, a wynika z wariantu nieréwnosci Hardy’ego (4.3.3), rozumowania z pracy
[111] oraz reprezentacji obszaru poprzez rzuty na przecinajace go proste (str. 50 rozprawy).

Rozdziat piaty zawiera dyskusje nielokalnych pojemnosci, jednego z wazniejszych pojeé
geometrycznej analizy i analizy na przestrzeniach metrycznych, oraz ich zwiazkéw z nielokal-
nymi nieréwnosciami Hardy’ego, Sobolewa oraz pojgciem perymetru zbioru (ang. perimeter
odpowiada polskiemu stowu obwdd, ktére nie oddaje w pelni natury badanego operatora Per).
Ostatnie lata przynosza zainteresowanie tym pojeciem w kontekscie utamkowych przestrzeni
Sobolewa (np. prace [130,131]), stad badania nielokalnych pojemnosci przedstawione w rozpra-
wie powinny zwrdci¢ uwage innych badaczy oraz znalezé zastosowania w badaniach nielokal-
nych przestrzeni Sobolewa na obszarach o nietrywialnej geometrii, takich jak obszary NTA oraz
w zagadnieniach teorii potencjatu, na przyktad w rozwiazywalnosci (nielokalnego) zagadnienia
Dirichleta dla funkeji i przeksztatceri harmonicznych. Na szczegdlng uwage zashiguja: lemat
5.2.1 (o gestosci funkcji klasy C5” w nielokalnych przestrzeniach Sobolewa W) oraz propozy-
cje 5.3.1 i 5.3.4 zawierajace podstawowe wiasnosci nielokalnych pojemnosci. Cho¢ dowody
tych obserwacji sa standardowe dla teorii pojemnosci, to ich warto$é lezy w zastosowaniach
tych wynikéw. Kolejne ciekawe wyniki dotycza nieréwnosci Hardy’ego dla miar z wagami i
warunkiem podwajania (twierdzenie 5.4.1 oraz wniosek 5.4.4) zilustrowane przyktadami (5.4.5
15.4.6). Z wynikéw tych otrzymujemy twierdzenie typu Sobolewa o zanurzaniu (lemat 5.4.8).
Niejako sumg wynikéw tego rozdziatu jest twierdzenie 5.4.11, w ktérym podano oszacowanie
na nielokalna pojemnos¢ kuli (wzér 5.4.18) przy zatozeniu radialnosci miary. Tego typu wynik
by¢ moze méglby postuzy¢, na przyktad, do uzyskania nielokalnego odpowiednika testu Wie-
nera. Ostatni wynik rozdziatu, to twierdzenie 5.5.2, w ktérym nielokalna pojemno$¢ zwartych



zbioréw scharakteryzowana zostata poprzez pojecie nielokalnego perymetru. Troche szkoda,
ze w dyskusji w rozdziale 5.5. nie rozwinigto bardziej geometrycznych wnioskéw z twierdze-
nia 5.5.2, np.: dla jakich zbioréw zastosowanie pojemnosci Capy, ; moze uprosci¢ obliczenia
pojemnosci Cap,, | oraz w jaki spos6b geometria obszaru wplywa na oszacowania Pery?

Centralnym obiektem rozdzialu széstego jest pojecie pojemnosci cieplnej Hq (ang. heat
content) i jego whasnosci, zdefiniowane dla zbioréw otwartych w R? o skoriczonej mierze Le-
besgue’a. Gtéwnym wynikiem rozdziatu, nawiazujacym do pracy [50], jest asymptotyczne roz-
winigcie funkcji Hg. W tym celu pokazane sg ogélne wyniki dla pétgrup miar probabilistycz-
nych (twierdzenia 6.3.3, 6.3.6 i kluczowy wniosek 6.3.8) zdefiniowanych na poczatku rozdziatu
sz6stego. W przypadku utamkowego Laplasjanu analogiczne rozwinigcia asymptotyczne przyj-
mujg szczegdlne postaci (twierdzenia 6.3.101 6.3.11), taczac ze sobg stowarzyszong pojemnos¢
cieplng Hg (tzn. Hq = |Q| — Hg), klasyczny i nielokalny perymeter zbioru Q. Dowody tych
twierdzen sg techniczne i wykorzystuja wczesniejsze obserwacje z prac [50] 1 [90]. Warto do-
daé, ze tak jak w poprzednich rozdziatach réwniez i w tym przedstawiono przyktady ilustrujace
wyniki badan (rozdziat 6.3.1). Jedna z motywacji dla badan tego rozdzialu, przedstawiona w
postaci pytania na str. 89 rozprawy, dotyczy interpretacji dalszych wyrazéw asymptotycznego
rozwinigcia funkcji Hg w terminach (nielokalnej) §redniej krzywizny. Badaniom nad tym poje-
ciem po§wigcony jest ostatni rozdziat pracy doktorskiej Pani Lenczewskie;.

Rozdzial si6dmy zawiera jedne z istotniejszych wynikéw rozprawy, ktérych konsekwen-
cje powinny by¢ badane i rozwijane dalej. Prezentacja w tej czeSci doktoratu zaczyna sie od
przypomnienia definicji krzywizny $redniej zbioru klasy C*> w przestrzeni euklidesowej oraz
zdefiniowania réznych jej nielokalnych odpowiednikéw (7.1.3), (7.1.4) i (7.1.6) a takze odpo-
wiednikéw krzywizny kierunkowej (7.1.9) i (7.1.10). Pomocnicze obserwacje przedstawione
w rozdziale 7.2 obejmuja reprezentacje nielokalnych krzywizn Srednich w ustalonym uktadzie
wsp6trzednych (propozycja 7.2.1), utatwiajace dowody dalszych wynikdw, oraz nielokalny od-
powiednik klasycznego wzoru (7.1.1) dla krzywizny $redniej jako usrednionej catki z krzywi-
zny kierunkowej (twierdzenie 7.2.2). W propozycji 7.3.1 pokazano, ze zaproponowana definicja
(7.1.8) krzywizny Sredniej posiada wtasnos$ci monotonicznosci, niezmienniczosci ze wzgledu na
translacje, a przede wszystkim jednostajnej ciggtosci. Ta ostatnia wtasno$¢ pozwala na aprok-
symacje klasycznej krzywizny Sredniej jej nielokalnym odpowiednikiem Hy przy zatozeniach
(7.1.6) na ¢. Dzigki tej obserwacji nielokalna krzywizna moze znaleZ¢ zastosowania w klasycz-
nych zagadnieniach z geometrii rézniczkowej i geometrycznej analizy. Dowdd propozycji 7.3.1
w interesujacy sposéb wykorzystuje definicje Hy i jej podstawowe wlasnosci oraz geometrig
zbioréw klasy C!!'. Co wiecej, w potaczeniu z wynikami pracy [42], propozycja 7.3.1 implikuje
istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan lepkosciowych zagadnienia Cauchy’ego (7.3.9). Uzupel-
nieniem dyskusji w rozdziale 7.3 jest twierdzenie 7.3.6, w ktérym udowodniono, ze nielokalna
krzywizna Srednia Hy jest pierwsza wariacjq nielokalnego perymetru Pery. Wynik ten czeka
jednak na swoje zastosowania nie przedstawione w rozprawie.

Znaczenie 1 wartos¢ definicji z rozdziatu 7.1 petniej ukazuja sie w rozdziale 7.4, gdzie opi-
sane sa wyniki dotyczace asymptotyki nielokalnych krzywizn 1 aproksymacji klasycznej krzy-
wizny Sredniej. Dowdd twierdzenia 7.4.1 jest techniczny i w swej idei naturalny, ale jego
konsekwencja jest wniosek 7.4.2, dajacy tatwo weryfikowalne warunki na miary, skutkujace
aproksymacja krzywizny §redniej przez jej nielokalne odpowiedniki. Wynik ten dobrze ilustruja
przyktady 7.4.7-7.4.9, ktére dodatkowo pozwalajg uzyska¢ pewne wyniki z prac [42] 1 [118]
jako przypadki szczegdlne twierdzenia 7.4.1. Kolejna konsekwencja tego wyniku jest stabilnos$¢
rozwigzan zagadnienia Cauchy’ego (7.3.9) przy lokalnie jednostajnej zbieznoSci rozwigzan lep-
kosciowych (twierdzenie 7.4.5). Wyniki rozdziatu 7.4 uzupetnia dyskusja asymptotyki dla nielo-
kalnych anizotropowych krzywizn oraz ich relacja z nielokalnym anizotropowym perymetrem,



w tym odpowiedZ na pytanie otwarte postawione w uwadze 4.12 w pracy [42]. Publikacja ta
ukazata si¢ w prestizowym czasopiSmie Comm. in PDEs a fakt, ze wyniki rozdziatu siédmego
kilkukrotnie uogélniaja lub odpowiadaja na pytania postawione w tej pracy, podkresla warto$é i
rangg pracy wykonanej przez Doktorantke oraz Wspétautoréw preprintu [53]. Ponadto, dalsze
zastosowania wynikéw rozdziatu siédmego nawigzuja do pracy [55], ktéra réwniez ukazata sie
w prestizowym Journal of EMS.

Uwagi redakcyjne i jezykowe
Praca jest dobrze zredagowana. Nie znalaztem ani bledéw edytorskich, ani btedéw typograficz-
nych.

Podsumowanie

Catos¢ rozprawy oceniam pozytywnie. Wyniki w niej zaprezentowane wymagaja dobrego zro-
zumienia postawionych probleméw badawczych, wykorzystania narzgdzi matematycznych spoza
dziedziny operatoréw nielokalnych oraz wysokich umiejgtnosci obliczeniowych.

Uwazam, ze rozprawa Pani mgr Julii Lenczewskiej spelnia ustawowe, a takze zwycza-
jowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Wnosz¢ o przyjecie rozprawy i dopusz-
czenie jej Autorki do dalszych etapéw postepowania w sprawie nadania stopnia doktora w
dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka.

Tomasz Adamowicz
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