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Aspects of discrete harmonic analysis
(Aspekty dyskretnej analizy harmonicznej)

Informacje wstepne

Rozprawa doktorska mgra Wojciecha Slomiana liczy okoto 120 stron i jest napisana za-
sadniczo w jezyku angielskim. Czescig dysertacji jest streszczenie opisujgce wyniki rozpra-
wy, ich motywacje i tto literaturowe, ktére zostalo zredagowane w polskiej wersji jezykowe;.

Rozprawa podzielona jest na 4 rozdzialy, z ktérych pierwszy ma charakter wstepny,
przedstawiony jest w nim zarys historyczny i sformutowane sa gtéwne wyniki pracy. Drugi
rozdzial zawiera opis podstawowych narzedzi i wtasnosci stosowanych w dalszych czeéciach
rozprawy. Kolejne dwa rozdzialy zawieraja nowe rezultaty/dowody otrzymane przez dok-
toranta i sg oparte na nastepujacych pracach matematycznych (numeracja zgodna z roz-
prawa).

[D1] M. Mirek, W. Stomian, T.Z. Szarek, Some remarks on oscillation inequalities,
Ergodic Theory Dynam. Systems 43 (2023), 3383-3412.

[D2] W. Stomian, Oscillation estimates for truncated singular Radon operators,
J. Fourier Anal. Appl. 29 (2023), Paper No. 4, 22 pp.

[D3] W. Stomian, Bootstrap methods in bounding discrete Radon operators,
J. Funct. Anal. 283 (2022), Paper No. 109650, 30 pp.

Jak widaé, prace [D1-D3] zostaly opublikowane w bardzo dobrych zagranicznych periody-
kach matematycznych.

Praca [D1] jest wspétautorska, ale wynik stanowiacy gtéwny wktad [D1] do dyserta-
cji jest indywidualnym osiggnieciem doktoranta (zgodnie z jego deklaracja w rozprawie).
W stosunku do artykutéw [D1-D3] tre$é rozprawy jest istotnie poszerzona o rozmaite szcze-
gbty, dodatkowe opisy oraz wyja$nienia, i jako taka stanowi odrgbng prezentacje.

Zarys tematyki

Rozprawa wpisuje sie¢ w nurt zwany dyskretng analizg harmoniczng. Jest to bardzo
ciekawy i relatywnie nowy obszar badan na styku analizy harmonicznej, teorii ergodycz-
nej i analitycznej teorii liczb, ktéry znalaz! sie w kregu zainteresowan wielu znakomitych
matematykow.

Gléwnymi obiektami badanymi w dysertacji sg

o dyskretne operatory $redniujace typu Radona MP,
o dyskretne przyciete calki singularne typu Radona H -



oraz ich ciagle odpowiedniki M7 i H]. Sa to uogélnienia klasycznych obiektéw: dyskret-
nych operatoréw $redniujacych, (przycietych) dyskretnych catek singularnych oraz ich cig-
glych odpowiednikéw. Z grubsza rzecz biorac, uogélnienie polega na zastapieniu w pewnym
miejscu w definicjach klasycznych obiektéw przeksztalcenia identycznosciowego duzo ogdl-
niejszym przeksztalceniem wielomianowym. Ponadto w rozprawie rozwaza sie Sredniowanie
(w przypadku MF i MT) i przycinanie (dla H i H} ) wzgledem pewnej rodziny cial wypu-
ktych, ktéra stanowi uogdlnienie rodziny kul euklidesowych wystepujacych w klasycznych
odpowiednikach.

Klasyczne operatory $redniujace i calki singularne sa centralnymi obiektami wspdlcze-
snej analizy harmonicznej, ktérych badanie ma diugg i bogata historie. Operatory sredniu-
jace sa SciSle zwigzane z funkcja maksymalng Hardy’ego-Littlewooda, ktérej studiowanie
siega lat 30tych ubieglego wieku i pionierskich prac Hardy’ego i Littlewooda oraz Wiene-
ra. Natomiast teoria calek singularnych ma swoja geneze zasadniczo w przelomowej pracy
Calder6na i Zygmunda z lat 50tych ubieglego wieku, choé korzenie siegaja prac M. Riesza
z lat 20tych XX wieku. Obecnie literatura dotyczaca tych obiektéw jest ogromna.

Uogolnienia typu Radona pojawily sie stosunkowo niedawno, m.in. w zwiazku z zastoso-
waniami w kontekscie parabolicznych réwnan rézniczkowych oraz gltebokimi powiagzaniami
z teorig ergodyczng. Fundamentalne metody i wyniki na tym polu sg w duzej mierze za-
stugg niedawno zmarlych luminarzy analizy harmonicznej E.M. Steina i J. Bourgaina i ich
znamienitych wspéipracownikéw, m.in. M. Christa, A. Ionescu, A. Magyara, A. Nagela
i S. Waingera. W ostatnich latach do badan w tym nurcie z sukcesem dotaczylo mtod-
sze pokolenie, m.in. P. Zorin-Kranich i polscy matematycy M. Mirek (promotor gléwny
recenzowanej rozprawy) i B. Trojan, osiggajac wyniki na absolutnie §wiatowym poziomie.

Nalezy podkresli¢, ze badania zwigzane z operatorami typu Radona, a zwlaszcza ich
dyskretnymi wariantami, sa skomplikowane i technicznie trudne, w szczegdlnoéci wymagaja
zaawansowanych metod i wyrafinowanych narzedzi laczacych rézne obszary matematyki.
Wiele z takich technik i narzedzi zostalo mozolnie wypracowanych w ostatnich dekadach
przez wymienionych powyzej autoréw, a posrednio o glebi tych rezultatéw swiadczy ranga
czasopism, w ktérych ukazywaly sie ich prace, m.in. Annals of Mathematics, Acta Mathe-
matica, Journal of the American Mathematical Society i Inventiones Mathematicae.

Wyniki rozprawy

Celem rozprawy jest badanie oszacowan P lub LP dla kilku rodzajéw pdéinorm opera-
toréw M, HP, MF i HF. Motywacja sa tu m.in. zastosowania takich szacowan w teorii
ergodycznej oraz zwiagzki ze zbieznoécig punktowa prawie wszedzie przy t — 07. Cel dyser-
tacji $wietnie lokuje sie na froncie aktualnych badah w dyskretnej analizie harmonicznej,
jak rowniez ma solidne umocowanie w literaturze przedmiotu.

Gléwnymi wynikami rozprawy sg jednostajne oszacowania P lub LP pdinormy oscy-
lacyjnej operatoréw M}, HF, MT i HF (Twierdzenia 1.45 i 1.48) oraz nowe podejcie
do jednostajnych szacowan £P dla péinorm oscylacyjnej i wariacyjnej oraz quasi-pdinormy
skokowej dla dyskretnych $rednich Radona MZD (Twierdzenie 1.51).

Wiyniki zawarte w Twierdzeniach 1.45 i 1.48 s oryginalne. Tutaj metody dowodowe
odwotlujg si¢ m.in. do bardzo $wiezych osiggnieé¢ w przedmiotowej dziedzinie i prac Mirka,
Steina, Trojana i Zorin-Kranicha. Istotnymi narzedziami dowodowymi sa m.in. metoda
tuké6w Hardy’ego-Littlewooda, teoria mnoznikéw Ionescu-Waingera, martyngaty diadyczne
oparte na kostkach Christa i nieréwnos¢ Rademachera-Menshova.

Wyniki zawarte w Twierdzeniu 1.51 nie sa oryginalne, ale nowy jest ich dowéd i to
wladnie stanowi nowatorski wkiad rozprawy. Kluczowa idea polega na zastosowaniu metod
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bootstrapowych, co prowadzi do krétszych, bardziej elementarnych i bardziej autonomicz-
nych dowodéw rezultatéw otrzymanych uprzednio przez Mirka, Steina, Szarka, Trojana,
Zorin-Kranicha i autora rozprawy. Takie podejscie byto motywowane niedawng pracg Mir-
ka, Steina i Zorin-Kranicha, gdzie techniki bootstrapowe zostaly uzyte do uzyskania nie-
réwnoéci skokowych w przypadku ciagtych operatoréw typu Radona. Istotnym narzedziem
dowodu Twierdzenia 1.51 jest dyskretna teoria Littlewooda-Paleya sformutowana kilka lat
temu przez Mirka.

Nalezy podkreélié, ze obiekty badane w rozprawie maja ztozona strukture, a rozu-
mowania dowodowe maja zawily techniczny charakter i ich przeprowadzenie byto wysoce
niebanalne. Ponadto przedstawione argumentacje wymagaja zaawansowanego aparatu ma-
tematycznego i odwotuja sie do bardzo $wiezych osiggnie¢ w dziedzinie. Calo$¢ stanowi
niewatpliwie gleboka, wartosciowa matematyke.

Ocena

Dysertacja mgra Wojciecha Stomiana ma zdecydowanie charakter pracy badawczej, jej
wklad jest oryginalny i wartoéciowy z punktu widzenia rozwoju dyskretnej analizy harmo-
nicznej. Wyniki sg dobrze umotywowane, w szczegblnodci silnie umocowane w istniejacej
literaturze, tworza spéjna calo$é oraz wpisuja sie w tematyke badan podejmowanych wcze-
éniej i aktualnie w prestizowych oérodkach naukowych. Rezultaty rozprawy zostaly juz
opublikowane w renomowanych zagranicznych czasopismach matematycznych.

Nie ulega watpliwodci, iz doktorant posiada szeroka wiedze z zakresu tematyki rozpra-
wy, jak réwniez znakomite rozeznanie literaturowe. Opanowat warsztat subtelnych narzedzi
analitycznych i z powodzeniem go stosuje. Potrafi operowaé trudnymi technikami czy deli-
katnymi argumentami. Posiadl glebokie zrozumienie problematyki podejmowanej w dyser-
tacji i sporg samodzielno$é badawcza (nowe wyniki prezentowane przez doktoranta sg jego
indywidualnym osiggnieciem).

Pod wzgledem redakcyjnym i strukturalnym dysertacja prezentuje si¢ dobrze. Rezul-
taty formulowane sa przejrzyscie a dowody prowadzone z nalezyta starannoscia, w sposob
przyjazny dla czytelnika. Ogélnie redakcja dysertacji stoi na wysokim poziomie, co znamio-
nuje wysoka kulture matematyczng doktoranta. Dziwig jednak recenzenta liczne misprinty
i usterki jezykowe. Zaburza to nieco estetyke odbioru rozprawy, ale w zadnej mierze nie
rzutuje na strone merytoryczna; z perspektywy matematyczne] tekst jest w peini zrozu-
mialy.

Podsumowanie

Recenzowana rozprawa doktorska wnosi istotny nowatorski wktad do rozwoju dyskret-
nej analizy harmonicznej. Badane zagadnienia wymagaja zaawansowanej wiedzy, wysoce
zlozonej analizy i pokonania powaznych trudnosci. Dysertacja reprezentuje zdecydowanie
ponadprzecietny poziom i z naddatkiem spelnia wszelkie wymagania ustawowe i ZwWyczajowe
stawiane rozprawom doktorskim w dyscyplinie Matematyka. Wnosze¢ o uznanie dysertacji
mgra Wojciecha Stomiana za wyrézniajaca.
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