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Wstep

Procesy Bessela pojawiajg sie¢ w naturalny sposéb przy badaniu norm wielowymiarowych proceséw Wienera,
jednak spektrum teoretycznych zastosowan zaréwno proceséw Bessela, jak i kwadratowych proceséw Bes-
sela jest duzo szersze. Ich systematyczne badanie zapoczatkowane zostalo w 1960r. przez H.P. McKean’a
w pracy [55], cho¢ juz wezesniej mozna bylo napotkaé¢ réznego rodzaju tzw. rozkiady Bessela, pojawia-
jace sig np. przy okazji zrandomizowanego bladzenia losowego, czy tez jako rozklad pierwszego przejscia
przez ustalony poziom w pewnym bladzeniu losowym (zob. np. [26], Tom II). Pierwszym zaskakujacym
wynikiem w teorii proceséw Bessela byto pionierskie twierdzenie Ciesielskiego-Taylora z 1962r. z pracy [14]
méwiace, ze catkowity czas, ktory (d + 2)-wymiarowy ruch Browna spedza we wnetrzu kuli jednostkowej
jest co do rozkladu identyczny z czasem pierwszego dojscia d-wymiarowego ruchu Browna do sfery jednost-
kowej. Twierdzenie to bylo rozszerzone na procesy Bessela dowolnego (dodatniego) wymiaru; doczekato
si¢ wielu uogélnien i interpretacji np. w terminach czaséw lokalnych ruchu Browna; bylo inspiracja badai
prowadzonych przez wielu znakomitych matematykéw. Kolejnymi glebokimi i waznymi wynikami w tej
teoril sg rezultaty z 1963r. udowodnione niezaleznie przez D.B. Raya [62] i F.B. Knighta [45], czyli tzw.
twierdzenia Raya-Knighta. Identyfikuja one czasy lokalne ruchu Browna, rozwazane jako funkcje startu
procesu, zastopowanego w odpowiednim momencie, jako kwadratowe ruchy Bessela wymiaru 2 badz 0.
Twierdzenia te sa kluczowe przy badaniu réznego rodzaju subtelnych wiasnosci czaséw lokalnych. Warto
takze wspomnieé glebokie zwigzki proceséw Bessela z geometrycznym ruchem Browna i funkcjonatami
addytywnymi, opisane twierdzeniem Lampertiego, zastosowania tréjwymiarowego procesu Bessela w opi-
sie ruchu Browna odbitego w swoim supremum, czy tez dekompozycje trajektorii procesu Wienera, (tzw.
twierdzenie Williamsa o rozkladzie trajektorii ruchu Browna [67]). Procesy Bessela pojawiajg sie tez w



naturalny spos6b w opisie miary wycieczek ruchu Browna, w teorii mostéw i meandréw Browna, oraz przy
badaniu hiperbolicznego ruchu Browna i jego teorii potencjatu. Poniewaz odwrotnymi do czaséw lokalnych
proceséw Bessela w zerze sg a-stabilne subordynatory, znajdujg one swoje zastosowania takze w badaniu
proceséw skokowych. Co wigcej, istnieje szereg praktycznych zastosowasi, w ktorych kluczows, role odgry-
wajg wiasnie procesy Bessela. Wspomnijmy tylko w tym kontekscie zwigzki proceséw Bessela z procesem
Coxa-Ingersolla—Rossa, bedacym powszechnym modelem w matematyce finansowej. Nie sposéb oméwié
wszystkich istotnych wynikéw dotyczacych teorii proceséw Bessela, dlatego dodajmy tylko, ze oprécz wspo-
mnianych juz wezesniej badaczy, swoj ogromny wkiad w dalszy jej rozw6j mieli m.in. tacy matematycy
jak P. Biane, R.K. Getoor, J.T. Kent, J.W. Lamperti, H. Matsumoto, S.A. Molchanov, J. Pitman, M. Yor.

W omawianych pracach kontynuujemy badania nad procesami Bessela, koncentrujac sie w szczegolnoei
nad badaniami proceséw zabitych w momencie wyjscia z potprostych. Doktadniej, celem rozprawy habili-
tacyjnej, zawartej w cyklu prac, bylo opisanie podstawowych obiektéw teorii potencjatu proceséw Bessela,
zabitych w momencie wyjscia z pélprostej (a,00), dla ustalonego a > 0, takich jak czasy pierwszego tra-
fienia, rozklady trafienia i gestosci prawdopodobieristw przejscia. Poprzez podanie opisu rozumiemy tutaj
wyprowadzenie jawnych wzoréw lub udowodnienie dokladnych obustronnych oszacowan w petnym zakresie
rozwazanych parametrow.

e W pracy [H1] badaliSmy rozklady taczne czasu i miejsca trafienia dyfuzji Bessela-Browna w pewne
zbiory kowymiaru 1. Wyprowadzilismy jawne formuly na gestodci tychze rozktadéw w jezyku zmody-
fikowanych funkcji Bessela. Otrzymane wyniki zastosowalismy do opisu rozkladéw trafienia pewnych
klas proceséw skokowych.

¢ Praca [H2] poswigcona jest wyprowadzeniu doktadnych obustronnych oszacowas gestosci czasu pierw-
szego trafienia procesu Bessela w zadany poziom a > 0 w przypadku, gdy proces ten startuje z punktu
x> a.

e W pracach [H3] i [H4] podalismy dokladne obustronne oszacowania gestoéci prawdopodobienstw
przejscia procesoéw Bessela zabitych w momencie wyjscia z potprostej (a, 00). Oszacowania uzyskane
w pracach [H2], [H3] i [H4] w sposob dokladny opisujg zachowanie eksponencjalne badanych obiektéw.

Zanim przejdziemy do dokladnego opisu tychze wynikéw przedstawimy podstawowe definicje, wzory
oraz wlasnosci trajektorii proceséw Bessela, ktore byly wykorzystywane w omawianych pracach. Bardziej
kompletne i pelne opracowanie mozna znalei¢ w ksigzce [63], czy tez pracach [53], [54], ale warto tez
wspomnie¢ bardzo przydatne kompendium wiedzy o procesach Bessela, ktére zawarte jest w ksigzce [6].

Procesy Bessela

Istnieje kilka réwnowaznych definicji proceséw Bessela, ktére w zaleznosci od badanego zagadnienia oraz
stosowanych metod dowodowych okazuja sie bardziej lub mniej uzyteczne. Nasze rozwazania rozpoczniemy
od podejécia bazujacego na stochastycznych réwnaniach rézniczkowych. Pozwala ono bowiem w bardzo
naturalny sposéb przejs¢ od norm wielowymiarowych ruchéw Browna do proceséw Bessela dowolnego wy-
miaru. Dodatkowo metody analizy stochastycznej sa kluczowe z punktu widzenia wynikéw uzyskanych w
pierwszej pracy [H1] omawianego cyklu. Zauwazmy zatem, e definiujac proces

Zi=Bi(t)+...+ Ba(t), t>0,

gdzie B™ = (B, ..., By) jest procesem Wienera w R”, otrzymujemy Jjednowymiarows, dyfuzje na potpro-
stej [0,00). Stosujac wzoér Itd wraz z charakteryzacja Lévy’ego procesu Wienera mozna pokazaé, ze tak



zdefiniowany proces spetnia nastepujace stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dZ; = 2\/1Z,]dB; + ndt,  Zo = || B(0)]1%,

gdzie B; jest pewnym jednowymiarowym ruchem Browna. Nie ma jednak powodu, dla ktérego w badaniu
powyzszego réwnania powinniémy ograniczaé sie tylko do naturalnych wartosci statej wystepujacej w czeéci
o wahaniu ograniczonym. W zwiazku z tym wprowadzamy nastepujaca definicje.

DEFINICIA 1. Dla z > 0 jedyne mocne rozwigzanie réwnania
dZt =2 V 'Ztldﬁt + 5dt> ZO =T, (1)
nazywamy kwadratowym procesem Bessela wymiaru 6 startujgeym z i oznaczamy je BES’QJ(x),

Mocna jedynoéé¢ rozwigzaii réwnania (1) wynika z twierdzenia Yamady-Watanabe pochodzacego ory-
ginalnie z pracy [68]. Warto podkreslié, ze klasyczne twierdzenia o jednoznacznosci dla réwnai o lipschit-
zowskich wspélczynnikach nie maja tutaj zastosowania ze wzgledu na wystepujacy w réwnaniu pierwiastek
kwadratowy. Latwo takze sprawdzi¢, ze dla 6 = 0 oraz z = 0 rozwigzaniem powyzszego réwnania jest
proces stale réwny zero, co na mocy twierdzenia o poréwnywaniu (rozdziat IX, Twierdzenie 3.7 w [63])
implikuje, ze dla § > 0 oraz z > 0 proces BESQ%(z) jest nieujemny. Okazuje sie jednak, ze dla § < 0
trajektorie kwadratowych proceséw Bessela staja sie ujemne z prawd. 1 i po czasie uderzenia w zero proces
zachowuje si¢ jak minus proces Bessela wymiaru dodatniego startujacy z zera, tzn. —BESQ™} (0) (zob.
rozdziat 3 w pracy [31]). Mimo, ze nadal mamy do czynienia z dyfuzja, to jednak jest to znacznie bardziej
skomplikowany obiekt i np. wzory na gestosci prawdopodobieristw przejscia sg duzo bardziej skompliko-
wane (gdy = > 0, za$ y < 0). W zwiazku z ujemnoscia trajektorii zdefiniowanie procesu Bessela wymiaru
ujemnego jako pierwiastka kwadratowego z BESQ(z) wymaga wczesniejszego zabicia procesu BESQ(z)
w momencie pierwszego uderzenia w 0.

DEFINICJA 2. Procesem Bessela BES‘S(x) startujgeym z punktu z > 0 wymiaru 6 € R nazywamy pierwia-
stek kwadratowy z procesu BESQ®(2?), gdzie dla § < 0 proces BESQ%(x?) uprzednio zabijamy w momencie
pierwszego uderzenia w zero. Przez PS oznaczamy rozktad procesu Bessela (na C(R4,R)).

Podobnie jak w przypadku kwadratowych proceséw Bessela, liczbe § nazywamy wymiarem procesu
BES%(z). Wprowadzamy ponadto tzw. indeks procesu Bessela (kwadratowego procesu Bessela) kladac
v = 6/2 — 1. Bedziemy stosowaé zapis BESQ™)(z) oraz BES™)(z), Pg’), gdy odnosié¢ sie¢ bedziemy do
indeksu rozwazanych proceséw zamiast do ich wymiaréw.

Rozklady proceséw Bessela sg absolutnie ciagle wzgledem miary Lebesgue’a, za$ ich gestosci wyrazajs
sie przez zmodyfikowane funkcje Bessela w nastepujacy sposéb. Dla v > —1 mamy

1 v N zy
Otz y) = _(_?i), _ I(_) » £>0
p(tz,y) o) yexp o w7 ) ®y>0, >0,
2v+1 2
) S ¥ >0, t>0
p"(t,0,) T+ 1) exp< ) ¥>0 >

oraz dla v < —1 zachodzi

1 ry\v z? + ’y2 Ty
Y (t,z,y) o) yexp 57 Iy L) By >0, t>0.

Powyzsze gestosci staja sie symetryczne ze wzgledu na zmienne przestrzenne z iy, gdy jako miare odniesie-
nia rozpatrzymy miare predkosci (z ang. speed measure), ktéra w przypadku proceséw Bessela zadana, jest
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wzorerm m(”.)(dy) = 2y**dy. Jedng z kluczowych z punktu widzenia omawianych rezultatéw wilasnosgci
rozkladéw proceséw Bessela jest absolutna ciggtosé rozkladéw proceséw o réznych indeksach. Przed jej
sformutowaniem doprecyzujmy, ze pracujemy na przestrzeni kanonicznej trajektorii ciagtych C([0, 00), R),
za$ przez Jy oznaczamy o-cialo generowane przez trajektorie do czasu t. Dodatkowo definiujemy pierwszy
moment uderzenia w zadany poziom

Tp =inf{t >0: R(t) =a}, a>0,

okreglony dla kazdej trajektorii R € Q = C([0,00), R). Bedziemy czasami pisaé¢ R*) = (R,E"))tzo ZazZNacza-
jac indeks rozwazanego procesu Bessela. Jednak w przypadku, gdy bedziemy operowaé réznymi miarami
na przestrzeni kanonicznej, z wiadomych powodéw, oznaczenie indeksu pojawiaé sie bedzie tylko przy no-
tacji odpowiednich rozkiadow i wartosci oczekiwanych, tzn. Pg(gu), Eg;") . Dla dowolnych 4 > 0 oraz v € R

zachodzi
B e (5 ) ®

gdzie x > 0, za$ powyzsza zaleznoéé zachodzi P;(EV)—p.n. na zbiorze {Té") > t}, czyli do pierwszego momentu
uderzenia trajektorii w zero. Warunek ten mozna pomingé w przypadku nieujemnych indekséw, poniewaz
wtedy Pg') (To = o0) = 1. Dlav < 0 (§ < 2) proces uderza w zero prawie na pewno. Dodatkowo dla
0 < 0 < 2 zero jest punktem odbijajacym (z ang. instantaneously reflecting), za$ dla 6 = 0 zero jest
pochlaniajace (zob. rozdzial XI, Proposition 1.5 w [63]). Co wiecej, proces Bessela jest tranzytywny,
gdy v > 0 (6§ > 2) i rekurencyjny w pozostalych przypadkach. Zauwazmy, ze przytoczone wlasnosci
koresponduja ze znanym zachowaniem trajektorii wielowymiarowego procesu Wienera.

Na procesy Bessela mozna takze spojrzeé¢ z punktu widzenia jednowymiarowych dyfuzji. Definiujemy
wtedy proces Bessela z indeksem v € R jako dyfuzje na péiprostej [0, co) lub (0, 00), ktérej generatorem
infinitezymalnym jest %L("), gdzie

dP:(CIJv)
apy)

d? 2v+1d
_.+ R

> >0
dz? z dx’ z=>5 8)

LW =

jest operatorem Bessela. Jednoznacznosé powyzszej definicji wymaga doprecyzowania dziedziny generatora
lub réwnowaznie dookreglenia warunku brzegowego w zerze w przypadku, gdy v € (—1,0). Zadanie w tym
przypadkn warunku odbijania sprawia, ze podejscie to pokrywa sie z definicja przy nzyciu stochastycznych
réwnai rézniczkowych.

Rozklady czasu i miejsca trafienia dyfuzji Bessela-Browna (praca [H1])

Badania proceséw Bessela zabitych w momencie dojécia do zadanego poziomu zaczynamy od najbardziej
naturalnego przypadku, tzn. sytuacji uderzania w zero. Zwazywszy na opisane powyzej wlasnosci trajek-
torii procesu BES®) (x), problem ten wart jest uwagi tylko dla v < 0, poniewaz w przeciwnym przypadku
czas pierwszego trafienia Ty jest nieskoriczony ng) - prawie na pewno. Jednakze zaréwno rozklady pierw-
szego czasu trafienia jak i gestosci prawdopodobienistw przejscia procesu zabitego w momencie Tp sg bardzo
dobrze znane. Rzeczywicie, dla v < 0 oraz z > 0 zachodzi [44, 30]

~—

o) 2 z2
v ~ —_——
Py (To € dt) = ——x2VF(—u)t1—” exp ( 2t> dt, t>0. (4



Natomiast stosujac wiasnoéé absolutnej ciaglosci (wzér (2) dla g = —v) mozna prosto wyrazié gestosé
prawdopodobiefistw przejscia procesu Bessela o ujemnym indeksie v zabitego w momencie uderzenia w zero
przy pomocy funkcji p{=*)(t,z,y). Sytuacja robi sie jednak duzo bardziej skomplikowana, gdy do naszego
bazowego procesu Bessela R(”) dolaczymy niezalezny n-wymiarowy proces Wienera B™ = (Bj,..., By).
Utworzony w ten sposéb (n + 1)-wymiarowy proces o niezaleznych wspotrzednych Y (t) = (R®)(¢), B*(¢))
nazywamy dyfuzja Bessela-Browna. Dodatkowo, dla otwartego zbioru D c Rn, rozwazmy

7p = inf{t > 0: R(_“)(t) =0, B"(t)¢ D}, (5)

tzn. pierwszy moment wyjscia procesu Y ze zbioru D = ({0} x D¢)¢ lub réwnowaznie pierwszy moment
trafienia Y w {0} x D¢, W tym przypadku interesowaé nas bedzie zaré6wno rozklad momentu stopu 7p,
jak i rozktad Y(7p). W zwigzku z ciggloscia trajektorii procesu oraz definicja 7p sprowadza sie to de facto
do badania rozkladu zmiennej losowej (7p, B™(7p)). Zauwazmy ponadto, ze problem ten jest interesujacy
tylko wtedy, gdy v € (—1,0) i zero jest punktem odbijajacym dla R®). W przeciwnym bowiem przypadku
problem znalezienia rozktadu (7p, B"(1p)) trywializuje sie (wobec zatozonej niezaleznosci sktadowych pro-
cesu Y i definicji 7p).

Cho¢ przedstawione powyzej zagadnienie moze si¢ wydawaé na pozér sztuczne, to motywacje do podje-
cia tej temaftyki wyjasnia Lemat 1 (Proposition 3.1 w [H1]) wiazacy ze sobg rozklady taczne czasu i miejsca
trafienia dyfuzji Bessela-Browna z miarami harmonicznymi a-stabilnego procesu relatywistycznego z
parametrem m > 0, czyli procesu Lévy’ego X™ na R", ktérego funkcja charakterystyczna zadana. jest
wzorem

E0e# X" (1) = gmte—t(i§P4m?/*)2/2 te R

Generator infinitezymalny procesu relatywistycznego jest zatem postaci
Hy = mI — (m?%] — A)*/2,

W szczegbdlnosci dla m = 0 dostajemz izotropowy proces a-stabilny. Podstawowym obiektem badan jest
dla nas A-miara harmoniczna zbioru D € R” zdefiniowana wzorem

Pg’m(x, A)=E° [TD < o0; e 1A(Xm(TD))] , z€D, Aec Borel(R"Y),

gdzie 7 = inf{t > 0 : X™(t) ¢ D} jest pierwszym momentem wyjscia procesu X™(t) ze zbioru D. W
przypadku A = m bedziemy uzywaé skrdconego zapisu Pm(x A) zamlast Pmm(x A). Okazuje sie, Ze ma
miejsce nastepujaca zaleznosé.

Lemat 1 (Proposition 3.1 w [H1]). Niech D C R bedzie zbiorem otwartym o wlasnoéci stozka zewnetrznego
oraz niech z = (0,%) € {0} x D. Zatdzmy ponadto, se P*(tp < o), gdzie Tp jest zdefiniowanym w (5)
czasem pierwszego trafienia dyfuzji Y = (R, t—a/2, B"(t)), a € (0,2), w zbiér D = {0} x D¢, Wtedy m-miara
harmoniczna dla a-stabilnego procesu relatywistycznego z parametrem m > 0 wyraza sie wzorem

Pgl(o”:,A E“’[e 2 =1, ;B™(tp) € A], A C Borel(R"). (6)

Powyzszy wzor jest takie prawdziwy dla m = 0, tzn. dla miary harmonicznej izotropowego procesu c-
stabilnego.



Techniczny warunek stozka zewnetrznego gwarantuje regularnosé punktéw brzegowych, tzn. P¥(rp =
0) = 1 dla kazdego y € {0} x D. Dowéd lematu polega na wykazanlu ze prawa strona powyzszej rownoscl
speinia réwnanie catkowe zwane wzorem na wymiatanie

/Umz— 5 (2, dz) = U (z — y), zreD, yeD°

ktére w sposob jednoznaczny charakteryzuje m-miar¢ harmoniczna, czyli lews strone réwnosci (6). Tutaj
U (z) jest jadrem A-rezolwenty, ktére w szczegolnym przypadku A = m wyraza sie jawnym wzorem

21-(+)/2 Ky (|2 — y)) (7)
D(a/2)nd/? |u—y[@=ar2

gdzie K, (2) oznacza zmodyfikowang funkcje Bessela drugiego rodzaju. Ogélna idea spojrzenia na skokowe
procesy Markowa jako na $lady odpowiednich dyfuzji ma swoje poczatki w pracy Molchanova i Ostrow-
skiego [56] i byla wykorzystywana w réznych aspektach m.in. przez DeBlaisse, Bafiuelosa i Kulezyckiego,
Kwagnickiego, czy Isozakiego. Analogiczne techniki w analizie znane sg pod nazwy rozszerzeni Caffarel-
liego—Silvestre’a, po tym jak zostaly one odkryte na nowo w pracy [12]. Choé w omawianej pracy nie
wykorzystujemy bezposrednio zadnych ze znanych wynikéw tego typu, to wpisuje sie ona w ten nurt ba-
dai. Wracajac do Lematu 1 zauwazmy, ze znajomosé¢ rozktadu (rp, B"(7p)), a dokladniej transformaty
Laplace’a czasu 7p i rozktadu miejsca trafienia B™(7p), daje natychmiast wz6r na m-miare harmoniczng
a-stabilnego procesu relatywistycznego z parametrem m. Warto w tym miejscu podkreslié, ze jawne wzory
na gestosci miar harmonicznych w przypadku proceséw skokowych sa z jednej strony spors rzadkoscia, zas z
drugiej ich znajomosé pozwala na rozwéj teorii potencjalu zwigzanej z rozwazanym procesem. Samo zainte-
resowanie procesami relatywistycznymi, ktére byly w ostatnich latach intensywnie badane, wynika miedzy
innymi z ich zastosowan w relatywistycznej mechanice kwantowej. Moéwigc dokladniej, relatywistyczny
Hamiltonian, zwany takze pierwiastkowym operatorem Kleina-Gordona, tj. operator postaci

H = (_h262A 4 771204)1/2, (8)

Un(z,y) =

opisujacy energie kinetyczna czastki relatywistycznej o masie m (tutaj c jest predkoscia $wiatla, zas h stals
Plancka) moze by¢ w prosty sposob wyrazony przez generator infinitezymalny relatywistycznego procesu
1-stabilnego. Druga zasadnicza motywacja do podjecia tych badai wiaze si¢ z prosts obserwacja: miara

PD (x, A) jest miara harmoniczna zbioru D dla operatora — (m o/2f A)O‘/ 2, Operator ten za§ pojawia sie

w kontekicie tzw. interpolacyjnych przestrzeni potencjaléow Bessela J, = (I — A)~ a/2 czyli operatorow
(formalnie) odwrotnych do (I — A)"‘/ 2, Operatory te posiadaja reprezentacje splotows z jadrem catkowym
zadanym wzorem (7), ktére w tym kontekscie nazywane jest jadrem Bessela. Znaczenie potencjaléw Bessela
obrazuje chociazby fakt, ze pozwalaja one zdefiniowaé przestrzenie Sobolewa L (R?) jako podprzestrzen
LP(R?) skladajacy sie z funkeji postaci Jng, gdzie g € LP(R?) (zob. [66] rozdz. V). Szerokie zastosowania
przestrzeni Sobolewa w analizie harmonicznej, czy tez teorii réwnan rézniczkowych czgstkowych sg po-
wszechnie znane. Co ciekawe, tak wazny element teorii potencjatu zwiazanej z J,, jak znajomoéé doktadnej
postaci miar harmonicznych i funkcji Greena dla najbardziej podstawowych zbioréw jakimi sg pélproste
(pOiprzestrzenie), czy tez odcinki (pasy) nie byt do tej pory znany. Dopiero w pracy [D2], wchodzacej w
sktad mojego doktoratu, udowodniliémy wzoér na postaé gestosci miary harmonicznej oraz funkcji Greena
w przypadku potprzestrzeni. Niestety, przedstawiony tam dowdd nie byt konstruktywny, co uniemozliwiato
wyznaczenie postaci miar harmonicznych w przypadku innych zbioréw, np. dla odcinka. Wyniki omawia-
nej pracy [H1] bazuja na innym podejsciu (przepisaniu problemu w jezyku dyfuzji Bessela-Browna), ktore
pozwala ten defekt usungé i w szczegélnosci podaé pewien opis miar harmonicznych dla odcinkéw, czy tez
paséw.



Przypadek pélprostej. Rozwazania rozpoczynamy od przypadku trafiania dwuwymiarowej dyfuzji
Bessela-Browna Y = (R_a/ 2 B(t)) w jednowymiarows pétprosta D = (—00,0) C R, tzn. definiujemy

= {(y1,92) € R?: y1 = 0, > 0}° = ({0} x D°)°
oraz czas pierwszego wyjscia Y ze zbiorn Dy, tzn.
=inf{t>0:Y ¢ Dy} =inf{t >0: R, **=0AB(t) > 0}.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 3 (Theorem 4.4 w [H1]). Dla (R(()_a/z),B(O)) = (21,22) € D1, 1 >0, A > 0 miara
E(7122) [ Yoy, B(tp,) € A}

Jjest absolutnie ciggta wzgledem miary Lebesgue’a na pélprostej r > 0 o gestosci zadanej wzorem

a _ o o
4 (IZI 22) 2 / e_(|z|+’l‘)s(82 _ )\2)"‘/4[_3 (, /27‘\/].2] + 29 \/32 _ )\2) ds
(et a 2

(2] + =

)
2% T
Dia 21 =0 oraz 29 = u < 0 mamy

(9)

r—1u

sin(ra/2) —u /2 o= N(r~u)
T 7

A2
E(0v { 2™ B(rp,) € er =

Glowna idea dowodu bazuje na adoptowaniu do rozwazanej przez nas sytuacji bardzo klasycznej wlasno-
$ci ruchu Browna na plaszczyznie, méwigcej o jego konformalnej niezmienniczosci. Obrazem zespolonego
ruchu Browna B + 4By przez funkcje holomorficzng f : C — C jest zespolony proces Wienera ze zmienio-
nym czasem, za§ zmiana ta opisana jest przez funkcjonal calkowy postaci fot |f'(B(s))|*ds. Okazuje sie, ze
podobne zjawisko zachodzi takze w kontekscie dyfuzji Bessela-Browna. Poniewas dowéd tej wlasnosci ba-
zuje na rachunku stochastycznym, lepiej jest zamiast procesu Bessela rozwazaé kwadratowy proces Bessela.
Oznaczmy zatem przez Y = (Y1, Y3) proces opisany réwnaniami

{ dY1 = 2/Y1dpB1 + (2 — @)dt (10)
dYy = dp, ’

gdzie B; 1 B2 sg niezaleznymi procesami Wienera. Proces Y powstaje z dyfuzji Bessela-Browna Y przez
podniesienie do kwadratu pierwszej wspélrzednej (zamienienie procesu Bessela na odpowiadajacy mu kwa-
dratowy proces Bessela). Rozwazymy takze dwa niezalezne kwadratowe procesy Bessela

dX, = 2v/X1dB, + (2 — a)dt
dXz = 2\/X2dB2 + (2 - Oé)dt ’

i zdefiniujemy Z = (Z1,22) = f(X1,X2), gdzie f(z,y) = (dzy,y? — 2%). Okazuje sie (zob. Section 2
w [H1]), ze funkcja f przeksztalca dwa niezalezne kwadratowe procesy Bessela (X1, X2) w proces Y ze

zinienionym czasem, tzn. ¥ = Z o o1, gdzie o1 = inf{t > 0: A;(¢) > s} jest uog6lniong funkcjs odwrotna
do funkcjonatu catkowego

t
Ay (t) = 4 /0 (X1(s) + Xa(s))ds.

8
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Rysunek 1: Slad trajektorii procesu (X, X3) zatrzymanej w chwili pierwszego wyjécia ze zbioru H i jego
obraz przez funkcje f.

Fakt ten wynika ze wzoru It6 oraz charakteryzacji Lévy’ego. Wybierajac postaé funkcji f wzorowalismy
si¢ na funkcji holomorficznej 2 — —422 = 2R2S2 + i((S2)? — (R2)?). Wspétezynnik —i wystepuje tutaj ze
wzgledow czysto technicznych. Poniewaz pracujemy na kwadratowych procesach Bessela musimy wyciggnaé
pierwiastek kwadratowy ze wspo6lrzednych, a nastepnie podniesé¢ do kwadratu pierwsza wspéirzedna obrazu,

tzn. f(z1,22) = ((2y/Z1/Z2)%, \/w—Q — \/52). Dodatkowo, f przeksztatca

H = {(z1,22) € [0,00) x [0,00) : 1 > 0}
w rozwazany przez nas zbiér Dj, za§ pierwszy moment wyjscia procesu (Xi, Xs) ze zbioru H tj. 74 =
inf{t > 0: X,(t) = 0} odpowiada pierwszemu momentowi uderzenia Z = (Z;, Z3) w pélprosta {0} x [0, c0),
co obrazuje rys. 1. Dokladniej, zachodzi nastepujacy
Lemat 2 (Lemma 4.1 w [H1]). Rozktad (7p,,Y (7p,)) wzgledem PW¥2) jest taki sam, jak rozktad zmiennej
(Ar(rm), F(X (10))) wagledem PE=2), gdzie f(a1,22) = (11, 12)-

Powyzszy lemat pozwala przetlumaczy¢ problem wyznaczenia rozkltadéw czasu i miejsca trafienia dy-
fuzji Bessela-Browna w przypadku, gdy czas ten zalezy od obu wspéirzednych, na podobne zagadnienie dla
dwbch niezaleznych kwadratowych proceséw Bessela (X1, X2), w ktorym jednak czas trafienia zalezy tylko
od pierwszego z nich. Kosztem takiej zmiany jest wystgpowanie bardziej skomplikowanego obiektu 4, (7y)
w miejsce 7p,. Mimo to, korzystajac z postaci funkcjonatu catkowego A;(t), ktéry jest sumg calek zalez-
nych tylko od X; i Xy odpowiednio, mozemy calty problem sprowadzié do przypadku jednowymiarowego.
Korzystajac z niezaleznosci wspoélirzednych mamy bowiem

2 [oe]
E1%) [e‘%*‘“w);xz(m) edr} = / w(dt, 21 ) (t, 22, dr),
0
gdzie

‘ )\2 TH
w(t, z2) = B™ {exp (——2—/ Xl(s)ds> 3TH € dt} ,
0
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oraz
P(t, 29, dr) = E* [exp (—12— /t XQ(S)dS) ; Xa(t) € dr} .
2 Jo

Powyzsze wyrazenia sg jednowymiarowe (7y zalezy tylko od X;) i dobrze poznane w teorii proceséw
Bessela. Jawne wzory na oba rozklady w jezyku funkeji Whittakera i zmodyfikowanych funkeji Bessela
zostaly takze wyprowadzone w Lematach 4.2 i 4.3 omawianej pracy i prowadzg one bezposrednio do formut
wystepujacych w Twierdzeniu 3.

Przypadek dwéch poétprostych. Kolejnym rozwazanym zagadnieniem byto trafianie dwuwymiarowej
dyfuzji Bessela-Browna Y = (R““/ 2, B(t)) w dwie polproste i bylto ono motywowane potrzebg wyznaczenia
m-miary harmonicznej odcinka dla procesu relatywistycznego. Oznaczmy zatem

C1 ={(y1,52) € [0,00) x R: 1 = 0, [y > 1}°
i niech 7¢, bedzie pierwszym momentem wyjscia Y z C;, tzn.
70, = inf{t > 0: R = oA |B(t)] > 1).
Opis transformaty Laplace’a czasu i rozkladu miejsca trafienia w tym przypadku jest nastepujacy.

Twierdzenie 4 (Theorem 4.6 in [H1]). Dia (R(()—a/Z),B(O)) = (21,20) € C1 i 7> x9 > 1 zachodzi

A2 1 1 3tico + 1
e (=20, pre. ) e er == AT / g (@) wa(9)8) , (22)65 (1),
- Z"‘ZOO
gdzie

1

o= 3 (\/zf—f— (2 +1)2 4+ /22 + (29 — 1)2> ,
1

z o= <\/zf+ (72 +1)% - \/zf-l— (20 — 1)2>

i funkcja my, \(-) jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego
(1-2?)y"(2) — (2 - a)zy'(z) - V(1 —a?) + 2)y(z) = 0, 2] <1, (11)

z warunkami brzegowymi my, A(—1) = 0, myp, A(1) = 1. Funkcje ¢1T9, NO) i¢1¢9, /\() sg odpowiednio rosngcym
i malejgeym dodatnim rozwigzaniem réwnania rézniczkowego

(r? = 1)y"(r) + (2 - a)ry'(r) — \2(r? — 1) + 20)y(r) = 0, 7>1. (12)
spefniajgcyma limg 1. ¢:g,/\(x) =0, limg_seo ¢$’/\(x) =01

2
(L= PTG} 5, S A1)

wy(9) =
gdzie W{¢1T9,,\7 ¢f’9,>\} jest Wroriskianem pary {¢$,/\’ d)j;:’\}'
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Rysunek 2: Slad trajektorii procesu (X1, X2) zatrzymanej w chwili pierwszego wyjscia ze zbioru H i jego
obraz przez funkcje h.

Idea dowodu jest analogiczna do przypadku jednej polprostej. Zaczynamy od procesu Y opisanego
réwnaniami (10) oraz dwoch niezaleznych proceséw jednowymiarowych speiniajacych

2 —
dXy = /1= XP|dB — =5 2 Xyt
2 -« )
dX; = /[XF — 1jdB; + =5 %\ Xo|dt
gdzie | X1(0)| < 1 oraz X5(0) > 1. Pierwszy z nich jest pewng wersja procesu Legendre’a o trajektoriach w

[~1,1], za$ drugi swiazany jest z tzw. hiperbolicznym procesem Bessela i jest dyfuzja na pétprostej [1, 00).
Definiujemy h : R? = R? wzorem A(z1,z2) = ((1 — 2?)(23 — 1), z122). Funkeja h jest bijekcjg miedzy

(13)

G={(z1,) € [-1,1] x [},00) : =1 <21 < 1}

a zbiorem C). Podobnie jak poprzednio, pokazujemy, ze proces Z = (Z;, Zy) = h(Xi, Xp) jest procesem
Y = (Y1,Y2) ze zmienionym czasem przez og, ktére jest nogélnionym odwrotnym do funkcjonatu catkowego

t
Aa(t) = /0 (X2(s) - X2(s))ds.

Postaé funkcji h zostata zapostulowana na podstawie wzoru z — sin(z) = sin(Rz)ch(S2) +ish(Sz) cos(Rz)
oraz prostego spostrzezenia, ze dla o = 0 procesy Xi(t) = sinB;(t) oraz X2(t) = cosh Bs(t) spetniajg
powyzsze stochastyczne réwnania rézniczkowe. Okazuje sig, ze w rozwazanym przez nas przypadku o €
(0,2), pomimo braku tak prostej reprezentacji proceséw X; i Xj, ta sama funkcja h pozwala uzyskaé
odpowiednia zalezno$é miedzy rozkladami procesow (X1, X2) i (¥1,Y2).

Lemat 3 (Lemat 4.5 w [H1]). Rozktad (1¢,,Y (1c,)) wzgledem PW1¥2) jest taki sam jak rozktad zmiennej
(A2(7q), MX (1)) wagledem PEL22) | gdzie h(z), x2) = (y1,72).
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Takze w tym przypadku funkcjonal As(t) rozbija sig na sume dwoch calek zaleznych tylko od X7 i X
odpowiednio, za$ pierwszy moment wyjécia z G jest niezalezny od X5. Pozwala to na redukcje calego zagad-
nienia do przypadkéw jednowymiarowych. Niestety brakuje dobrze rozwinietej teorii proceséw opisanych
réwnaniami (13) i dlatego stosujac ogélng teorig pétgrup Feynmanna-Kaca sprowadzamy caly problem do
szukania rozwigzari odpowiednich réwnan rézniczkowych drugiego rzedu. Sa to doéé ogdlne réwnania, tzw.
spheroidal wave equation. Choé w pewnych szczegélnych przypadkach redukujs sie one do bardziej zna-
nych i zbadanych klas réwnan (np. réwnan Mathieu), to brakuje narzedzi analitycznych do lepszego opisu
ich rozwigzan 1 tym samym do bardziej klarownej reprezentacji szukanych rozkladéw. Calosé sprawia, ze
uzyskane reprezentacje rozkladéw w przypadku trafiania w dwie pélproste sg duzo bardziej skomplikowane
i w pewnym sensie mniej jawne. Mimo wszystko, w przypadku A = 0 otrzymane formuly pozwalajg na
wyprowadzenie wzoru na jadro Poissona odcinka symetrycznego procesu a-stabilnego (Corollary 4.7), ktory
pierwotnie wyprowadzony zostal przez M. Riesza przy pomocy przeksztalcenia Kelvina.

Przypadek wielowymiarowy. Rozpatrywanymi przez nas wielowymiarowymi odpowiednikami zbio-
réw C oraz D sg

Dp = {yeR" .y =0, 1> 0}",
Con = {yeR"™ .y =0, lya| > 134

Pierwszy z nich jest dopelnieniem n-wymiarowej pélprzestrzeni w R™t1, zag drugi stanowi dopelnienie
n-wymiarowego pasa. Pierwsze czasy wyjscia dyfuzji Bessela-Browna Y = (R, o/ Q,B"(t)) 7 powyzszych
zbioréw oznaczamy przez 7p, i 7¢, odpowiednio i sg to jednoczeénie pierwsze momenty trafienia w pol-
przestrzen i pas kowymiaru 1. Rozpoczniemy od przypadku péiprzestrzeni przy dodatkowym zalozeniu,
ze dyfuzja startuje z punktu y € R™+! takiego, ze 1 = 0. Przypomnijmy, ze jest to przypadek kluczowy z
punktu widzenia zastosowan do wyznaczania miar harmonicznych relatywistycznego procesu a-stabilnego
i teorii potencjaléw Bessela.

Twierdzenie 5 (Theorem 5.1 w [H1]). Dlay = (0,ya,...,Yn+1) takiego, Ze yo < 0 zachodzi

. sin(ra/2) [ — 71 & —yl?
B¥{rp, € dt, Y(rp,) € ds] = Son"o/2) (£> fin/z OXP <—|—ztﬂ> ) (14)

on/2ql+n/2 o9

gdzie t >0 oraz & = (02, ...,0441) € R™, 09 > 0.

Dowdd powyzszej reprezentacji polega na wyznaczeniu rozkladu (7p;, B(7p,)) poprzez odwrocenie
transformaty Laplace’a z wykorzystaniem wzoru (9). Kluczowa okazuje sie tutaj bardzo prosta postaé
wzoru (9) (w poréwnaniu do przypadku y; > 0), ktéra pozwala w efektywny sposéb wyznaczy¢ trans-
formate odwrotna. Produktowy charakter zbioru D, sprawia, ze czas pierwszego wyjscia zalezy tylko od
pierwszych dwoch wspolrzednych i de facto pokrywa sie z 7p,. Pozwala to wyznaczyé rozktad (rp,, B(7p,))
w oparciu o przypadek dwuwymiarowy.

Skomplikowany charakter wzoru (9) w ogblnym przypadku sprawia, ze wyznaczenie transformaty od-
wrotnej i otrzymanie zwiezlego wzoru na rozklad (rp,, B(7p,)) w przypadku y1 > 0 jest bardzo trudne.
Dlatego ograniczamy sie w tym przypadku do wyznaczenia transformaty Laplace’a czasu i rozkladu miej-
sca trafienia, czyli uog6lnienia Twierdzenia 3 na przypadek dowolnego wymiaru. Dowdd bazuje na mocnej
wlasnosci Markowa, wykorzystaniu wzoru na gestogé rozkladu pierwszego czasu trafienia procesu Bessela

w zero (4) i oczywiscie na wyniku dwuwymiarowym.
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Twierdzenie 6 (Theorem 5.2 w [H1]). Dlay € R™! takiego, ze (41,2, ..., Yns1) € Dy zachodz

2 oy T Kaia(My —5])
EY[e~ 500, Y(rp ) € di] = — U2 * g 'n _
@22 (f2) |y — 558
7

. 2\ 2 Knta (Ay — 2) Kn (NG — 2
+c71,0£y]c_x)‘n+-2_:/ . <_~z—2> 2 n+o 2E I ~ ')dgv
(—00,0)xRr—1 \ 02 ly—2"72 |6 — 2|2
gdzie cp o = #%—) oraz & = (0g,...,0041) € R", 09 > 0.

Dla y1 = 0 w szczegdlnosdci dostajemy

B 2sin(ma/2) N2 <_—_y_2> o/2 Knj2(Aly —6l) (15)

)‘2
EV[e™2"Pn; Y(1p,) € d5] = — —
| (o, € 4] 25 n"5 ) ly — &|/?

Bezposrednim wnioskiem z powyzszych twierdzen jest nastepujacy wzér na m-miare harmoniczng, pro-
cesu relatywistycznego z parametrem m, ktéry zostal uprzednio wyprowadzony w pracy [D1] przy uzyciu
innych, opisanych powyzej, metod.

Whni10sek 7 (Corollary 5.3 w [H1]). Niech Dy, C R™ bedzie potpraestrzeniq {2 € R, ;1 < 0} C R™.
Wiedy m-jgdro Poissona zbioru Dy, dla relatywistycznego procesu a-stabilnego z parametrem m > 0 zadane
jest wzorem

’

n 1. ~
2sin(ra/2)mza <—y1>a/2 Kinjo(m=|j —5|)
28 5% o1 |§ — &2
gdzie § = (y1,...,Yn) € Dp i 6 = (01,...,0n) € DS. Dlam =0 otraymujemy jgdro Poissona D, dla

1zotropowego procesy a-stabilnego

PP (4,5) =

.. sin(me/2)T(2) (—yl )“/2 1
g)=m ———— _— = — .
T -2'—2 g1 IZ/ - O‘]n

Ze wzgledu na bardzo skomplikowany charakter opisu badanych rozktadéw z Twierdzenia 4 wprowadzmy
nastepujace oznaczenie

2
H(z1, 22, \,7) = BGL#2) {e*%ml;BZ(ml) € dr} » rl>1,

gdzie (21, z2) € C;. Dodatkowo, niech
) _
h(\,y, &) = E¥[e=E70n; BMrg, ) € d5), & = (02, ... ,0ns1) € RY, |0a] > 1.

Poniewaz odtransformowanie wzoru na H(z, 22, A,r) podanego w Twierdzeniu 4 wydaje si¢ byé poza
zasiegiem, charakteryzujemy transformate Laplace’a czasu i rozklad miejsca trafienia w pas kowymiaru
jeden (czyli funkcje h zdefiniowang powyzej) po przez wyznaczenie jej transformaty Fouriera.

Twierdzenie 8 (Theorem 5.4 w [H1|). Niech n > 2. Dlay = (0,y2,...,yn+1) takiego, ze |ya| < 14

zZ € R zachodzi .
h(X,y,6)ePde = H(0,y2, /7 — 212 + A%, 02). (16)
Rn—l

Tutaj & = (03,7).
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Natychmiastowym wnioskiem z powyzszego Twierdzenia jest nastepujacy wynik.

Wn10SEK 9 (Corollary 5.5 w [H1]). Zatdzmy, zen > 2. Niech C, C R™ bedzie pasem {Z € R"; |a1| <1} C
R™. Wtedy (n ~ 1)-wymiarowa transformata Fouriera m-jgdra Poissona zbioru Cy, dla Telatywzstycznego
procesu a-stabilnego z parametrem m > 0 zadana jest przez

/ Pén (g’ &)ei(ﬁ,Z)da = H(Ov Y1, V lg - 2‘2 + m2/a> 0’1) )
Rn-1 n

gdzie § = (Y1,...,Yn) € C,i6= (01,0) € é’ﬁ.

W przypadku odcinka (pasa) natura problemu okazala sie bardzo skomplikowana. Pomimo tego udalo
si¢ uzyska¢ zamknigty opis postaci szukanych rozkladéw i w efekcie odpowiadajacych im miar harmo-
nicznych dla procesu relatywistycznego. Jednoczesnie otrzymane wyniki pokazuja, ze bez wypracowania
efektywnych metod wyznaczania tego typu rozkladéw nie ma mozliwoéci Zgadniecia"ich postaci, jak to
miato miejsce w przypadku poétprostej (poiprzestrzeni) w pracy [D1].

Trafianie w zbiory kowymiaru 2 i dalsze zastosowania. W ostatniej czeici pracy [H1] prezentu-
jemy zastosowania otrzymanych rezultatéw do wyznaczenia rozktadéw czasu i miejsca trafienia w przypadku
trafiania (n + 1)-wymiarowej dyfuzji w zbiory (n — 1)-wymiarowe. Niech Y = (Y1, By, Ba, ..., By) bedzie
zatem dyfuzja Bessela-Browna, gdzie Y7 jest procesem Bessela z indeksem —a/2, dla o € (1, 2). Rozwazimy
dopelnienie w R™! potprzestrzeni wymiaru (n—1)

Hy={yeR™':y; =0,10=0,y3 > 0}°
1 oznaczmy przez Ty, pierwszy moment wyjscia Y z Hy, czyli pierwszy moment uderzenia w polprzestrzen
kowymiaru 2. Zauwaziny, ze proces Z = 1/Y? + B% jest procesem Bessela z indeksem (1 — «)/2, co wynika
z wlasnosci addytywnosci kwadratowych proceséw Bessela. W zwiazku z tym proces W = (Z, Bs, ..., By)
jest n-wymiarows dyfuzjs Bessela-Browna. Definiujac :
Hy,={je€R":y1 = 0,42 > 0}

mozemy nasze zagadnienie przettumaczyé na trafianie procesu W w zbiér H,,, poniewaz dyfuzja Y wychodzi
z H,, wtedy, gdy W opuszcza H,. Tym samym korzystajac z opisanych uprzednio wynikéw z n zamienionym
na n — 1 oraz a na o — 1 otrzymujemy

Twierdzenie 10 (Theorem 5.6 w [H1|). Dlay € R™! takiego, ze y? +y2 > 041 < a < 2 zachodz
p-Zte an2+a Ay =a|)

2 242 + 13)°7 A
B ¥y, ) € do) = 2T Z AL
(om) T2 T2 Jy— ol

>QT—1 Kn—2+a (A'y —_ ZI K_n%l()\la' — ZI)

n— 2+D:

+Gy2+y2/ (—_ﬁ% n-— 2+u n—1 Z’
172 J(—o0,0)xR-2 \ 03 ly — z| o —z| =
gdzie )
. a—1 2n-— 3+a
a _4sin(mog ) (] +43)77 A
vt~ 2 = e (251)

16 = (03,...,0041) € R", 03> 0. Diay; = y2 = 0 otraymujemy

2sin(r® ——1) 7 <__y3>T“ Kn-1(Aly — )

03 ,y—5'|(n“1)/2 '

)‘2
EV[e~ %", Y(ry ) € d5) =



W przypadku n = 2 pierwsza z formul upraszcza sie do
a—1

o]+ 2) 57 (2] — 22) 7"

X
3(0( l)F Tl) P 1)/4

E(z122.2) [6_,\2_2”12§BS(7-H2) € dr] = (

(
o0
x / e-—(lzl+r)s(82 (\/'_\/IZI Tz /s? — ) (17)
JA
gdzie |z| = \/2 + 22 + 22 oraz 23 + 22 > 0.

Znajac rozklady czasu i miejsca trafienia dla dyfuzji Bessela-Browna mozemy otrzymaé odpowiednie
wyniki dla miar harmonicznych dla procesu relatywistycznego.
Wn10SEK 11 (Corollary 5.7 w [H1]). Niech E[2~C R? bedzie dopetnieniem potprostej {# € R?;, 1 =0, 23 >
0} ¢ R2. Wtedy m-jgdro Poissona zbioru Hy dla a-stabilnego procesu relatywistycznego z parametrem
m>011 < a<?2 zadane jest przez

N gl +v2)"T (1§ z
Pfr?z (y, ) (I Ia(a 12)) (I I Y2 )
2= a (Tl)r(a“l)/‘l

o0
< / ¢ (s /) T 1 (VBT 9 V52— mi/e) ds,
mo

gdzier > 04§ = (y1,y2) € Ho, y1 #0. Jesliy; =0 iya <0 to
sin(m(@ — 1)/2) (—w) (@=1)/2 g—m¥/*(r-v)

Pm 7]
( ) T r T—=U
Dla m = 0 otrzymugjemy postaé jgdra Poissona Hy dla 1zotropowego procesu a-stabilnego
a—1 o—1
. (9] +y2) T (17l — )=
Pﬁz (@r) = ~3(a-1) 3
2= 1 ]:‘(9-‘-?——)7*(01“1)/4

o —
y / e 0405 1, (5 VBr /T 4 32 d, (18)
0

gdzier >0 i§=(y1,y2) € Hy, 1 #0. W przypadku y1 = 0 i yo < 0 otrzymujemy
sin(m(o — 1)/2),(—_yg>(“‘1)/2 1
r

T r—u

X

Pﬁz((o’yZ)’r) =

W przypadku wielowymiarowym mamy natomiast
WNIOSEK 12 (Corollary 5.8 w [H1]). Niech H, C R" bedzie dopetnieniem (n — 1)-wymiarowej pdlprze-
strzens { € R™, z1 = 0,22 > 0} C R™. Wtedy m-jgdro Poissona zbioru H, dla a-stabilnego procesu
relatywistycznego z parametrem m > 0 11 < a < 2 zadane jest przez

P (5,5) 280l = 1/2)m () O Kipoa(ms |5 — o)
7 27 " 72 i —ojm-D2

gdzie § = (Y1,...,Yn)iy1 = 0,92 <015 = (02,...,00);02 > 0.
Dia m = 0 otrzymujemy jqdro Poissona Hy, izotropowego procesu a-stabilnego postaci
sin(r(a — 1)/2)0("71) (—’y2 )“HW 1

Py (§,0) = —_—,
7, (9,0) ! o2 7 — a1

Co ciekawe, powyzsze formuly nie byly znane nawet w najbardziej klasycznym przypadku izotropowego
procesu stabilnego (dla m = 0).
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Doktladne obustronne oszacowania gestosci czasu trafienia (praca [H2])

Kolejne naturalne pytanie w tym kontekscie dotyczy trafiania proceséw Bessela w zadany poziom a >
0. Okazuje sie, Ze sytuacja jest w tym przypadku duzo bardziej skomplikowana i znaczaco odbiega od
przypadku a = 0. Na poczatku zaznaczmy, ze rozwazaé bedziemy przypadek startu procesu Bessela z
puktu z > a, czyli wychodzenie procesu Bessela z pétprostej (a,00) (przypadek z < a zostal zbadany w
pracy [P13]). W zwiazku z tym dopuszczamy pelen zakres indekséw p € R, poniewaz w oczywisty sposéb
T, < Tp prawie na pewno wzgledem P;" ) tym samym nie ogranicza nas problem definiowania zachowania
naszej dyfuzji w zerze (dla kazdego warunku brzegowego w 0 wynik jest ten sam). Z drugiej strony, wlasno§¢
absolutnej cigglosci (2) pozwala zredukowaé dowody twierdzen do przypadku pu > 0 (lub u < 0). Nalezy
takze pokredli¢, ze czasy pierwszego trafienia w zadany poziom wigzg sie 7z funkcjonatami catkowymi od
geometrycznego ruchu Browna. Stosujac reprezentacje Lampertiego (zob. [51]) mozna bowiem pokazaé, ze

T

T, 4 Ag“)(Ta) = z2/ ’ exp(28s — 2us) ds, (19)

0

gdzie rozktad T, rozwazamy wzgledem P;“ ), za$ P jest procesem Wienera startujgcym z zera oraz 7, =
inf{¢t > 0 : zexp(Bs — ut) = a}. Funkcjonal catkowy A%(t) byt przedmiotem wielu badan [1], [3], [4],5],
[25], [15], [16], [29], [33], [52], 53], [54], [69], [70] W zwigzku z jego zastosowaniami m.in. w matematyce
finansowej, teorii dyfuzji, czy tez analizie ruchu Browna na przestrzeniach hiperbolicznych. Rozklady
czasow trafienia proceséw Bessela byt badane juz w latach 70tych i 80tych poprzedniego stulecia [44], [30],
[60]. Kent [44] wyznaczyt postaé transformaty Laplace’a Ty, ktéra zadana jest wzorem

ﬁ)“ Bu(z)) A>0.

(1) A
2 _ZTry=
B exp( 2 To) ( Ku(a))’

z
llorazy réznego rodzaju zmodyfikowanych funkcji Bessela pojawialy sie w literaturze w kontekscie ich cal-
kowitej monotonicznodci, co czynito je transformatami Laplace’a pewnych miar probabilistycznych [37],
[38], [39]. Do tej tematyki powrdcono na poczatku obecnego stulecia w zwiazku z rozwojem teorii poten-
cjatu hiperbolicznego ruchu Browna (3], [4], [10] i potrzeba lepszego opisu i wyznaczenia asymptotycznych
wlasnosci gestosci rozktadu pW (Ty € dt). Praca [H2] wpisuje sie w ten nurt i po§wiecona jest zbadaniu
zachowania gestosci pierwszego czasu trafienia w zadany poziom a > 0 przez proces Bessela o indeksie
i € R, Oznaczmy przez gg(g” g(t) gestosé wzgledem miary Lebesgue’a pierwszego czasu trafienia T, procesu
Bessela o indeksie 4 w zadany poziom a > 0, tzn.

(1)
P (T, € dt
qa,‘,a, (t) : (dat ) '

W zwiazku z wlasnogciami skalowania proceséw Bessela, mamy

(1) 2
Uy /a1 (/%)
@) = Lo, w>a>0,
co pozwala zredukowaé nasze rozwazania do przypadku a = 1. Wyznaczenie asymptotyk, czy tez ocbustron-
nych oszacowaii funkcji qa(ff o(t) bezposrednio z postaci transformaty Laplace’a wydaje si¢ niewykonalne
poza kilkoma szczegblnymi zakresami zmiennych z i t. Dlatego kluczowymi z naszego punktu widzenia sg
wyniki pracy [11], gdzie wyprowadzono reprezentacje catkowe gestosci qg(c" 1) (t) w jezyku zmodyfikowanych

funkcji Bessela.
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Twierdzenie 1 (Byczkowski, Ryznar 2006). Dia > 0 istnieje funckja wy taka, ze

—)2/9t u~1/2 o0
e
qa(f,?(t) =A Nor (x " +/0 (e_“/zt - 1) w,\(v)d'0> ) (20)

gdzie k = k(v) = A+ )2 = A2 =02\ +v), i A=z — 1.
Funkcja wy wystepujaca w tej reprezentacji jest suma dwoch sktadowych
wa(v) = w1 A (v) + wa A (v), (21)
gdzie pierwsza z nich wyraza sie przez (zespolone) zera {z1,... Zku}, k, € N, rozszerzenia analitycznego
funkeji Ky(z)
_xH u zeM K, (22;) -
wia(v) = _T; TR C
Drugi sktadnik ma nastepujaca postaé catkows

IH (;E’LL) Kli(u) — Ilt(u)Klt (xu) e—)\ue—vu

ot [
wo, (V) = — cos(W#)—/\‘/O co? (m ) K2 () + (7L () + sin( ) K (1) )2 udu. (22)

Twierdzenie to dobrze obrazuje jak bardzo przypadek dowolnego a > 0 rézni sie od rozwazanego poprzednio
zagadnienia uderzenia w zero. Poziom komplikacji powyzszego wzoru mocno kontrastuje z bardzo prostym
wzorem na gestosé qa(blf 3(t) podanym w (4). Z drugiej strony naturalnie wymusza ono pytanie o bardziej
przystepny opis badanej gestoéci po przez podanie oszacowai lub wyznaczenie asymptotyk. W pracy
[11] podano kilka wynikéw opisujacych zachowanie asymptotyczne q;(c” o(t). Poglebiona analiza zachowania
asymptotycznego qa(g“ 3 (t) oraz dystrybuanty rozkladu Ty zostala przeprowadzona w pézniejszych pracach
(wyniki pracy [36] zostaly upublicznione na stronie arXiv.org 9 miesiecy pézniej niz te z pracy [H2]) Y.
Hamana i H. Matsumoto [34], [35], [36]. Celem omawianej pracy bylo uzupelnienie opisu rozktadu P% (T, €
dt) po przez podanie dokladnych obustronnych oszacowari jego gestoéci w pelnym zakresie parametréw z i
t, za$ jej gtownym wynikiem jest ponizsze twierdzenie. Zapis f(t, z) & g(t, z) oznacza tutaj, ze istniejg stale
c1 (), ca(p) (zalezne tylko od p) takie, ze c1(w)g(t, z) < f(¢,z) < ca(p)g(t, ) dla wszystkich rozwazanych
zit.

Twierdzenie 2 (Theorem 2 w [H2|). Dia kazdego u # 0 zachodzi

(23)

1 )e—m—l)ﬂ/zt 22lul-1

Wy L (0
Qm,l (t) ~ (.’E 1) <1 + x2/}. t3/2 (t + x)|ﬂ|_1/2

dla wszystkich x > 1 it > 0. Dodatkowo

(O)(t) (-1 e—(@-1?/2t /7 l+Inz
9z,1(t) & (z 1372 z  (1+In(l+¢/x)(1+1In(t+x))’

dla kazdego z > 1 it > 0.
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Nalezy w tym miejscu zaznaczyé, ze w sformutowaniu (nie dowodzie) powyzszego twierdzenia w opu-
blikowane]j wersji artykutu znalazt sie blad polegajacy na tym, ze zamiast (¢ + z)#~1/2 w mianowniku
oszacowania dla i # 0 znalazlo si¢ wyrazenie t=1/2 4 zltl=1/2 Dla || > 1/2 oba wyrazenia sg poréwny-
walne, jednak w przypadku |u| < 1/2 sformulowanie z [H2] jest bledne. Blad ten zostal takze zauwazony
i skorygowany w pracy [H3].

Natychmiastows konsekwencja powyzszego wyniku sg odpowiadajace mu oszacowania gestoéci pierw-
szego czasu trafienia n-wymiarowego procesu Wienera w sfere jednostkows,

Twierdzenie 3 (Theorem 3 w [H2]). Niech 0™ bedzie pierwszym czasem uderzenia w sfere jednostkowg

przez n-wymiarowy ruch Browna W™ = {Wt(n),t > 0}, tan.
o™ = inf{t > 0; ]Wt(")] =1}
Wtedy, dla Wén) =1z € R" takiego, ze |z| > 1 mamy

P e dt) |z| — 1eUel-D)7/2t 1

dt - I;El $3/2 t(n—=3)/2 n 'ml(n_3)/2a n> 2,

dla kazdego t > 0. Co wiecej, zachodzi

P*(0? ¢ dt) =l = 16—(I$l*1)2/2t (lz] + )1/ 1+ log |z|
dt |z| 32 (14 log(l+ £))(1 + log(t + |z|))

(]

Analogicznie jak poprzednio, wtasnosci skalowania pozwalaja uzyska¢ wyniki dla sfer o dowolnym pro-
mieniu. Z jednej strony nalezy pokresli¢, ze bardzo skomplikowans w sensie analitycznym funkcje qi” 1)(15)
udalo sie opisa¢ przy pomocy bardzo prostych funkcji elementarnych w pelnym zakresie parametréw prze-
strzennych z i czasowych t ze stalymi zaleznymi tylko i wylacznie od indeksu rozwazanego procesu. Z
drugiej strony spora rzadkoscia w teorii dyfuzji jest uzyskanie obustronnych oszacowan, ktére precyzyj-
nie opisujg zachowanie eksponencjalne rozwazanego obiektu. Okazuje sig, ze nawet w przypadku ruchu
Browna wyniki tego typu sa pewnego rodzaju nowoscig. Dostepne zazwyczaj oszacowania czaséw trafienia
sa bowiem tylko jako$ciowo doktadne, co oznacza, ze w czynnikach eksponencjalnych wystepujacych w
dolnych i goérnych oszacowaniach pojawiaja sie rézne stale. Tego typu wyniki mozna znalezé na przyklad
w pracy [32], gdzie w oszacowaniach wystepujg czynniki postaci exp(—c;|z|?/t) z réznymi statymi c; i co w
dolnym i gornym oszacowaniu. Czynni to takie oszacowania dok}adnymi tylko w przypadku, gdy |z|? < ¢.
Twierdzenie 2 mozna traktowaé jako uzupelnienie [32], w ktérym usuwamy ten defekt i uogélniamy wy-
nik na procesy Bessela dowolnego wymiaru (indeksu). Na mocy (19) oszacowania przenoszg sie takze na
zatrzymane funkcjonaty catkowe od geometrycznego ruchu Browna,

Nalezy takze podkresli¢ odmienny charakter oszacowan w przypadku p = 0. Pojawienie sie zachowania
logarytmicznego nie jest duzym zaskoczeniem, jezeli pamietamy, ze proces Bessela z indeksem 0 odpowiada
normie dwuwymiarowego ruchu Browna. Proces Wienera na plaszezyinie jest bowiem bardzo specyficzny,
chociazby ze wzgledu na jego rekurencyjnosé. Mozna w tym kontekécie przywolaé takze postaé potencjatow
ruchu Browna, ktére w przypadku R? wyrazaja sie przez logarytmy (potencjaty kompensowane), za$ w
przypadku wyzszych wymiaréw s funkcjami potegowymi. Czysto technicznym powodem pojawienia sie
logarytméw w przypadku p = 0 jest fakt, ze zmodyfikowana funkcja Bessela Ky(z) wystepujaca w repre-
zentacji catkowej gestosci qg(ﬂ?z (t) zachowuje si¢ w zerze jak —Inz, zad dla p # 0 mamy K, (2) ~ 27#, gdy
z — 0%. Zagnaczmy jednak, ze czynnik logarytmiczny w (23) ma znaczenie tylko wtedy, gdy t jest duze
w stosunku do z. W przeciwnym wypadku jest on poréwnywalny ze stala i oszacowania dla u réwnego i
réznego od zera sg tego samego typu.
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Dodajmy takze, e w pewnych przypadkach otrzymujemy wyniki dokladniejsze, niz to wynika ze sfor-
mulowania Twierdzenia 2. Ponizszy lemat z jednej strony daje odpowiednie oszacowania w przypadku,
gdy t jest relatywnie male w stosunku do z. Z drugiej strony wynik jest mocniejszy, pomcwaz dostarcza
postaci kolejnego czlonu w rozwinieciu asymptotycznym w przypadku t/x — 0.

Lemat 4 (Lemma 4 w [H2]). Dia u > 0 zachodzi

—A2/4
=Wy € p—1/2 — 4’ t
Gp1 () = )\(27r)1/2t3/2x <1 + Bra—— + E(t,z)
gdzie
t t
Et <C- =)
IB(t2)] < O-(Vin 3)

Dodatkowo, dla 0 < p < 1/2 mamy

—A%/%t —A2/4t 1— 442t
e p-1/2 < (=#) e p—1/2 Ml
)\(27T)1/2t3/2x Sy (B < A(Qﬂ)l/%s/zx I+ —2

dla kazdego x > 1,t > 0.

Techniki dowodowe. Dowod Twierdzenia 2 w duzej mierze polega na delikatnych i niejednokrotnie
pracochtonnych szacowaniach z wykorzystaniem przytoczonej reprezentacji catkowej z [11], co czyni prace
do$¢ techniczna. Z cala mocy nalezy podkresli¢, ze glowna wartoscia omawianej pracy jest przejrzysty,
prosty w sformulowaniu i bardzo dokladny wynik, za ktérym stoi pracochlonny, techniczny i zmudny dowdd.
Dlatego tez oméwimy gtéwne kroki dowodowe bez zbednego wchodzenia w szczegdly i skomplikowane
rachunki. W zwiazku z wlasnoscig absolutnej cigglosei, ktéra implikuje

) =a%qMw), t>0e>1, (24)

bedziemy rozwazaé tylko przypadek niedodatnich indekséw —u dla u > 0. Dodatkowo w sformulowaniu
lematéw bedziemy uzywaé oznaczeh k = k(v) = (A + )% — A2 = v(2X +v) i A = 2 — 1 wprowadzonych juz
uprzednio przy okazji reprezentacji (20). W pracy [H2| opusciliémy indeks 1 w notacji rozwazanej gestosci
piszac qg(c“ )( t) zamiast qa(: H )( t), jednak dla spéjnodci notacji autoreferatu pozostaniemy przy pelniejszej
notacji. Pierwszym etapem dowodu jest wyprowadzenie formuly zawartej w Lemacie 4. Wykorzystujac

reprezentacje catkowa (20) wraz z tozsamoscia

00 zh— 1/2
/0 wr(v)dv = (42— 1/4),

2z

ktéra zostala wyprowadzona w [11], pokazujemy, ze

t o0
E(z,t) = —————/ e~ 2ty (v)dv.
0

ph—1/2

Oszacowanie funkcji w) (v) w rozwazanym zakresie pararﬁetréw prowadzi do wyznaczenia oszacowan gor-
nych dla E(z,t). Dodatkowe wlasnosci dla 0 < u < 1/2 wynikaja z nastepujacych prostych oszacowan

0< /Ooo(e""/gt — DNwy(v)dv < —/Ooo wy(v)dv = 2#Y2(1/4 — 4?) /2.

Kolejnym krokiem jest rozszerzenie powyzszego wyniku na przypadek z/t > C dla dowolnie zadanej stalej
C > 0. Zaznaczmy, ze Lemat 4 pozwala otrzymaé zadane oszacowania dla dostatecznie duzej statej C, co
oznacza konieczno§é udowodnienia oszacowan w przypadku C' < z/t < ¢’ dla arbitralnie wybranych C i

c'.
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Lemat 5 (Lemma 6 w [H2]). Dla dowolnego C > 0 istnieje stata c1 > 0 zalezna od C i > 0 taka, e

1 e~ N2 —A%/2t

H=1/2 - € H—1/2
22 < gl (1) < PR

a/\ £3/2
gdy tylko x > Ct, > 1.

Niestety, w opublikowane sformulowanie powyzszego lematu wkrad! sie blad i zamiast poprawnej nie-
réwnosci x > Ct znalazta sie tam nieréwnoéé przeciwna z < Ct, zag w dowodzie odwrécona zostala rola

statych C'i C'. W kazdym razie dowéd kluczowego przypadku C' < z/t < ' dla dowolnych statych C'i C’

jest w pelni poprawny i polega w pierwszej kolejnosci na pokazaniu, ze iloraz gestosci qg(ff 1) (t) 1 wyrazenia

po prawej stronie oszacowania (23) posiada granice, gdy z/t zbiega do pewnej stalej ¢ > 0 i jednoczesnie
x — oo (Proposition 5 w [H2]). Wykorzystujemy tutaj jawna posta¢ funkcji wy(v). Nastepnie przy po-
mocy metody pokryciowej oraz wlasnosci absolutnej ciaglosci (2) pokazujemy oszacowania w rozwazanym
przypadku. Wynik dla z/t > C’ dla dostatecznie duzej stalej C' (a nie dla dostatecznie malej, jak na-
pisano w [H2]) wynika bezposrednio z Lematu 4. Podkreélmy, ze otrzymanie oszacowan w przypadkach
posérednich (z/t nie zbiega ani do zera ani do nieskoriczonoéci) jest zazwyczaj bardzo trudne, co zwieksza
range powyzszego lematu w kontekécie dowodu Twierdzenia 2.

Kolejne dwa lematy dotycza sytuacii, gdy ¢ jest relatywnie duze w poréwnaniu do z i jak zaznaczyli$émy
na wstepie mamy w tym przypadku rozréznienie na p # 01 p = 0. Ta cze$¢ pracy jest najbardziej
techniczna i w duzej mierze opiera si¢ na ostroznym szacowaniu calek. Rozwazania rozpoczynamy od
szczegolnego przypadku p — 1/2 € N. Zmodyfikowane funkcje Bessela Kj ., /2(2’), I € N, redukujg sie
wtedy do funkeji elementarnych i tym samym upraszcza si¢ postaé¢ funkeji wy(v), poniewaz wq z(v) = 0 ze
wzgledu na czynnik cos(mp) = 0 wystepujacy w (22). Pozwala to uzyskaé nastepujacy wynik

Lemat 6 (Lemma 7 w [H2]). Zatézmy, ze u —1/2 € N. Mamy

(e _ (B =1) ey 1
Gpy (1) = T ()2 e tu+1(1+E(m,t)).

Dodatkowo, istnieje stata ¢ > 0 taka, ze dla t > 0,
B, 1)] < 2.

Dowo6d bazuje na reprezentacji catkowej (24) z pracy [11], ktéra jest pewng modyfikacja wzoru (20).
Co do zasady polega on na uwaznej analizie dowodu zachowania asymptotycznego qg_l(t) przy t — oo i
ustalonym z > 0, ktéry zostal przeprowadzony w [11]. W naszym przypadku istotna jest zaleznosé statych
wystepujacych w granicy od zmiennej z i na wyznaczeniu tej zaleznosci skupia sie druga czesé dowodu
powyzszego lematu. Korzystamy tutaj z mocnej wlasnoéci Markowa oraz znanych wynikéw dla czasu
trafienia w zero. W przypadku g — 1/2 ¢ N rozbijamy funkcje qi” l)(t) na cze$é odpowiadajaca wi x(v),
dla ktérej dowéd wyglada identycznie jak w przypadku Lematu 6 oraz cze$é wyznaczong przez wa A (V).
W przypadku tej ostatniej bazujemy na oszacowaniach funkcji podcatkowej wystepujacej we wzorze (22) i
szacujemy otrzymane w ten sposéb catki, co prowadzi do

Lemat 7 (Lemma 8 w [H2]). Niech u—1/2 ¢ N i potdzmy | = [u + 1/2]. Istniejq wiedy state c1,ca,c3
zaleine tylko od u i takie, e

- — d —p) . —A2/2t
s 1—cs (t) <@ M) Sa—gre )

C2

dlat >z > 1.
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Ostatni lemat odnosi si¢ do u = 0 i brakujacych oszacowari w przypadku, gdy t/z jest duze.

Lemat 8 (Lemma 9 w [H2]). Niech u=0. Diat > 2z,

O (1) ~ AN/ 1+logz
T t (14+logi)(1+logt)

qzl

Po raz kolejny dow6d opiera sie na doktadnym oszacowaniu funkcji wy (v), a nastepnie na sukcesywnym
badaniu zachowania poszczegélnych catek. Dokladne oszacowania funkeji wy(v), ktére stanowis punkt
wyjScia w tym, jak i w wielu innych miejscach dowodu gléwnego twierdzenia, znajduja si¢ w Appendixie
(Lemma 14, Lemma 16 i Lemma 17) omawianej pracy.

Zastosowania. Pierwsza bezposrednig konsekwencjs Twierdzenia 2 sg dokladne oszacowania tzw.
prawdopodobiefistw przezycia (survival probabilities), czyli prawdopodobienistwa, ze proces startujacy z
z > 1do chwili £ nie uderzyt w punkt 1. Rozwazamy tutaj przypadek indekséw nieujemnych, ale korzystajac
z (24) otrzymujemy, e

PUA(t <) = 2P (t < Ty <o), p>0.
W szczegblnosei dla i > 0 mamy Pg(f ) (Th =00) =1— 272,
Twierdzenie 4 (Theorem 4 w [H2]). Niech > 0. Wtedy, dla kaidegot >0 iz > 1, mamy

z—1 1
VEAt+z— 1tF+ 22’

PW(t < T < o0) =

Dodatkowo, dla kazdego t > 0 iz > 1, zachodzi

log

PC(EO)(Tl’>t) ~ 1AW

Kolejnym zastosowaniem uzyskanych oszacowan pierwszych czaséw trafienia dla proceséw Bessela jest
ich wykorzystanie do wyznaczenia dokladnych obustronnych oszacowaii jadro Poissona wnetrza horocyklu
(poiprzestrzeni) dla hiperbolicznego ruchu Browna z dryfem. Rozwazamy model poiprzestrzeni rzeczywistej
przestrzeni hiperbolicznej wymiaru n

={y=(y1,'-»,yn—1,yn)1yn>0}

i operator Laplace’a-Beltramiego stowarzyszony z hiperboliczna metryks Riemanna na H", ktéry zadany
jest wzorem

Apn = ynza—a —(n 2)yn

TL
Hiperbolicznym ruchem Browna nazywamy dyfuzje na H", ktérej generatorem inifinitezymalnym jest ope-
rator %AHn. Zamieniajac czynnik (n — 2) na (2u — 1), 4 > 0, w powyzszej formule otrzymujemy operator
A, za$ odpowiadajaca mu dyfuzje Yt(“ ) nazywamy hiperbolicznym ruchem Browna z dryfem. Dokladniej-
szy opis samych przestrzeni hiperbolicznych oraz hiperbolicznego ruchu Browna znajduja sie w rozdziale 5.2
poswigconym teorii potencjalu na przestrzeniach hiperbolicznych. Rozwazmy zbiér D = {y € H" : y, > 1},
ktérego brzeg jest horocyklem na H”, i przez P#(y, z), y € D, z € 8D, oznaczamy jego jadro Poissona,
czyli gestosé (wzgledem miary powierzchniowej) rozkladu zmienne; YT(g ) , gdzie 7p = inf{t > 0: Yt(“) ¢ D}
jest pierwszym momentem wyjécia z D.
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Twierdzenie 5 (Theorem 5 w [H2]). Dia kazdego u > 0 mamy

VAR T 2y \ coshdun (v, 2) !

gdziey = (,yn), yn > 1i2=(31), 7€ R* L,
Metryka hiperboliczna wystepujaca w powyzszym oszacowaniu zadana jest wzorem

ly — 2|

2Ynzp

coshdpn(y,2) =1+ , y,z€ W™

Zbiér D jest nieograniczony w tej metryce i w zwigzku z tym nie stosuje sie tutaj ogélna teoria méwiaca
o poréwnywalnosci teorii potencjatu (w szczegoélnosci jader Poissona i funkcji Greena) operatoréw mocno
eliptycznych z ich klasycznymi odpowiednikami [17]. Co wiecej, takiej poré6wnywalnosci nie ma dla p # 1/2,
)#—1/2

Yn

a réznice w zachowaniu jadra hiperbolicznego i euklidesowego opisuje czynnik (W

Doktadne obustronne oszacowania jader ciepla poiprostych (a, o)

Ostatnia cze$¢ omawianego cyklu prac poswigcona jest wyznaczeniu dokladnych oszacowan gestosci praw-
dopodobienstw przejécia procesu Bessela zabitego w momencie dojscia do zadanego poziomu a > 0 przy
starcie z punktu z > a, czyli funkeji

W(t,z,y) = BP[t < To; X € dyl/mP(dy), z,y>a, t>0.

Innymi slowy rozwazamy proces Bessela z indeksem u € R do momentu 7,. Gqstosc ta zadana jest przy
pomocy wzoru Hunta w nastepujacy sposob

PPt 2,y) = pP(t, 2,y) — EP[t > T, pP(t — To, R(To)w)), @,y >a, t>0.

Kluczowa jest tutaj ciaglosé trajektorii proceséw Bessela, ktéra implikuje, ze R(T,) = a z prawd. 1 i tym
samym mozemy napisaé

1
gt @, y) = Pt > To, p¥ (8 — To, R(TW), )] = /0 p(t = 5,0,9)a¥ (s)ds. (26)

Przedstawxone powyzej probabilistyczne podejscie do tego zagadnienia nie jest oczywiscie jedynym. Na
funkcje pa (t z,%y) mozemy bowiem spojrze¢ z punktu widzenia teorii rownan rézniczkowych czastkowych
i zdefiniowaé ja jako rozwigzanie fundamentalne réwnania ciepla bazujacego na operatorze Bessela, tzn.
O — %L(“). W najbardziej klasycznym przypadku, gdy w miejscu operatora Bessela wystepuje klasyczny
Laplasjan, problem wyznaczenia oszacowan jader ciepla na podzbiorach R™ ma bardzo diuga historie i
nie sposéb opisaé wszystkich badaii i wynikéw dotyczacego tego zagadnienia. Nadmienimy zatem tylko, ze
badania te majg swoj poczatek w latach 80tych poprzedniego stulecia w pracach E.B. Daviesa [22], [19],
[20], [21] i siegaja po prace [71], gdzie mozna znalezé opis w przypadku laplasjanu na podzbiorach R" klasy
CY1, czy tez pracy [64], gdzie rozwazano w tym kontekscie ogdlne klasy operatoréw. Dogé obszerny opis
znanych rezultatéw mozna znalezé w pracy [65].
Glownymi wynikami omawianych prac sg nastepujace dwa twierdzenia.
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Twierdzenie 13 (Theorem 1 w [H3]). Niech p # 0 oraz a > 0. Wtedy zachodzi

2
Wiz 1A (x—a)(y —a) Ty lps)-1/2 1 1 _la: -y
pd”(t,2,y) [ ¢ (1/\ t) (ay) 172 7 P 2t )’ @7
dla wszystkich z,y > a orazt > 0.
Twierdzenie 14 (Theorem 1 w [H4]). Dla kazdego a > 0 zachodz
-1 2 2
(0) t,z,y) ~In(z/a)In(y/a <ln 5t In 5t > l (_:v +y > <t 28
o (62,y) = In(z/a) In(y/a) o e ravi) 7P 5 ) T<t (28)

oraz

Ot~ (10 B 0) Ly (o) st

zyt 2t
gdzie z,y > a orazt > 0.

Zauwazmy, Ze podobnie jak to mialo miejsce w przypadku pierwszego czasu trafienia T, mamy do
czynienia z odmiennych charakterem oszacowan p,(l” ) (t,2,y) dla 4 = 0. Dlatego tez dowéd pierwszej cze-
$ci Twierdzenia 14 wymagal wypracowania odmiennych metod dowodowych, co zaowocowalo powstaniem
oddzielnej publikacji. W obu przypadkach nalezy podkresli¢, ze uzyskany wynik dotyczy petnego zakresu
parametréw czasowych i przestrzennych. Co wazniejsze, uzyskaliémy dokladny opis zachowania eksponen-
cjalnego funkeji p((l“ ) (t,2,y), co jest swego rodzaju ewenementem. Nawet w znanych wynikach dla procesu
Wienera [71] (klasycznego laplasjanu z warunkiem Dirichleta na bizegu zbioru) opis zachowania eksponen-
cjalnego jest tylko jakodciowo doktadny, czyli wystepuja rozne stale w eksponentach w szacowaniu dolnym
i gornym. Nawet w przypadku dwuwymiarowej kuli i klasycznego laplasjanu nie znamy nadal oszacowai
doktadnych. Analogiczna sytuacja ma miejsce w przypadku jader ciepta rozwazanych na rozmaitosciach
[65], czy tez w przypadku jader Fouriera-Bessela, czyli procesu Bessela zabitego przy wyjsciu z odcinka
[0,1), w ktérym to tak doktadny wynik jak ten z Twierdzenia 13 zostal uzyskany dopiero w pracy [P13].
Dla poréwnania naszego wyniku ze znanymi rezultatami zauwazmy, ze dla u # 0 mozemy napisaé

(p) _ _
Da (t,x,y)é IAM_“)> <1vi>, z,y>a, t>0,
pW(t, z,y) t ry

oraz
P (t,2,y) & PY(TH > )PP(TP > p® (4 z,y), ay<t,

co jest bardzo powszechnym sposobem szacowania jader ciepta podzbioru przez iloczyn odpowiednich
prawdopodobieristw przezycia i jadra ciepta catej przestrzeni. Zazwyczaj w dolnym i gérnym szacowaniu
zmienna czasowa w p¥)(t,z,y) jest skalowana przez r6zne state (zob. Theorem 5.16 w [65]). W naszym
przypadku stale sg takie same. Dodatkowo dla zy > t jadro p,(f‘ )(t, z,y) nie zachowuje si¢ jak prawa strona
powyzZszej nieréwnosci, tzn. oszacowanie wyrazenia pt(,“ )(t, z,9)/p™ (¢, x,y) dla zy > t nie faktoryzuje sie
jako iloczyn prawdopodobienstw przezycia ani zaden inny iloczyn postaci f(¢,z)f(t,y) dla pewnej funkeji
f. Jest to spowodowane wymogiem dokladnego opisu zachowania eksponencjalnego, jaki sobie natozyliémy.

Whasnoé¢ absolutnej cigglosci pozwala takze w tym przypadku ograniczy¢ sie do przypadku, gdy u ma
ustalony znak. Z przyczyn czysto technicznych tym razem rozpatrujemy przypadek p > 0.
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Dow6d Twierdzenia 13 podzielony jest w naturalny sposoéb na dwa przypadki odnoszace sie do
sytuacji, gdy zy/t jest male, czy tez duze. Punktem wyjscia jest dla nas przypadek p = 1/2, kiedy to

zaréwno funkeja I 5(2) jak i q(l/ )( t) wyrazaja sie w bardzo prosty sposob przez funkcje elementarne. W
konsekwencji wzér Hunta (26) plowadzi do jawnego wzoru

Pt g y) = \/%_tg (e p< (2 ;ty)g) ~exp (_(w—l—zz/t— 2)2>>

i w natychmiastowy sposéb implikuje prawdziwosé oszacowari z Twierdzenia 13 dla p = 1 /2. Nastepnie,
na mocy wiasnosci absolutnej ciaglosci rozkladéw, otrzymujemy

Stwierdzenie 15 (Proposition 1 w [H3]). Dla > 1/2 > v > 0 zachodz

y\H-12 (1/2) y\v-1/2 e
(;) p1‘ (t,x,y) Spl (t,x,y) S (;) (t T y)

dla wszystkich x,y > 1 orazt > 0.

Podobne nieréwnoéci prawdziwe s takze dla gestosci pierwszych czasoéw trafienia i zostaty sformulowane
i udowodnione w Lemma 1 omawiane]j pracy. Powyzsze oszacowania sg optymalne, tzn. dowodzg oszacowan
gérnych dla p > 1/2 oraz oszacowan dolnych dla v < 1/2 wystepujacych w (27), w przypadku, gdy zy > t.
Dowod brakujacych oszacowan (dolnych dla u > 1/2 oraz gornych dla v < 1/2) podzielony jest na przypadki
w zaleznosci od tego, czy zmienne przestrzenne x i y sg bliskie 1, czy tez nie. Przy zalozeniu, ze obie zmienne
sg oddzielone od brzegu, prawa strona (27) jest poréwnywalna z p(“)(t,a:,y), a brakujace oszacowania w
tym przypadku zostaly wyprowadzone w

Stwierdzenie 16 (Proposition 3 w [H3]). Niech p > 1/2 > v > 0. Wtedy, istniejg state C’f v) C'(”

 oraz C’(”) > 1 takie, ze

v+1/2 2 pt1/2
) p 1 < (z—y) ) 0 (x> (1)
Ch t,z,y) < ex < C. — t,x,y),
(y) t2,9) Vit P t 2 \y i (bzy)
(1)

g9dy tylko xy > t oraz oszacowania gorne sq poprawne przy dodatkowym zatozeniv, ze x,y > Cy

Dowéd lewej nieréwnosci (dla 1/2 > v > 0) jest natychmiastows konsekwencja oczywistej zaleznosci
P (t,z,y) < p®)(t,z,y). W praypadku p > 1/2 pokazujemy, ze r(t, z, y) < —p(“)(t z,y) i tym samym
(” )(t z,y) > —p(") (t,z,y) przy wykorzystaniu wynikéw Stwierdzenia 15 i wspomnianych juz nieréwnosci
dla gestosci czaséw pierwszego trafienia (Lemma 1 w [H3]) oraz jawnych wzoréw na omawiane obiekty w
przypadku p = 1/2. Drugi przypadek odnosi si¢ do sytuacii, gdy zaréwno z, jak i y sa ograniczone, a
wynik mozemy uzyskaé¢ korzystajac z ponizszego stwierdzenia.

Stwierdzenie 17. Dla ustalonego m > 0 oraz u > 1/2 > v > 0 istniejq state C’(”) C’(V) > 0 takie, Ze

z\HT1/2 v .
i <§> Pt o) > (1 A 1))_1ﬁexp <_<x2ty> )

oraz

gdy tylko (z Ay)? > mt.
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Po raz kolejny w dowodzie wykorzystujemy (2) i szacujemy wystepujacy tam funcjonal caltkowy do
czasu Ty, gdzie b = ((z Ay) + 1)/2, korzystajac z oczywistej zaleznosci Ty > Ty z prawd. 1. Wlasnosé
skalowania pozwala zamienié pl(,” )(t, z,y), ktéra pojawia sic w oszacowaniach w wyniku podmienienia T3
na 1y, z powrotem na funkcje pgﬂ ) (t,z,y) w rozwazanym zakresie parametréw. Zauwazmy ponadto, e W
przypadku zy > t, 2,y < C dla ustalonego C > 1, mamy (z A y)? > C~tay > C~!, co pozwala nam w tej
sytuacji stosowaé powyzszy wynik (dla m = 1/C). _

Pozostaly przypadek, tzn. sytuacje, gdy jedna ze zmiennych jest bliska 1, zag druga jest duza (nieogra-
niczona), zbadaliémy w dwoch oddzielnych stwierdzeniach odnoszacych sie oddzielnie do v € (0,1/2) oraz

w>1/2

Stwierdzenie 18 (Proposition 5 w [H3]). Dia v € (0,1/2) istnieje stata C’éy) > 0 taka, ze

p_g")(t,a:, y) < Cé”)% (i—)m/z exp (——(x ;ty)2> (1 AE-Dly-1) 1)t(y — 1))

disl<z<2<yizy>t

Stwierdzenie 19 (Proposition 6 w [H3]). Dia kazdego > 1/2 ic > 1 istnieje stata C’é” )(c) > 0 taka, Ze
dla kazdego 1 <2 <c iy > 5c(u+ 1) zachodz

P (t,2,y) > Cé”)(f:)—\}-73 (%)ww exp (— ) ;ty)2> (1 g ) 1)t(y - 1)> ,

gdy tylko xy > t.

Dowody obu twierdzen sa w zasadzie czysto analityczne i bazujg na subtelnej analizie wzoru Hunta i
oszacowaniu 7'5” )(t, z,y) w taki sposob, aby uchwycié kasowania, ktére maja miejsce miedzy p(¥)(t, z,v) a
r&” ) (t,z,y) i jednoczesnie dokladnie opisa¢ zachowanie eksponencjalne badanej gestosci. Wykorzystujemy
tutaj jawna postaé gestosci p(t, z,y) oraz wlasnosci funkeji I u(7). W szezegblnosci stosujemy doktadne
oszacowania ilorazéw zmodyfikowanych funkeji Bessela postaci f,(x)/I,(y) udowodnionych przez A. La-
forgie w pracy [50].

Dowod (27) w przypadku, gdy zy/t jest male zaczynamy od wyprowadzenia oszacowan gérnych.

Stwierdzenie 20 (Proposition 7 w [H3]). Dla kazdego 1 > 0, istneiej stata C’;" )s 0 taka, ze

2\ #+1/2 2 2
() cowz—ly—1/y 1oty
pl (t,.’E,y) = 07 T y t \/Zexp 2t 3

gdy tylko xzy < t.

W najprostszym przypadku z,y > 2 (oddzielenie od brzegu) oszacowanie wynika bezpogrednio z oczy-

wistej nieréwnosci pg“ ) (t,z,y) < pW(t, z,y). Zauwazmy, ze W rozwazanym przypadku zy < ¢ przy dodatko-
wym zalozeniu z,y < 2 otrzymujemy, ze |z —y|?/t jest ograniczone i tym samym nie mamy zachowania eks-
ponencjalnego w (27), co w znaczacy sposob upraszcza rozumowanie. Musimy wtedy zadbaé tylko o odpo-
wiedni opis zanikania gestoéci przy brzegu. Stosujac proste oszacowanie pg“ )t z,y) < p® (t,z,y) <1 %‘%i
i stosujgc réwnanie Chapmanna-Kolmogorowa otrzymujemy oszacowanie przy pomocy iloczynu prawdopo-
dobieristw przezycia przy starcie z punktéw z i y oraz p™ (¢, z, 7). Wykorzystanie oszacowari z Twierdzenia

4 z pracy [H2] daje oszacowanie gérne zgdanej postaci. Sytuacja, gdy 1 < z < 2 za§ y > 2 wymaga
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zastosowania oszacowan gestosci czasu pierwszego trafienia (Twierdzenie 2) opisanych w poprzedniej czesci
niniejszego autoreferatu, ktére wraz z ostroznymi szacowaniami otrzymanych wyrazen pozwalaja zakonczyé

dowod.
Przypadek oszacowan dolnych dla zy < t podzielony zostal na dwa oddzielne stwierdzenia odnoszace

si¢ odpowiednio do sytuacji, gdy (y — 1)2/t jest duze i mate.
Stwierdzenie 21 (Proposition 8 w [H3]). Dla kazdego u > 0 i m > 1, istnieje stata Cé” ) (m) > 0 taka, ze

(¢,
(

y) (), &1
> P my == 1
P(ta,y) = H M vE

gdy tylko zy < mt oraz (y_tl)z >2(p+1).
Stwierdzenie 22 (Proposition 9 w [H3]). Dla kazdego 1 > 0 istnieje stata C(“ > 0 taka, ze

(u)(t z,Y) >O(#)x—1y——1

, >z > 1,
pAtzy)~ Tz oy Y

gdy tylko zy < t i Ly_t—l)Z— <2(u+1).

Dow6d pierwszego z nich jest réwniez czysto analityczny i ponownie bazuje na wlasnosciach funkeji
Bessela i ostroznym szacowaniu wystepujacych we wzorze Hunta calek. Druga czes$é polega na dwukrotnym
skorzystaniu z réwnosci Chapmanna-Kolmogorowa i umiejgtnym zawezeniu przedziatéw calkowania tak,
aby moéc skorzystaé z wyprowadzonych uprzednio oszacowan w przypadku zy > t. Prowadzi to do rozbicia
catki podwdjnej uzyskanej z wiasnosci pélgrupowej na iloczyn calek zaleznych od z i y, ktére szacujemy z
dotu korzystajac z tezy Stwierdzenia 21.

Zastosowania. Oszacowania uzyskane w Twierdzeniu 13 mozna zastosowaé do uzyskania doktadnych
obustronnych oszacowan A-funkcji Greena polprzestrzeni (tzn. obszaru ograniczonego przez horocykl) dla
hiperbolicznego ruchu Browna z dryfem. Wynik ten zostal uzyskany w oddzielnej publikacji [P12] opisanej
ponizej.

Dowéd Twierdzenia 14 zasadniczo dotyczy tylko przypadku, gdy zy < t. Tak, jak juz wspomnie-
lismy, oszacowania w przypadku, gdy zy/t sa tej samej postaci dla wszystkich u € R i de facto dowody
przedstawione w pracy [H3| stosujg si¢ bezposrednio takze do sytuacji 4 = 0. W pracy [H4] zostaly one
przedstawione w skréconej wersji dostosowanej do przypadku p = 0 (Proposition 4.1 i 4.2 w [H4]) dla
kompletnosci dowodu i wygody czytelnika. W zwigzku z tym nie bedziemy ich szczegélowo omawiaé.

Opis zachowania logarytmicznego wystepujacego w przypadku zy < ¢ zaczynamy od prostej obserwacii,
ze gdy 1 < z < yixy<t,tox? <t za$ oszacowania (28) mozna wtedy uprosci¢ do nastepujacej postaci

Inzlny ,
23t ©

(¢ zy) ~ Ptzy), Yy,

oraz . 1
nr
’ N otz y), 254,

Zaczynamy od pierwszego z tych oszacowai, tzn. od przypadku, gdy y? /t jest ograniczone przez dowolns,
stala.
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Stwierdzenie 23 (Proposition 3.1 w [H4]). Dia kazdego m > 2 mamy

0 m Inzlny
t,x,y) = t,1,Y),
Pt z,y) 2(30) " (t,z,y)

gdzie xy < t oraz y? < mt.

Oszacowanie gorne otrzymujemy standardowo przez dwukrotne zastosowanie tozsamosci Chapmanna-
Kolmogorowa, szacowania gbrnego

PVt ,y) < pO(t,z,9) < 1/t

oraz oszacowal prawdopodobieristw przezycia (Twierdzenie 4). Oszacowania dolne wymagaja zawezenia
przedziatu catkowania w réwnaniu Chapmanna-Kolmogorowa do [2v/mt, 3v/mt] i wykorzystaniu oszacowar
dolnych postaci

Inx
P (t,z,y) > cmg(:s—t)p(o)(t,x,y), 1<z <y/2, y>1+2Vi

Te ostatnie wyprowadzamy ze wzoru Hunta i nieréwnosci na ilorazy postaci Ip(2)/Io(w). Wykorzystujemy
tutaj takZe monotonicznogé funkcji z — pO(t,z,y) dla 2z < y, y2 > 4t (Remark 2.2 w [H4]), ktora
jest konsekwencja oszacowain na pochodng tejze funkeji (Lemma 2.1 w [H4]). Kluczowy i najbardziej
wymagajacy jest jednak dowéd oszacowania w pozostalym przypadku, tzn. gdy y?/t jest dostatecznie

duze.
Stwierdzenie 24 (Proposition 3.1 w [H4]). Zachodzi

(0) ~ 0T ()
pl (tv $, y) In(3t/y) p (t’ $, y)a

gdy xy <t iy? > 16t.
Piszac

pV(te,y) _ pO(t,2,y) - pO(t, 1,y) I a0 PO 1,9) - p Ot —5,1,9) (o
© ~ ©) / gy 1(8)ds —f—/ © 2.1(8) ds.
p (t,x,y) p (t’17y) t 0 b (talay)
sprowadzamy zagadnienie do oszacowania powyzszych trzech skladnikéw. Pierwszy z nich, w zwigzku
z jawng postacig gestosci prawdopodobienstw przejicia, latwo szacujemy z twierdzenie Lagrange’a, zas
zachowanie drugiego znamy dokladnie na mocy oszacowan prawdopodobiefistw przezycia. Okazuje sie, ze
oba dominowane s jednak przez trzeci skladnik. Oszacowanie skladnika calkowego dostajemy rozbijajac
przedzial catkowania na [0, 2z), [2z, 4t2/y?), [4t2/y? t] i szacujac funkcje podcatkows, osobno na kazdym z
nich. Pokazujemy, ze dla 0 < s < 4y?/t?> mamy

0%, 1,y) —pO@t-s1y) 1
RS,
pO(t, 1,y) ¢
co wynika z dosé subtelnych, delikatnych i z drugiej strony technicznych oszacowan na pewne wyrazenia
zwigzane z funkejg Ip(z). Oszacowania na qg(c?%(s) zawarte w Twierdzeniu 2 pozwalaja dokladnie oszacowaé

catki po [0,22) i [2z,4t%/y?). W przypadku s > 4y?/t?, raz jeszcze analizujac jawny wzér na p© (¢, z, )
pokazujemy, ze wyrazenie

p(o)(t’ 1> y) — p(o)(t — 8,1, y)
PO, 1,y)
poréwnywalne jest ze stala i tym samym catke po pozostalym przedziale [4t2/y?,t] mozemy oszacowaé
korzystajac z dokladnych oszacowan na q;?i (s) z pracy [H2], co wraz z poprzednimi oszacowaniami pozwala,
uzyskaé teze.
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5. Omoéwienie pozostatych osiggnieé naukowo-badawczych

Poza czterema pracami, stanowigcymi jednotematyczny cykl publikacji, opublikowalem po doktoracie 13
artykulow, zas jeden zostal zaakceptowany i czeka na publikacje od marca 2015r., co daje tacznie 20 publi-
kacji. Cztery z opublikowanych prac, w tym dwie wchodzace w sklad jednotematycznego cyklu, ([H3], [H4],
[P3], [P13]) zostaly napisane wraz ze studentami i doktorantami, ktérzy pod moim kierunkiem pisali swoje
prace magisterskie oraz doktoraty. Liczba cytowari, wedtug bazy Web of Science (na dzien 19.04.2016),
jest réwna 98, (71 bez autocytowas) za§ h-indeks (indeks Hirscha) jest réwny 6. Sumaryczny impact fac-
tor czasopism dla czterech publikacji wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego, wedtug listy Journal
Citation Reports, to 3,576; sumaryczny smpact factor czasopism dla wszystkich dwudziestu publikacji to
18,044, zob. Tablice 1.

Tablica 1: Impact factor czasopism wedtug listy Journal Citation Report zgodnie z rokiem opubli-
kowania (lub z roku podanego w nawiasie w przypadku publikacji z 2016).

praca czasopismo data publikacji impact factor

[{I] Potential Anal 2010 0,853

[H2]  Potential Anal. 2013 1,048

[H3]  Potential Anal. 2015 0,992

[H4] Math. Nachr. 2016 0,683 (2015)

[PI]  Collog. Math. 5010 -

[P2]  Proc. London Math. Soc. 2010 1,243

[P3]  Demonstratio Math. 2012 -

[P4]  J. Differential Equations 2012 1,480

[P5]  Collog. Math. 2012 0,403

[P6]. J. Math. Phys. 2013 1,176

[P7)  Stoch. Proc. Appl. 2013 1,046

[P8]  Annals Probab. 2013 1,431

[P9]  Rev. Math. Phys. 2013 1,448

[P10] Electron. J. Probab. 2014 0,765

[P11] Ann. Inst. Henri Poincaré (B) 2015* 1,059

[P12] Studia Math. 2015 0,610

[P13] J. Math. Anal. Appl. 2016 1,120 (2015)

[P14] J. Math. Anal. Appl. 2016 1,120 (2015)

[D1]  Potential Anal. 2007 0,507

[D2]  Trans. Amer. Math. Soc. 2009 1,060
Suma: 18,044

* - praca [P11] czeka na publikacje od marca 2015r.

[P1] T. Byczkowski, J. Matecki, T. Zak, Feynman-Kac formula, A\~Poisson kernels and A-Green functions
of half-spaces and balls in hyperbolic spaces, Colloq. Math. 118, 201-222 (2010).

[P2] T. Kulezycki, M. Kwasnicki, J. Malecki, A. St6s, Spectral properties of the Cauchy process on half-line
and interval, Proc. London Math. Soc. 101 (2}, 589-622 (2010).
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- [P3] J. Malecki, G. Serafin, Hitting hyperbolic half-space, Demonstratio Math. 45 (2), 337-360 (2012).

[P4] J. Lorinczi, J. Matecki, Spectral properties of the massless relativistic harmonic oscillator, J. Diffe-
rential Equations 253, 2846-—2871 (2012).

[P5] T. Byczkowski, J. Chorowski, P. Graczyk, J. Malecki, Hitting half-spaces or spheres by the Ornstein-
Uhlenbeck type diffusions, Colloq. Math. 129, 145-171 (2012).

[P6] P. Graczyk, J. Malecki, Multidimensional Yamada- Watanabe theorem and its applications to particle
systems, J. Math. Phys. 54, 021503 (2013).

[P7] M. Kwasnicki, J. Malecki, M. Ryznar, First passage times for subordinate Brownian motions, Stoch.
Proc. Appl. 123 (5), 1820—1850 (2013).

[P8] M. Kwasnicki, J. Malecki, M. Ryznar, Suprema of Lévy processes, Annals Probab. 41 (3B), 2047-2065
(2013).

[P9] K. Kaleta, M. Kwagnicki, J. Malecki, One-dimensional quasi-relativistic particle in the boz, Rev.
Math. Phys. 25(8), 1350014 (2013).

[P10] P. Graczyk, J. Malecki, Strong solutions of non-colliding particle systems, Electron. J. Probab. 19
(119), 1-21 (2014).

[P11] L. Chaumont, J. Malecki, On the asymptotic behavior of the density of the supremum of Lévy proces-
ses, Ann. Inst. Henri Poincaré (B), przyjeta do druku http://imstat.org/aihp/accepted.html (2015).

[P12] K. Bogus, T. Byczkowski, J. Malecki, Sharp estimates of Green function of hyperbolic Brownian
motion, Studia Math. 228 (3), 197222 (2015).

[P13] J. Matlecki, G. Serafin, T. Zoérawik Fourier-Bessel heat kernel estimates, J. Math. Anal. Appl. 439
(1), 91-102 (2016).

[P14] K. Kaleta, M. Kwasnicki, J. Malecki, Asymptotic estimate of eigenvalues of pseudo-differential ope-
rators in an interval J. Math. Anal. Appl. 439(2), 896-924 (2016).

M@éj dorobek naukowy dopelniajg jeszcze ponizsze dwie publikacje wechodzace w sklad doktoratu, ktére
nie beda tutaj omawiane.

[D1] T. Byczkowski, J. Malecki, Poisson kernel and Green function of the ball in real hyperbolic spaces,
Potential Anal. 27(1), 1-26 (2007).

[D2] T. Byczkowski, J. Malecki, M. Ryznar, Bessel potentials, hitting distributions and Green functions,
Trans. Amer. Math. Soc. 361, 4871-4900 (2009).

Oméwie teraz wyniki uzyskane w pracach [P1]-[P14]. Dla wigkszej przejrzystosci caty opis podzielony
jest na cztery czesci odnoszace sie do gléwnych zagadnien badawczych, ktérymi sie zajmuje.

5.1 Proces Bessela na odcinku
Bezpogérednig kontynuacjg prac [H1]-[H4] sa badania nad oszacowaniami jader Fouriera-Bessela, czyli

gestosci prawdopodobienstw przejécia procesu Bessela zabitego w momencie wyjscia z odeinka [0, 1), prze-
prowadzone w pracy [P13]. W zwiazku z tym, mamy do czynienia ze zbiorem ograniczonym, omawiane
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Jadro ma reprezentacje w jezyku wartosci i wektoréw wlasnych, ktére w tym konkretnym przypadku wy-
razajg si¢ przez funkcje Bessela pierwszego rodzaju J,(2) oraz ich zer A, ,

Jo(Anpz)y(Anvy)
Czye(0,1), t>0,
oo 2 ve O

(o 0]
GY(2,y) = 2(zy)™ ) exp (-2 ,t)
n=1
gdzie v > —1. Rozwini¢cia Fouriera-Bessela pojawialy sie w slynnej ksigzce J. Fouriera [27] w 1822r.
przy okazji badania rozchodzenia si¢ ciepla w cylindrze, ale byly one wykorzystywane juz wezesniej m.in.
przez D. Bernoulliego (1732) do opisu oscylacji wiszacego laticucha, czy tez L. Eulera (1764) przy okazji
badania drgafi okraglej membrany z symetrycznym poczatkowym odksztalceniem. Pomimo tego, Ze sa
one elementem tak klasycznej teorii ich oszacowania w pelnym zakresie parametréw zostaly udowodnione
niedawno w pracach [58], [69]. Uzyskany tam wynik jest jednak tylko jakoiciowo dokladny, czyli mamy
do czynienia z réznymi stalymi w eksponentach w oszacowaniach dolnych i gérnych. Warto podkreglié,
ze dokladne oszacowania dla duzych czaséw t mozna w do§é prosty sposéb wywnioskowaé z powyiszej
reprezentacji spektralnej jader Fouriera-Bessela, poniewaz wtedy o zachowaniu calosci decyduje pierwszy
wyraz szeregu. Jednak dla matych t powyzsza reprezentacja szeregowa staje sie bezuzyteczna, poniewaz
wyrazy szeregu mocno oscylujg i wszystkie maja wplyw na zachowanie badanego jadra. Okazuje sie,
ze wykorzystanie podejécia probabilistycznego, a w szczegdlnosei wyrazenia G¥(z,y) przy pomocy wzoru
Hunta pozwala uzyska¢ dokladne obustronne oszacowania w pelnym zakresie parametréw nastepujacej
postaci (Thm 1.1 w [P13])

QY (z,y) % @+ (1 A w> LI <_ lz—yl* /\%,uf) ,

(t + wy)r+1/2 t Vi 4t

dla wszystkich z,y € (0,1) oraz t > 0, gdzie v > —1. Réwnolegle otrzymujemy dokladne obustronne osza-
cowania gestodci prawdopodobieristw przejscia procesu Bessela zabitego w momencie pierwszego uderzenia,
" w poziom a przy starcie z z < ¢ (Corollary 1.1 w [P13]) oraz analogiczny wynik przy zabijaniu procesu w
momencie wyjécia z odcinka (0,1) (Corollary 1.2 w [P13]). Oczywiscie w obu przypadkach przedstawiamy
doktadny opis zachowania eksponencjalnego.

5.2 Teoria potencjalu na przestrzeniach hiperbolicznych.

Prace [P1], [P3], [P5],[P12] sg kontynuacja tematyki badawczej zapoczatkowanej w moje pracy dok-
torskiej (zob. [D1]) i dotycza teorii potencjalu hiperbolicznego ruchu Browna, a w szczegblnodci wyzna-
czeniu opisu jader Poissona i funkcji Greena kul, zbioréw ograniczonych przez horocykle oraz péiprze-
strzeni. Pierwszym rozwazanym modelem rzeczywistej przestrzeni hiperbolicznej jest model péiprzestrzeni

" = {z € R™: z, > 0} wyposazony w metryke Riemanna zadana wzorem ds?> = dz?/z2. Odleglosé
hiperboliczna jest wtedy wyznaczona przez zaleznosé

|z — y?

2ZnYn

) x’yEHn7

cosh(dyn(z,y)) = 1+

za$ operator Laplace’a-Beltramiego (zdefiniowany jako dywergencja gradientu) jest operatorem rézniczko-
wym drugiego rzedu postaci



W modelu dysku hiperbolicznego D™ = {z € R" : |z| < 1} 2z metryka ds? = |dz|?/(1 — |z|>)" odleglosé
hiperboliczna zadana jest przez

. N — 2
cosh(2dpn (z,y)) = 1+ [ — vl z,y € D",

(1= 2 = yP)’

za$ operator Laplace’a-Beltramiego na D" przyjmuje postaé

o 07 2 9
Apn = (1= 2?2y g +2(n—2)(1 - |z )Zxk(?—xk'
k=1 k=1
Oba modele sg tozsame (izomorficzne), jednak wygodniej jest badaé kule w modelu dysku, zag horocykle i
poiprzestrzenie w modelu H™. Hiperbolicznym ruchem Browna (HRB) X = (X;)>p nazywamy dyfuzj¢ na
H" (odp. na D"), ktérej generatorem infinitezymalnym jest operator %A]H]n (odp. %Amn). W przypadku,
gdy w powyzszych wzorach na operator Laplace’a-Beltramiego zamiast n wstawimy 2u -+ 1 dla dowolnego
i > 0, bedziemy moéwié o hiperbolicznym ruchu Browna z dryfem. Przypomnijmy, ze dla zbioru D C H™
(odp. D") oraz A > 0 definiujemy A-miare harmoniczna wzorem

P(z,A) = E®[e™P; X,, € A], #€D, Ae€dD,

zad A-funkcja Greena zbioru D jest to jadro calkowe A-operatora Greena
o0
) f(z) = / e ME[t < p; F(X,)|dt, 3 €D,
0

Tutaj 7p oznacza pierwszy moment wyjécia procesu ze zbioru D.

W pracy [P1] unifikujemy, uporzadkowujemy i rozszerzamy wyniki prac [D2], [10], [72] dotyczacych
wyprowadzenia wzoréw na miarg harmoniczng oraz funkcje Greena dla kul D, = {z e D" : |z| < r < 1}
oraz wnetrza horocyklu D, = {z € H" : 2, > a > 0}. Rozwazane kule o euklidesowym promieniu r < 1
pokrywaja sie z scentrowanymi kulami hiperbolicznymi (o promieniu hiperbolicznym %ln %) Wyniki
dla kul o dowolnym srodku mozna uzyskaé natychmiast przy uzyciu grupy izometrii przestrzeni i wlasno-
$ci niezmienniczodci HRB wzgledem jej dziatania. Korzystajac z technik Feynmana-Kaca wyprowadzamy
wzér na transformate Fouriera A-miary harmonicznej zbioru D, oraz odpowiadajacej A-funkcji Greena w
jezyku zmodyfikowanych funkeji Bessela I,,(2) i K,(2). Otrzymane wyniki w kontekgcie miar harmonicz-
nych vogoélniaja te z pracy [10], gdzie podano wzory na jadro Poissona zbioru D, (przypadek A = 0), zas
charakteryzacja A-funkcji Greena nie byla wczedniej znana (nawet dla A = 0). Charakteryzacja \-miary
harmonicznej i A-funkcji Greena kuli D, polega na wyznaczeniu jej transformaty Gegenbauera (rozwiniecie
badanej funkcji w szereg wielomianéw ultrasferycznych). Rozkladajac proces na czesé radialng, i sferyczna
sprowadzamy nasze zagadnienie do szukania rozwigzan réwnai rézniczkowych drugiego rzedu, ktére prowa-
dzi do reprezentacji w jezyku funkcji hipergeometrycznej o ;. Wyniki te stanowia uogélnienie pracy [D1],
gdzie w tym kontekscie badany byt tylko przypadek A = 0. Podobna analiza zostala takze przeprowadzona
w przypadku kuli zespolonej, co uogélnito wyniki pracy [72] na przypadek dowolnego A > 0.

Praca [P3] poswigcona jest badaniu hiperbolicznego ruchu Browna z dryfem na H™ zabitego przy
wyjéciu z hiperbolicznej polprzestrzeni, czyli zbioru D = {x € H" : x; > 0}. Nazwa "hiperboliczna
polprzestrzen" jest uzasadniona tym, ze istnieje izometria przestizeni H™, ktora przeksztalca zbiér D na
wnetrze jego dopelnienia i w tym sensie jest on "polows"przestrzeni. Dowodzac najpierw zasady odbicia dla
rozgwazanego procesu wyprowadzamy wzory na gestos¢ prawdopodobieristw przejscia HRB zabitego przy
wyjéciu z D, a nastepnie wzory na funkcje Greena oraz jadro Poissona zbioru D w jezyku funkeji Legendre’a,
Qg(z) i Pfl’(z) Korzystajac z otrzymanych formut wyprowadzamy dokladne obustronne oszacowania oraz
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wyznaczamy asymptotyki badanych obiektéw. W ostatniej czesci pracy stosujemy uzyskane rezultaty do
analizy zachowania A-miary harmonicznej i A-funkcji Greena zbioru D.

Celem pracy [P5] bylo opisanie ogélnej metody, ktéra pozwala wyprowadzi¢ jawne wzory na rozktady
trafienia w zbiory D C R" proceséw typu Ornsteina-Uhlenbecka, czyli dyfuzji na R™ o generatorze infini-
tezymalnym postaci A+ F'(z) -V, przy zalozeniu, ze wystepujace tutaj pole wektorowe F' jest ortogonalne
do brzegu zbioru D. Pozwala to na uzyskanie nowych reprezentacji catkowych na jadro Poissona w przy-
padku polprzestrzeni oraz kuli dla hiperbolicznego ruchu Browna. Nowe formuly umozliwity wyznaczenie
pewnych oszacowaii i asymptotyk badanego jadra Poissona. Pelny opis przez podanie doktadnych obustron-
nych oszacowan w pelym zakresie parametréow zostal podany w Twierdzeniu 5 z pracy [H2] oméwionej
w poprzedniej czesci autoreferatu. Dodatkowo stosujemy wypracowans metode do wyznaczenia wzoru na
rozklad trafienia w kule dla klasycznego procesu Ornsteina-Uhlenbecka (dla F(z) = Az, A € R).

Charakteryzacja A-funkcji Greena polprzestrzeni z pracy [P1], w zwiazku z duzg komplikacja, otrzyma-
nych wzoréw, nie pozwala na wyznaczenie oszacowas tejze funkcji. Dlatego tez celem pracy [P12] bylo
uzupetnienie tej luki i podanie opisu funkcji Greena horocyklu przez wyprowadzenie doktadnych obustron-
nych oszacowai dla pelnego zakresu parametréow. Warto jeszcze raz podkredlié, ze rozwazany zbiér jest
nieograniczony w metryce hiperbolicznej i nie stosuje sie tutaj ogdlna teoria poréwnywalnosci stosowana
do przypadku operatoréw mocno eliptycznych [17]. Korzystajac jednak z reprezentacji hiperbolicznego
ruchu Browna z dryfem na H" przy pomocy geometrycznego ruchu Browna i podporzadkowanego pro-
cesu Wienera kowymiaru 1 oraz wykorzystujac reprezentacje Lampertiego, sprowadzamy cale zagadnienie
do przypadku badania procesu Bessela rozwazanego do pierwszego momentu trafienia w zadany poziom
a > 0. Tym samym wyniki z pracy [H3], czyli dokladne obustronne oszacowania ggstoéci prawdopodo-
bieristw przejécia procesu Bessela zabitego w momencie Ty, pozwalaja wyprowadzi¢ analogiczne, doktadne
oszacowania na funkcje Greena w przypadku hiperbolicznym, co jest gtéwnym wynikiem omawianej pracy.
Znajac oszacowania funkcji Greena z dryfem wyznaczamy analogiczne wyniki dla A-funkcji Greena.

5.3 Analiza spektralna proces6éw skokowych

Prace [P2], [P4], [P9] oraz [P14] po$wiecone sg analizie spektrum operatoréw zwigzanych z generatorami
jednowymiarowych proceséw skokowych. Badania te z jednej strony maja swoj wklad w rozwéj teorii
operatoréw nielokalnych na prostej, z drugiej za$ strony znajomosé wlasnosci spektralnych poélgrupy procesu
pozwala w lepszy spos6b zrozumieé jego zachowanie i wiasnosci. Tematyka ta byla intensywnie rozwijana
w ostatnich latach m.in. przez R. Baifiuelosa, Z.Q. Chena, R.D. DeBlassie, T. Kulczyckiego, R. Songa w
kontekscie proceséw a-stabilnych i proceséw pokrewnych.

W pracy [P2] badamy proces Cauchy’ego na poiprostej wykorzystujac zwiazki miedzy jego generatorem,
tj. utamkowym laplasjanem (o = 1/2) a operatorem Dirichleta-Neumanna dla dwuwymiarowego operatora,
Laplace’a na goérnej péiptaszezyznie. Thumaczac problem jednowymiarowy dla procesu skokowego na odpo-
wiadajace mu zagadnienie dla dwuwymiarowego procesu Wienera (z odpowiednimi warunkami brzegowymi)
wyprowadzamy wzory na uogélnione funkcje wiasne na polprostej dla utamkowego laplasjanu. Nastepnie
wykorzystujemy otrzymane formuly do przyblizania wartodci i funkeji wlasnych na odcinku (-1,1). W
szczegblnosdel pokazujemy, ze wszystkie wartosci wlasne sa pojedyncze i wyznaczamy ich asymptotyke w
nieskoiiczonosci. Wyprowadzamy takze oszacowania dolne i gérne na wartosci wlasne na odcinku stosujac
metody Rayleigh—Ritza oraz przyblizenia bazujace na wielomianach Legendre’a, ktére nastepnie postuzyly

do obliczeri numerycznych.

[, o .

Praca [P4] jest takze po§wiecona operatorowi — o= jednak tym razem zamiast zabijania przy wyj-
§ciu ze zbioru (polprostej, czy tez odcinka) rozwazamy zabijanie z czasem, po przez dodanie potencjatu
Schrédingera postaci £2. Wtedy pélgrupa generowana przez ten operator jest zwarta i posiada dyskretne
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spektrum. Stosujac transformate Fouriera sprowadzamy zagadnienie wyznaczenia wartosci i funkeji wia-
snych do rozwiazania réwnania Airy’ego, co pozwala zidentyfikowaé wartosci wlasne jako odpowiednie zera
funkcji- Airy’ego, za§ funkcje wlasne wyrazi¢ jako catki z funkeji Airy’ego Ai(z). W omawianej pracy,
opréez obliczed numerycznych i bardzo dokladnych rozwinieé asymptotycznych, podajemy takze asymp-
totyke sladu i oszacowania odstepu spektralnego, czyli réznicy miedzy pierwszymi dwiema wartosciami
wlasnymi. Wyprowadzamy rozwinigcia asymptotyczne funkeji wlasnych w nieskoiiczonosci (dowolnie do-
kiadne), ich rozwiniecia w szeregi Maclaurina oraz dowodzimy ich jednostajiej ograniczonosci. Dowodzimy
nastepnie, ze kazda funkcja wiasna ma skonczona liczbe zer, pierwsza funkcja wiasna maleje na [0,00) i
jest wklesta na pewnym otoczeniu zera oraz wypukla dla dostatecznie duzych argumentéw. Konczymy
pracg analiza wlasnosci gestosci prawdopodobienstw przejécia p(t, z,y) rozwazanego procesu pokazujac
jego ciaglosé na [0,00) x R? oraz podajac doktadne obustronne oszacowania w przypadku duzych czaséw
t> 1

Prace [P9] i [P14] stanowia kontynuacje badan zapoczatkowanych w [P2] i rozwijanych dalej w pracy
[49] dotyczacych aproksymacji funkeji whasnych na odcinku przy pomocy uogélnionych funkcji wtasnych
na poétprostej wyprowadzonych w [48]. Metoda ta pozwala na uzyskanie asymptotyki wartosci wlasnych
An, gdy n — co. W pracy [P9] rozwazamy szczegdlny przypadek operatora Kleina-Gordona (8) (quasi-
relatywistycznego Hamiltonianiu), ktéry ma wazne zastosowania fizyczne. W szczegélnosci zagadnienie
wyznaczenia wartosci wiasnych dla odcinka (—a, a) thumaczy sie na wyznaczenie pozioméw energetycznych
dla quasi-relatywistycznej czastki umieszczonej w studni potencjatu. Pokazujemy, ze w tym przypadku
wszystkie poziomy energetyczne FE, sg niezdegenerowane (wartosci wlasne sa pojedyncze) za$ E, zacho-
wuje si¢ w nieskoriczonosci jak (% — %)% + O(1/n) (przy zalozeniu m = 1). Dodatkowo podajemy
oszacowania, ktére pozwalajg mie¢ kontrole nad skladnikiem mniejszego rzedu kosztem transparentnoéci
gléwnego skiadnika rozwiniecia lub jego doktadnosci. Prace koriczy twierdzenie o jednostajnej ograniczo-
nodci rozwazanych funkcji wlasnych. Praca [P14] jest uogoélnieniem tych wynikéw na operatory postaci
Y(—A), gdzie ¥ jest zupelng funkcja Bernsteina taka, ze £1)(€) zbiega do nieskonczonosci , gdy & — co. Z
probabilistycznego punktu widzenia rozwazamy subordynowane ruchy Browna o subordynatorze, ktérego
wyktadnik Laplace’a jest zadany przez funkcje 1(£). Dowodzimy, ze wartosci wlasne dla 1(—A) na odcinku
(—1,1) speliaja A, = ¥(un) + O(1/n), gdzie ciag u, zadany jest przez pewne réwnanie funkeyjne, ktore
pozwala na wyznaczenie asymptotyki u, w nieskonczonosci. W zwiazku z duzo wigkszg ogélnoscia rozwa-
zanego zagadnienia podany zapis nie jest tak dokladny jak to mialo miejsce uprzednio, jednak kontrola
nad stalymi w oszacowaniach wydaje si¢ nieosiagalna przy tak duzej ogoélnosci rozwazanej funkeji 1(€).

5.4 Rozklady supremum dla proceséw Lévy’ego

W pracach [P7], [P8], [P11] rozwazamy jednowymiarowy proces Lévy'ego X = (X;)i>0, czyli proces
stochastyczny o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach, trajektoriach typu cadlag., ktory startuje z zera.
Przez ¥ (£) oznaczamy jego wyktadnik Lévy’ego-Chinczyna, tzn.

Elexp(iéX,)] = 7@, ¢eR,

Jednym z kluczowych obiektéw badaii teorii fluktuacji proceséw Lévy’ego jest proces supremum X; =
sup{Xs : 0 < s < t}. Proces supremum rosnie tylko w momentach pierwszego przejécia ponad zadany
poziom 7, = inf{t > 0 : Xy > a}, za$ zbior t (75, Xr,) : a > 0 ma tzw. regenerative property. Dlatego
tez, pokiywa sie on z obrazem pewnego dwuwymiarowego procesu Lévy’ego o rosnacych wspohrzednych
(dwuwymiarowego subordynatora), ktéry nazywamy procesem drabinowym. Jego wykladnik Laplace’a
oznaczamy przez k(t, z), gdzie pierwsza wspoéirzedna odnosi si¢ do czaséw drabinowych, za$ druga do pro-
cesu wysokosci drabinowych. Oznaczmy dodatkowo przez h(z) rosngcs funkcje harmoniczng na (0, c0),
ktora z drugiej strony jest funkcja odnowy procesu wysokosci drabinowych. Pomimo ogromnego znaczenia
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teoretycznego, licznych zastosowaii praktycznych (m.in. teoria ryzyka, czy teoria kolejek) oraz imponujace;
literatury zwigzanej z badaniem wilasnosci funkcjonatu supremum, dokladne wzory na rozklad Xy, czy tez
opis przy pomocy oszacowaii byl do tej pory znany tylko w kilku szczegdlnych przypadkach. G. Baxter i
M.D. Donsker [2] wyznaczyli podw6jna (po zmiennej przestrzennej i czasowej) transformate Laplace’a X,
jednak jej odwrécenie jest bardzo trudnym zadaniem. Swiadczy o tym fakt, ze jawne wzory na rozklad
supremum znane sg tylko w przypadku procesu Wienera (konsekwencja zasady odbicia), symetrycznego
procesu Cauchy’ego [18], zlozonego proces Poissona z W(£) = 1 — cosé [2] oraz procesu Poissona z dry-
fem [61]. Nastepne wyniki w tym duchu zostaly opublikowane dopiero pieédziesiat lat pézniej przez A.
Kuznetsova [47] i dotyczg szeregowych reprezentacji rozktadu supremum dla, proceséw stabilnych. Wyniki
omawianych prac [P7], [P8], [P11] moga by¢ tratowane jako kontynuacja klasycznych juz badan z lat pieé-
dziesigtych ubieglego stulecia i motywowane byly checia podania opisu funkcjonatu supremum dla mozliwie
najszerszej klasy proceséw Levy’ego.

W pracy [P7] badamy wlasnosci dystrybuanty procesu supremum P(X; < z). Przy bardzo ogélnych
zalozeniach pokazujemy oszacowania w pelnym zakresie parametréw postaci

P(X; < z) = min{1, h(z)x(1/t,0)}, w,t>0.

W przypadku proceséw symetrycznych, przy pewnych (stabych) zalozeniach regularnosei funkeji ¥(¢) po-
kazujemy, ze h(z) ~ 1/4/¥(1/z), co wobec £(z,0) = v/z daje oszacowania badanej dystrybuanty w jezyku
wyktadnika Lévy’ego-Chinczyna procesu. Dodatkowo stale wystepujace w oszacowaniach sa absolutne
(nie zalezg od procesu). Ponadto, w przypadku symetrycznym, gdy ¥(€) jest funkcja rosngca, podajemy
reprezentacje calkows transformaty Laplace’a Xj, czyli odwracamy formule Baxtera-Donskera wzgledem
zmiennej czasowej. Wyprowadzamy takze wzory catkowe na h(x) oraz jej pochodng h/(z) w szczegdlnym
przypadku, gdy U(£) wyraza sie przez zupelne funkcje Bernsteina.

Praca [P8] poswiecona jest poglebionej analizie przypadku symetrycznego przy dodatkowym zalozeniu
(&) = (€2), gdzie (€) jest zupelng funkeja Bernsteina. Oznacza to, ze rozwazany proces jest subor-
dynowanym ruchem Browna, gdzie miara Lévy’ego subordynatora ma catkowicie monotoniczng gestodé.
Latwo zauwazyé, ze P(r, > t) = P(X; < z), gdzie 7, jest uprzednio zdefiniowanym pierwszym czasem
przekroczenia poziomu z > 0. Tym samym wyniki pracy [P7] bezposrednio ttumaczg sie na analogicznie
rezultaty dla P(7, > t). W szczeg6lnodci, korzystajac z reprezentacji transformaty Laplace’a X; z [P7]
wyznaczmy wzér na P(r; > t) (tym samym na P(X; < z)) w jezyku uogélnionych funkeji wlasnych
Fy(z) wyprowadzonych przez M. Kwasnickiego [48] oraz podajemy analogiczne reprezentacje catkowe dla
pochodnych d"/dt"P (7, > t). Przy okazji nogélniamy wyniki wspomnianej pracy dowodzac tzw. hipotezy
7/2 (Lemma 3.1 w [P8]). Uwazna analiza funkcji F)(z) pozwala na podanie dokladnych obustronnych
oszacowan d"/dt"P(r, > t) dla duzych czaséw ¢ i malych x oraz wyznaczenie doktadnych asymptotyk dla
t — oo oraz z — 07,

Ostatnia z prac omawianego cyklu poswigcona jest zbadaniu wlasnosci gestosci procesu supremum
fi(z) = P(X; € dx)/dz, > 0. Jest ona naturalna kontynuacjs pracy [P7] oraz badai L. Chaumont
[13] dotyczacych absolutnej ciaglosci rozkladéw réznych obiektéw zwigzanych z procesem supremum. W
szezeg6lnosci podano tam bardzo uzyteczny wzér na f;(z) w jezyku g;(dz) miary wejécia wycieczek procesu
odbitego w swoim supremum (infimum). Przy do§é og6lnym zalozeniu o istnieniu ograniczonej gestosci
prawdopodobienstw przejscia wyjsciowego procesu, wykluczajac zlozone procesy Poissona i subordynatory,
dowodzimy, ze fi(z)/h () zbiega do n(t < ¢) = [;° g1(dx) jednostajnie na [to, 00) dla kazdego ustalonego
tp > 0. Przy dodatkowym zatozeniu regularnej zmiennosci wyktadnika Laplace’a procesu czasu drabino-
wego wyznaczamy asymptotyke fi(z) dla t — oo. Dowodzimy tez oszacowan fi(z) dla malych z i duzych
t, ktore stajg sie dokladne przy zalozeniu regularnosci x(c, 0). Pokazujemy ponadto, ze ciaglogé fi(z) dla
pewnego punktu z > 0 jest réwnowazna cigglosci w kazdym punkcie i jednoczesnie ciggtosci funckji A'(z) w
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tym punkcie. Otrzymane wyniki stosujemy do zbadania wlasnosci proceséw warunkowanych do pozostania,
dodatnimi i ich meandréw.

5.4 Bezkolizyjne uktady czastek

Oméwimy teraz wyniki prac [P6] i [P10], ktére dotycza badania whasnosci rozwiazan ukladéw stocha-
stycznych rownan rézniczkowych opisujacych bezkolizyjne uktady czastek oraz odpowiadajacych im rownai
macierzowych. Naturalnym krokiem w rozwoju teorii proceséw Bessela jest préba znalezienia ich macie-
rzowych odpowiednikéw. W tym celu rozwazmy macierz brownowska N; wymiaru p x n dlan = 1,2...
(jest to proces macierzowy, ktérego komérki sa niezaleznymi ruchami Browna). Polézmy X; = NIN i
zauwazmy, ze jest to uogdlnienie kwadratowej konstrukeji kwadratowych proceséw Bessela, od ktoérej za-
cz¢liSmy nasze rozwazania we Wstepie do niniejszego autoreferatu. Takze tutaj mozna pokazaé, ze tak
skonstruowany proces o wartosciach w S, (przestrzen symetrycznych macierzy p x p) spelnia nastepujace

macierzowe stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dXe = /| Xe|dW, + dWE /| Xy + aldt, Xo = o, (29)

z a = n, gdzie W = (W;) jest macierza brownowsks wymiaru p X p. Réwnanie macierzowe (29) zo-
stalo zaproponowane przez Bru [7, 8, 9], ktora pokazala m.in. ze dla zp € S’; (macierze nieujemnie
okreslone) oraz « > p — 1 istnieje jedyne stabe rozwiazanie réwnania (29). Dodatkowo, dla zo € St
1 a > p+ 1 mamy istnienie i jednoznaczno$é mocnego rozwigzania. Ponadto, rozwigzania startujace z
Ty € S,',*' dla o > p — 1 pozostajag w tym zbiorze. W tych przypadkach rozwigzania powyzszego réw-
nania nazywamy macierzowymi kwadratowymi procesami Bessela lub procesami Wisharta. Brak dowodu
trajektoryjnej jedynosci rozwiazani (29) wynika z braku wielowymiarowego (macierzowego) odpowiednika
twierdzenia Yamady-Watanabe. Brak zatem narzedzia, ktére gwarantowaloby jedynosé mocnych rozwia-
zan takze w przypadkach, gdy rozwigzanie "dotyka" brzegu S;' , tzn, gdy najmniejsza z wartosci wlasnych
sie zeruje (tzn. dla o € (p—1,p+1)). Proba uzupelnienia tej luki w teorii zapoczatkowala omawiany cykl
prac.

Okazuje sig, ze w badaniu wiasnosci rozwigzan X; réwnania (29) kluczows role odgrywa proces A(t) =
(A1(t),. .., Ap(t)), bedacy procesem uporzadkowanych w sposéb rosngcy wartosci wasnymi X;. Dla zg €
,§'p (zbiér symetrycznych macierzy posiadajacych rézne wartosei wlasne) jest on opisany pray pomocy
nastegpujacego uktadu stochastycznych réwnan rézniczkowych

| + A
dX; = 2+/|\ildB; + a+ZL/\1LiF—IX%' dt, i=1,...,p.
=i TP

Zwroémy uwage na podobienistwo powyzszych réwnai do (1) oraz na wystepujace w czesci dryfowej do-
datkowe wyrazenia odpowiadajace silom odpychania pochodzacym od interakcji pomiedzy wartosciami
wlasnymi. Zainteresowanie takimi réwnaniami oraz ich uogélnieniami wigze sie nie tylko z przedstawio-
nymi zwigzkami z procesami macierzowymi [23], [24], [46], ale takze, a moze przede wszystkim, z ich
szerokimi zastosowaniami w modelach fizyki matematycznej i fizyki statystycznej [40], [41], [42], [43].

W pracy [P6] rozwazamy uogo6lnienia réwnania (29) postaci

dX; = g(Xe)AW:h(Xe) + M(Xe)dW g(Xs) + b(Xy)dt,  Xo = =o,
gdzie funkcje g, h,b: R — R wystgpujace w réwnaniu dziataja spektralnie na S,. W pierwszej kolejno-

$ci wyprowadzamy uklady stochastycznych réwnan rézniczkowych opisujacych wartosci wlasne i wektory
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wlasne rozwigzania powyzszego réwnania zaréwno w przypadku rzeczywistym, jak i zespolonym. Przy
zalozeniu, ze startujemy z 29 € Sp, otrzymane réwnania na wartoéci wlasne s postaci

G(Aiy Aj . ;
= 29000+ |00+ 3 S i1 (30)
gp t

dla 8 = 1 (przypadek rzeczywisty) i 8 = 2 (przypadek zespolony). Tutaj G(z,y) = ¢2(z)h*(y)+9%(y)h?*(z).
Potrzeba rozwazania calego zakresu parametréw B w réwnaniach (30) wiaze sie z ich zastosowaniami w
fizyce statystycznej. Stanowia one bowiem statystyczne modele mechaniczne tzw. log-gazéw", zob. [28].
Nastepnie dowodzimy pewnej wielowymiarowe] wersji twierdzenia Yamady-Watanabe, ktéra pozwala po-
kaza¢, ze dla réwnan na wartosci i wektory wlasne zachodzi jedyno$é po trajektoriach i w efekcie maja
jedyne mocne rozwigzanie do momentu pierwszej kolizji pomiedzy wartoéciami wlasnymi. Podajemy takze
warunki konieczne, aby nie dochodzito do kolizji pomiedzy poszezegdlnymi \; w skoriczonym czasie. Udo-
_~ wodniona jedyno§é rozwiazan wartosci 1 wektor6w wiasnych nie implikuje oczywiscie jedynosci rozwiagzan

odpowiadajacych im réwnan macierzowych, ale podkregla zalety opisu rozwigzan réwnan (30) przy pomocy
proceséw wartoéci i wektoréw wlasnych.

Kluczowym zalozeniem w rozwazaniach z pracy [P6] bylo zalozenie startu naszych proceséw z punktéw
nieposiadajacych kolizji (wszystkie wartosci wlasne macierzy Xy sg rézne). Niestety, z punktu widzenia
zastosowari, bardzo istotnym przypadkiem jest start procesu wartosci wiasnych (czastek) z jednego punktu.
Na przyklad rozwazajac najprostszy przypadek ruchu Browna w .Sy, najbardziej naturalnym jest rozwazanie
go przy starcie z zera, czyli przypadku, gdy A;(0) = 0 dla kazdego i = 1,...,p. Analogicznie, w przypadku
zastosowan bezkolizyjnych kwadratowych czastek Bessela w modelach fizyki matematycznej, kluczowym
przypadkiem jest start wszystkich czastek z zera. Temu zagadnieniu po$wiecona jest praca [P10], w kto-
rej badamy istnienie, jednoznacznoéé oraz zachowanie uktadéw czastek opisanych nastepujgcym ukladem
stochastycznych réwnan rézniczkowych -

H’i' iy g .
dr; = o3(2:)dB; + | bi(z:) + E % dt, i=1,...,p, (31)
I R
z1(t) S xa(t) < ... < xp(t), t>0. (32)

Zauwazmy, ze uktady takie sg ogdlniejsze od poprzednio rozwazanych, funkcje opisujace czesé martyngatows
oraz czes¢ dryfowa mogg sie zmieniac dla poszczegblnych czastek (zaleza od i oraz j). Dodatkowo nie wyma-
gamy, aby w momencie startu czastki byty rozne, tzn. dopuszczamy, aby 2;(0) = 2;(0) dla pewnych ¢ # j.
Zakladamy natomiast, ze Hi;(z,y) = Hj(y, ), co implikuje, ze kazde dwie czastki odpychaja sie z tg sama
sila.  Kluczowym pomystem na badanie tego rodzaju réwnan jest ich analiza przy pomocy wielomianéw
symetrycznych od (z1,...,2p). Okazuje sig bowiem, ze w zwigzku z zalozong symetria H, w rownaniach
opisujacych wielomiany symetryczne nie pojawiaja sie wyrazenia typu (z; — a:j)‘l, ktére stanowia problem
w momentach kolizji. Wyprowadzamy réwnania na wielomiany symetryczne i przy ich uzyciu pokazujemy,
ze przy odpowiednich zalozeniach na wspélczynniki, czastki natychmiast sie rozklejajg (jezeli startowaty
z punktéow sklejonych) i nigdy wiecej nie zderzaja. Pozwala to skonstruowaé rozwiazania réwnan (31)
i pokazaé trajektorying jedyno$é rozwigzaii (odpowiednik tw. Yamady-Watanabe). Wprowadzone przez
nas zalozenia i wymagania odnosnie wspotczynnikéw w wiekszosci posiadaja swoje heurystyczne (fizyczne)
uzasadnienie lub sa motywowane konkretnymi przykladami. Stworzong w ten sposéb teorie stosujemy do
wielu klasycznych przyktadéw uktadéw czastek, ktére maja swoje teoretyczne i praktyczne zastosowania.
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