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(c) Oméwienie celu wyzej wymienionych prac i osiggnietych wynikéw wraz z
oméwieniem ich ewentualnego wykorzystania

I. Wstep

Procesy Lévy’ego stanowia wazng podklase proceséw Markowa. Sa one naturalnym uogdl-
nieniem spaceréw losowych do proceséw z ciagtym parametrem czasowym. Najbardziej zna-
nymi przyktadami proceséw Lévy’ego sg proces Poissona, proces Wienera (ruch Browna),
proces Cauchy’ego i izotropowe stabilne procesy Lévy’ego. Procesy Lévy’ego stanowig klase
Ltestowa” dla teorii proceséw Marowa, to znaczy, ze mozna na ich przykladzie sprawdzac
wlasnodci i stawia¢ hipotezy dla ogblnych proceséw Markowa. Pomimo stosunkowo pro-
stej struktury proceséw Lévy’ego (ich prawdopodobiefistwo przejécia jest niezmiennicze na
translacje), badaniem proceséw Lévy’ego pod réznymi katami zajmuje sie wielu znakomitych
naukowcéw. Ponadto coraz powszechniej procesy te sg wykorzystywane do modelowania
zjawisk fizycznych, chemicznych oraz ekonomicznych ([2, 21, 38, 11, 47, 33, 36]).

Gtownym celem prac wchodzgcych w sklad osiggniecia naukowego bylo uzyskanie ostrych
oszacowan gestosci przejécia dla proceséw wolnych oraz zabitych po wyjsciu ze zbioru, to
znaczy jadra ciepla dla generatora z warunkiem Dirichleta. Prawdopodobienstwo przejscia
procesu Lévy’ego definiuje naturalng poélgrupe operatoréw i jej generator na réznych prze-
strzeniach funkcyjnych. Jawna postaé prawdopodobienistwa przejscia jest bardzo rzadkim zja-
wiskiem, dlatego znajomos$¢ ostrych oszacowan i asymptotycznego zachowania jest kluczowa.
W przypadku izotropowego procesu a-stabilnego jawna postaé gestoSci przejécia dana jest
tylko dla ruchu Browna (a = 2) oraz dla procesu Cauchy’ego (o = 1), natomiast oszacowania
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gestodci przejScia proceséw stabilnych sa dobrze znane. Zostaly one uzyskane w przypadku
prostej rzeczywistej przez Pélya [51] w 1923 roku, a nastepnie uogélnione na przypadek wie-
lowymiarowy przez Blumenthala i Getoora [9]. W ostatnich latach nastgpil znaczgcy postep
w badaniach dotyczacych gestosci przejscia (jadra ciepla) dla proceséw Markowa, w tym dla
proceséw Lévy’ego. Wéréd oséb majacych wktad w ten rozwdj sg Barlow, Bass, Bogdan, Bur-
dzy, Chen, Song, Grigor’yan, Jakob, Kim, Knopova, Kulik, Kumagai, Saloff-Coste, Schilling,
Sztonyk, Vondracek ([3, 29, 19, 13, 14, 41, 35, 43, 30, 31, 32, 5, 4, 10, 42, 37, 59, 58]).

Przedstawione osiggniecie naukowe dotyczy izotropowo-unimodalnych proceséw Lévy’ego.
Ich wlasnoéci zostaty zbadane metodami probabilistycznej teorii potencjatu. W pracy [H1|
zbadali$my izotropowy proces a-stabilny na doéé ogélnych zbiorach s-pulchnych, otrzymujac
ostre obustronne oszacowania gestosci przejscia procesu zabitego. Nalezy dodaé, ze oszaco-
wania przy tej ogélnodci nie sg zbyt jawne. Calkowicie jawne oszacowania zostaly uzyskane
dla zbioréw o regularnym brzegu klasy C*!, zaréwno ograniczonych jak i nieograniczonych.
Metody dowodowe z artykutu [H1] zostaly nastepnie wykorzystane przez innych autoréw do
uzyskania oszacowan jadra ciepta dla kolejnych proceséw z klasy podporzgdkowanych ru-
chéw Browna, miedzy innymi dla procesu relatywistycznego oraz sumy dwéch niezaleznych
proceséw stabilnych o réznych wyktadnikach [17, 16]. Te badania staly si¢ dla nas motywa-
cjg do zunifikowania i rozszerzenia otrzymywanych oszacowan dla szerszej klasy proceséw.
Odpowiednig klasg, dla takiej unifikacji, okazaly sie procesy izotropowo-unimodalne, dla
ktérych uzyskaliSmy oszacowania gestoéci miary potencjatu i regularnoéé funkcji harmonicz-
nych wzgledem omawianych proceséw ([H2]), oszacowania gestosci przejécia procesu wolnego
([H3]), oszacowania Sredniego czasu pierwszego wyijécia ze zbioru oraz prawdopodobiefistwo
przezycia ([H5]). Zwiediczeniem tych badan bylo uzyskanie oszacowan dla jader ciepla z wa-
runkiem Dirichleta dla szerokiej klasy zbioréw ograniczonych i nieograniczonych w artykule
[H4].

Ponizsze oméwienie cyklu prac [H1]-[H5] zostato podzielone na rozdziaty wedtug proble-
matyki, a nie wedtug chronologii powstawania lub pochodzenie poszczegdlnych rezultatéw.

e W Rozdziale I ustalimy definicje i oznaczenia stosowane w dalszej czeéci rozprawy oraz
oméwimy podstawowe wyniki dotyczace proceséw Lévy’ego.

e W Rozdziale II zaprezentujemy oszacowania jadra ciepla procesu wolnego.

e W Rozdziale III przedstawimy rezultaty dotyczace regularnosci funkcji harmonicznych
oraz oszacowania funkcji Greena calej przestrzeni.

e Rozdzial IV jest po$wigcony zachowaniu oczekiwanego czasu pierwszego wyjscia pro-
cesu ze zbioréw oraz odpowiadajgcemu prawdopodobieristwu przezycia procesu w zbio-
rze.

e Rozdzial V dotyczy oszacowai jadra ciepta Dirichleta, ktére lacza i wykorzystuja wyniki
omawiane w poprzedzajacych rozdzialach.
Procesy Lévy’ego

Niech {X;}¢>0 bedzie procesem Lévy’ego o wartosciach w R?, gdzie d € N, to znaczy proce-
sem stochastycznym o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach, trajektoriach typu cadlag i




startujacym z zera. Procesy te sg scharakteryzowane przez wzér Lévy’ego-Chinczyna
i(£1X3> — i(irz) — "t"l)(g) d
Ee —/Rde P(dz) = e ™O, ¢ eRY
gdzie ¢ jest wyktadniku charakterystycznym (symbolem)

W(E) = (6,48 —ile,) - [, (#67 —1-ife, M) N(d2), R, (1)

Rd

N jest miarg Lévy’ego, to znaczy N({0}) = 0 oraz fps (1 A |2]|?) N(dz) < co. Generator
infinitezymalny pélgrupy przejécia procesu {X;}i>o,

Pf(z) =Ef(X:+z), z€R’,
jest wtedy nastepujacej postaci, dla f € CZ(R%):

Lf(z) = 3 Andf @)+ (0, VI@) + [ (fo+2) = £(&) — Laale, V@) N(d2). (2)

Dla procesu Lévy’ego rozwazamy dwie funkcje, ktore okazujg sie bardzo przydatne przy jego
opisie. Pierwsza z nich to niemalejaca majoranta czeéci rzeczywistej symbolu:

W) = sup R(E), 720,
lgl<r

Druga funkcja opisuje polaczong intensywnosé matych i duzych skokéw procesu oraz czesci

ciagtej:

_ 1A

r2

h(r) +/Rd min{1, |z/r|*}N(dz), r > 0.

Funkcja h pojawia si¢ miedzy innymi u Pruitta [52], ale w przypadku jednowymiarowym wy-
stepuje juz w pracy Dupuis [24]. Okazuje sie, ze funkcje 1* oraz r + h(1/r) sa poréwnywalne,
a stala poréwnywalnosci zalezy tylko od wymiaru ([H2, Lemma 4])

1
8(1 + 2d)

Wigkszos¢ wynikéw rozprawy dotyczy izotropowo-unimodalnych proceséw Lévy’ego, ktore
teraz zdefiniujemy. Borelowsks miare u(dz) na R¢ bedziemy nazywaé izotropowq, jezeli jest
niezmiennicza na obroty przestrzeni RY. Jedli miara Lévy’ego procesu {X;}:>o jest izotro-
powa, A = 024 oraz v = 0, to rozklad prawdopodobiefistwa X, jest tez niezmienniczy
na obroty, dla wszystkich ¢ > 0. W takiej sytuacji proces bedziemy nazywacé izotropo-
wym. Miara u(dzx) jest izotropowo-unimodalna, jedli jest izotropowa, absolutnie ciggla na
R¢\ {0}, a jej gestoéé jest funkcjg radialng i radialnie nierosnaca. Nalezy zwrécié uwage,
ze miara izotropowo-unimodalna moze posiada¢ atom w 0. Proces Lévy’ego bedziemy nazy-
waé procesem izotropowo-unimodalnym, jesli rozklad prawdopodobienistwa P;(dz) jest miarg
izotropowo-unimodalna dla kazdego ¢ > 0. Wiadomo, ze jest to réwnowazne temu, ze miara
Lévy’ego jest izotropowo-unimodalna, A = ¢2Ig oraz v = 0 w (1) ([62]). Gesto$é roz-
ktadu P;(dz) bedziemy oznaczaé przez p,(z). Wykladnik charakterystyczny dla proceséw
izotropowo-unimodalnych przyjmuje nastepujacg forme:

() = 0?6+ (1 = cos(e, 2)w(2)d,

h(1/r) < ¥*(r) < 2h(1/r), > 0. 3)
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dla pewnej nieujemnej funkcji radialnej v, ktérej profil v(r) = v((r,0,...,0)), r > 0, jest
funkcja nierosnaca (N(dz) = v(z)dz). Oczywiscie [ga(1 A |2|?)v(2)dz < 0o. Rozklad procesu
izotropowo-unimodalnego ma atom w 0 wtedy i tylko wtedy, gdy {X:}:>0 jest zlozonym
procesem Poissona. Jezeli ¢ jest nieograniczona (to jest ¢ > 0 lub N(R%) = 00), to miary
P,(dz) sa absolutnie ciggle wzgledem miary Lebesgue’a na R

Wazing klasg izotropowo-unimodalnych proceséw Lévy’ego sa podporzgdkowane ruchy
Browna. Niech {B,};>o bedzie ruchem Browna w R¢ i niech {T}};>o bedzie niezaleznym
subordynatorem, czyli procesem Lévy’ego, ktérego trajektorie sg funkcjami niemalejgcymi.
Wtedy proces {Br, }+>0 nazywamy podporzgdkowanym ruchem Browna. Poniewaz T; > 0,
wigc do charakteryzacji tych proceséw uzywa si¢ transformaty Laplace’a. Mianowicie mamy

Ee = g~ A\ >,

gdzie ¢ jest tak zwanym wykladnikiem Laplace’a, danym wzorem

o0
o) =0A+ [ (1= e)u(ds), @

dla b > 0 oraz miary u takiej, ze [5° 7351(ds) < co. To oznacza, ze ¢ jest tak zwang funkcj
Bernsteina taka, ze ¢(0) = 0. Nastepujace dwie podklasy funkcji Bernsteina sa wazne w
teorii potencjatu proceséw Lévy’ego. Mowimy, ze funkcja Bernsteina ¢ jest specjalng funkcjs,
Bernsteina, jesli funkcja A — A/@(A) jest tez funkcjg Bernsteina, a subordynator, ktérego wy-
kiadnik Laplace’a ¢ jest taka funkcja, nazywamy specjalnym. Jesli ¢’ jest funkcjg catkowicie
monotoniczng, to ¢ nazywamy zupeing funkcjs Bernsteina, a odpowiedni subordynator nazy-
wamy zupelnym. Nalezy tutaj nadmienié¢, ze zupelne funkcje Bernsteina stanowig podklase
specjalnych funkcji Bernsteina. Bardzo wazng wlasnoscia charakteryzujacg subordynatory
specjalne jest fakt, Ze miara potencjalu U(A) = [°P(T; € A)dt jest absolutnie ciggla na
(0,00), a jej gestosé jest funkcja nierosnaca. Podstawowym Zrédtem informacji dotyczacym
funkcji Bernsteina, a takze podporzadkowania proceséw i pélgrup jest monografia [54].

Gestos¢ miary Lévy’ego ruchu Browna, o gestosci rozktadu gy(z) = (dmt) 4/2e~l=l*/(4)
podporzadkowanego przez subordynator 73, o wyktadniku Laplace’a postaci (4), dana jest
wzorem - 2

v(z) = [ () 265 u(du),

wiec jest to funkcja radialna i radialnie nierosngca. Wykltadnik Lévy’ego-Chinczyna procesu
{Bz, }+>0 jest réwny ¢(|¢|?), zatem w tym przypadku w (1) mamy A = bl i v = 0, oraz
{Br, }+>0 jest procesem izotropowo-unimodalnym. Najwazniejszym przykladem subordyno-
wanego ruchu Browna jest izotropowy proces a-stabilny, gdzie

ae (0,2, p(\) =22 oraz (€)= J¢|*.

Bardzo istotg wtasnoscia proceséw izotropowo-unimodalnych jest fakt, ze ich wykladnik
Lévy’ego-Chinczyna jest funkcja prawie monotoniczng. Mianowicie zachodzi nastepujaca
nieréwnoé¢ ([H3, Propositon 2] oraz [H2, Proposition 1]),

Y(&) > 72 (l¢]), € e R

W polgczeniu z (3) otrzymujemy
»(&) = (I¢]) = h(1/¢]), €#0, | (5)

)




gdzie f(z) =~ g(x), = € A, oznacza, ze istnieje stala (poréwnywalnoéci) C' > 0 taka, ze

Cf(z) < g(z) <Cf(z), z€A

Warunek Dirichleta (proces zabity)

Obecnie zdefiniujemy jadro ciepta Dirichleta oraz funkcje Greena. Niech D bedzie niepustym
zbiorem otwartym w R?. Odlegloéé punktu do dopelnienia zbioru D oznaczamy

op(z) = dist(z, D°), T € R%

Przez diam(D) = sup{|ly — z| : z,y € D} oznaczamy $rednice zbioru D. Otwartg kule w
érodku w z € R? i promieniu r > 0 oznaczamy przez B(z,r) = {y € R?: [y —z| < 1}, a
kule ze érodkiem w poczatku uktadu wspélrzednych bedziemy oznaczaé przez B, = B(0,r).
W artykutach wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego rozwazane sg nastepujace klasy
zbioréw otwartych.

DEFINICIJA 1. Niech D C R? bedzie otwarty.

o Mowimy, ze D spetniac warunek kuli wewnetrznej w skali r, jesli r > 0 oraz dla
kazdego @ € 0D istnieje kula B(z',r) C D taka, ze @ € OB(z',r).

o Zbior D speinia warunek kuli wewnetrznej w skali v, jesli r > 0 oraz dla kazdego
Q € 0D istnieje kula B(z",r) C D¢ taka, ze Q € 0B(2",r).

o Mdowimy, ze D jest klasy C*' w skali r, jesli D spelnia warunki kuli zewnetrznej i
wewnetrznej w skali r.

e Niech k € (0,1/2] oraz R € (0,00]. Zbiér D jest (k, R)-pulchny, jesli dla kazdego
0 <r < R oraz z € D istnieje punkt A, taki, 2e B(A,,,«kr) C DN B(z,r).

Kule B(2/,r) i B(z",r) wystepujace w powyzszej definicji nazywamy odpowiednio kulg
wewnetrzng i zewnetrzng. Bardzo czesto oszacowania obiektéw teorii potencjatu dla zbioréw
D klasy C*! otrzymuje sie wykorzystujac inkluzje B(z/,r) C D C B(z”,r)° oraz oszacowania
dla kuli i dopelnienia kuli. Latwo zauwazyé, ze jezeli D ma wlasnoéé kuli wewnetrznej w
skali R, to jest on (1/2, R)-pulchny, a p6iprzestrzen i dopelnienie kuli sg zbiorami (1/2, 00)-
pulchnymi. Ponadto zbiory lipschitzowskie sg podklasg zbioréw pulchnych.

Gléwnym celem omawianego osiagniecia naukowego bylo opisanie zachowania si¢ procesu
izotropowego-unimodalnego {X;}:>¢ zabijanego po wyjéciu ze zbioru D. Bedziemy uzywaé
standardowej notacji dla proceséw Markowa: dla z € R? piszemy E? oraz P® dla wartosci
oczekiwanej i rozkladu procesu {z + X;}i>0, to znaczy, ze ([53, Chapter 8]),

E*f({X:}) = Ef ({X¢ + 2}).
Zdefiniujemy czas pierwszego wyjscia procesu {X;}i>o ze zbioru D C R? jako

7p =inf{t >0: X; ¢ D}.



Analogicznie czas pierwszego trafienia w zbiér domkniety F definiujemy jako
Trp=inf{t >0: X; € F},

zatem 7p = Tpe.

Zal6zmy, ze proces Lévy’ego {X;}i>0 jest symetryczny i jego rozklady jednowymiarowe
sg absolutnie ciggle. Bedziemy uzywaé zamiennie nastepujacego zapisu p;(y — z) = p(t, z,y),
gdzie p; jest gestodcia Pi(dx). Wtedy gestosé prawdopodobienistwa przejscia procesu {X; }>o
zabitego po pierwszym opuszczeniu zbioru D jest zdefiniowana przez wzér Hunta: dla z,y €
R? oraz t > 0 mamy,

pp(t,z,y) = p(t,z,y) — E” [p(t — 7p, X7, y); 7D < t]. (6)

Dla A C D mamy
]P)m(Xt c A, D > t) = /ApD(taxay)dy'

Funkcj¢ pp nazywamy jedrem ciepla Dirichleta dla procesu {X;}:>0 (generatora £) na zbio-
rze D, poniewaz jest ona rozwigzaniem fundamentalnym odpowiednika réwnania ciepla dla
operatora £ z warunkiem Dirichleta na zewnatrz zbioru. Mianowicie, zachodzi nastepujaca
réwnosé

//pD(u — 5,2, 2) [0u0(u, 2) + L,d(u, 2)] dzdu = —é(s, ),

dla ¢ € C*(R x D), funkcji gtadkich o zwartym noéniku w R x D, zobacz tez (2).
Prawdopodobieristwo przezycia procesu {X,};>9 w zbiorze D dluzej niz czas t > 0 moze
by¢ wyrazone przy pomocy pp:

Prp > 1) = [ polt,z,)dy,  ¢>0, 2R ™

Podobnie, funkcja Greena zbioru D dla procesu {X;}:>o jest zdefiniowana jako

Gp(z,y) =/O po(t,z,y)dt, =,y € Rd. (8)

Zauwazmy, ze dla D = R% mamy pp(t,z,y) = p(t,z,y). Podobnie funkcje Greena calej
przestrzeni (gesto$¢ miary potencjalu) oznaczamy przez G(z,y) =: G(y — z). Oczekiwany
czas pierwszego wyjscia ze zbioru wyraza sie wzorem

Efrp = / Pe(rp > £)dt = / ~ / polt, @, y)dydt = / Gp(z,y)dy, = €Re
0 : 0 R4 R4

Ponadto, dla z € D, rozklad lgczny czasu pierwszego wyjscia ze zbioru, potozenia przed wy-
skokiem i potozenia po wyjsciu ze zbioru D, opisuje si¢ przy pomocy jadra ciepla i gestosci
miary Lévy’ego. Mianowicie rozktad wektora (7p, X,,_, X,,) ograniczonego do zdarzenia
{Tp < 00, X~ # X, } wzgledem P® jest dany przez nastepujaca gestosé wzgledem (pro-
duktowej) miary Lebesgue’a

(0,00) x D x D¢ 3 (s,u,2) — v(z — u)pp(s, z,u). 9)




Calkujac powyzszg réwnoéé wzgledem ds oraz du otrzymujemy dla x € D gesto$é rozktadu
zmiennej losowej X,

P(Xop € A) = [ Gola,u(A—w)du, z€D, (10)
dla A C (D)° lub nawet dla A C D¢, jesli P*(X,,_ € &D) = 0. Powyzsze dwa réwnania
(9) i (10) nazywamy wzorami Tkedy-Watanabe. Wzory te majg doéé intuicyjne wyjadnienie.
Mianowicie pp(s, z,u)duds oraz Gp(z,u)du interpretujemy jako oczekiwany chwilowy lub
laczny czas przebywania w ds i du, natomiast v(z — u)dz jako intensywno$é skokéw z u do z.
Z punktu widzenia probabilistyki wzér Hunta (6) jest jawny, poniewaz wyraza sie przez P*
oraz jawne funkcjonaly od trajektorii, czyli przez 7p oraz X,,. Z punktu widzenia analizy i
jawnych obliczen definicja (6) jest uwiklana, poniewaz ze wzoru Ikedy-Watanabe wynika, ze
rozktad (7p, X)) jest wyrazony przy pomocy jadra ciepla, mozna jednak na jego podstawie
udowodnié na przyklad, ze funkcja y — pp,.(t,0,y) jest radialna dla wszystkich r,¢ > 0, gdy
{X:}>0 jest procesem izotropowym.

Funkcja pp spelia réwnania Chapmana-Kolmogorowa, ktére w tatwy sposéb prowadzg
do nastepujacego oszacowania jadra ciepla.

Lemat 2. Niech {X;}>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego takim, ze e ™ € L;(R?),
t > 0. Wtedy, dla wszystkicht > 0 i z,y € RY, mamy pp(t,z,y) < pe/2(0) P (1p > ¢/2) oraz

pp(t,2,y) < piy2(0) P* (TD > i) i (TD > 2) :
Powyzszy lemat jest bardzo dobrze znany i zachodzi w analogicznej formie dla wszystkich
pélgrup ultrakontraktywnych. W Lemacie 2 widzimy jednak strukture oszacowan (przy-
blizong faktoryzacje jadra ciepta), ktéra pojawia sie w wielu wynikach omawianego cyklu
prac.
Nastepny lemat jest wykorzystany do wyznaczenia oszacowan jadra ciepla z géry i z dotu,
gdy punkty z i y sg od siebie wzglednie oddalone. Jest to wazne narzedzie w dowodzeniu
oszacowan jadra ciepta Dirichleta skokowych proceséw Markowa.

Lemat 3 (Lemma 1.10 w [H4|). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem Léuvy’ego o
absolutnie cigglej mierze Lévy’ego o gestosci v. Rozwaimy rozlgezne zbiory Di,Ds C D.
Niech Do = D\ (D1 U Ds). Jedli x € Dy, y € D3, t >0, to

po(t,z,y) <P*(Xr, € Dy) sup p(s,z,y) + (EAE D)  sup  v(z—u),

§<t,2€Dqy u€Dy,2€D3
pD(t7$7y) SPz(XTpl € D2) sup pD(5; Zay) + sup V(Z—U)X
s<t, 2€Dy u€Dq,z€D3

x (W(TDI > 1/2) | P pi(ep > 8)ds + PV (rp > /2) / P B, > s)ds) ,

> ¢ P” pv i — u).

pp(t,z,y) > tP*(1p, > t)P¥(1p, > t) uEDlllilgeDg v(z —u)
Widaé, ze aby wykorzystaé powyzszy lemat nalezy znalezé oszacowania: gestosci przejscia
procesu wolnego p;(z), gestosci miary Lévy’ego v, rozkladu polozenia procesu po wyjsciu ze
zbioru, oczekiwany czas pierwszego wyjscia oraz prawdopodobiefistwa przezycia procesu w



zbiorze. Oszacowania tych obiektéw, uzyskane w pracach [H1]-[H5|, zostang oméwione w
kolejnych rozdziatach.

Podobny wynik, jak w pierwszej nieréwnosci w Lemacie 3, wystapil wczesniej w pracy
Kulezyckiego i Siudeji dla kuli i procesu relatywistycznego [45]. Ich rozumowanie zostalo
nastepnie uproszczone w pracy [D3]. Kolejnym krokiem bylo uzyskanie podobnej nieréwno-
sci dla kuli i izotropowego procesu stabilnego przez Chena, Kima i Songa [15]. Nieréwnosci
pierwsza i trzecia w prezentowanej powyzej formie dla izotropowego procesu stabilnego i
t = 1, zostaly udowodnione w [H1]. Pozwolito to uzyskaé ostre oszacowania jadra ciepla dla
zbioréw x-pulchnych przy wykorzystaniu brzegowej nieréwnoséci Harnacka. Ostre oszacowa-
nia oznaczajg tutaj, ze s one obustroone oraz iloraz gérnego oszacowania i dolnego jest staty.
Ostatecznie w artykule [H4] udowodniliémy prezentowana powyzej wersje tego lematu, ktéra
pozwolila na wyznaczenie oszacowan na pp dla zbioréw klasy C1* bez uzywania brzegowej
nieréwnosci Harnacka. .

Odpowiednig modyfikacje tego lematu wykorzystaliémy takze dla symetrycznych proce-
séw Markowa o absolutnie ciggtej mierze skokéw w pracy [Prel].

Elementy teorii fluktuacji

W naszych badaniach wykorzystywaliémy obiekty, ktére wywodzg, si¢ z teorii fluktuacji.
Najwazniejszym z nich jest funkcja harmoniczna (wzgledem generatora pélgrupy przejécia
izotropowo-unimodalnego procesu Lévy’ego) na péiprostej, ktéra jest rosngca i jej pochodna
jest funkcjg harmoniczng. Zalézmy, ze {X;}:>o jest symetrycznym procesem Lévy’ego na
prostej rzeczywistej nie bedacym zlozonym procesem Poissona (to znaczy zakladamy, ze
czgs¢ gaussowska procesu jest niezerowa lub jego miara Lévy’ego jest nieskoticzona). Niech
M; = sup,, X;, bedzie procesem supremum oraz niech L; bedzie czasem lokalnym w 0 dla
M; — X3, zatem L; mierzy dla {Xi}i>0 czas osiggania swojego supremum ([25],[7]). Przy
pomocy czasu lokalnego konstruuje sie proces drabinowy. Niech L;! bedzie prawostron-
nie cigglyg uogolniong funkcj¢ odwrotng do L;. Proces ten nazywamy czasem drabinowym,
natomiast proces H; = X L= M ;! hazywamy procesem wysokosci drabinowych. Para
(L7, Hy) jest dwuwymiarowym subordynatorem, czyli procesem Lévy’ego o przestrzeni sta-
néw [0, 00)?, ktérego kazda ze wspélrzednych jest funkcja niemalejaca ([25],[7]). Poniewasz
{Xi}e0 jest symetryczny oraz nie jest ztozonym procesem Poissona, wykladnik Laplace’a
dla rozkladu (L;*, H;) jest nastepujacej postaci ([25, Corollary 9.7)),

1 _ 1 oo log [T + ¥(A\9)]

—¥ lOg (Eexp[—TLt 1 )\Ht]) = C+ exp {;/0 Td@ s T, )\ Z O,
gdzie c; jest staly normalizujaca czas lokalny [25, Rozdzial 9]. Przyjmujmy c, = 1 i wtedy
L;* jest standardowym 1/2-stabilnym subordynatorem (co latwo obliczy¢), a wykladnik
Laplace’a procesu H; jest réwny

 log 9 (\0)

o de}, A>0. (11)

K(\) = _%log (Eexp[—AH]) = exp {%/0

Najwazniejszym obiektem z naszego punktu widzenia jest funkcja odnowy V (miara poten-
cjatu odcinkéw) dla procesu wysokosci drabinowych H; zdefiniowana jako

V(z) = /0 “P(H, < z)ds, zcR. (12)
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Oczywiscie, V jest funkcjg niemalejaca oraz V(z) = 0, dla x < 0. Ponadto funkcja V' jest
podaddytywna
Viz+y <V(z)+V(y), =z,y€R, (13)

co wynika to z mocnej wiasnosci Markowa i obserwaciji, ze V(z) = ET(4,c0) oraz lim,,o, V(z) =
oo. Zauwazmy, ze wykorzystujac réwnosé (11) tatwo mozna wyznaczy¢ transformate La-
place’a V. Mianowicie mamy

LV(X) = , A>0. (14)

Funkcja odnowy i jej pochodna, czyli gestoéé miary potencjatu, byly badane przez Sil-
versteina [55]. Z [55, Theorem 2] wiadomo, ze jezeli rezolwenta {X;}:>0 ma gestosé, co dla
procesu symetrycznego jest réwnowazne stwierdzeniu, ze rozklad X; jest absolutnie ciggly
dla kazdego t > 0, to V(z) jest absolutnie ciagla i harmoniczna na (0, c0) wzgledem procesu
{Xi}i>o0 to znaczy, ze V(z) = E*V(X,, ), gdzie 0 < a < b < co. Ponadto V' tez jest funkcja
dodatnig i harmoniczng na pélprostej (0,00) dla {X;}i>0. W rezultacie V' jest funkcja $cidle
rosngcg. Silverstein udowodnit réwniez, ze kombinacje liniowe V' i V’ wyczerpujg nieujemne
funkcje harmoniczne na péiprostej dodatniej wzgledem {X; }1>9. Warto podkresli¢, ze defini-
cja funkcji V jest skomplikowana, przez co badanie jej wlasnosci sprawia znaczne problemy.
Jawna posta¢ w przypadku symetrycznym jest znana tylko dla procesu a-stabilnego; wtedy
V(z) = (24)*?, a € (0,2]. Ponadto, gdy {X;}:>0 jest podporzadkowanym ruchem Browna
subordynatorem zupelnym, to V jest funkcja zupelnie monotoniczng, i posiada bardziej jawng,
reprezentacje catkows ([46, Proposition 4.5]). Ta regularno$¢ byla waznym elementem we
wezesniejszych pracach, na przyktad dotyczacych zachowania brzegowego funkcji Greena dla
podporzadkowanych ruchéw Browna. W pracy [H5] uzyskaliémy nastepujace ostre oszacowa-
nie funkcji odnowy dla dowolnego symetrycznego procesu Lévy’ego w jezyku funkcji Pruitta
h lub symbolu .

Lemat 4 (Proposition 2.4 w [H5]). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego
w R o nieograniczonym symbolu. Wtedy

11
h(r) = 4*(1/r)’

gdzie state porownywalnodci sqg uniwersalne (nie zalezg od niczego).

Vi(r) ~

r > 0,

Badanie V"’ jest jeszcze trudniejszym zadaniem i do tej pory niewiele wiadomo na temat
tej funkcji. Dla podporzadkowanych ruchéw Browna subordynatorem specjalnym wiadomo,
ze V' jest funkcja malejaca. Ponadto, gdy proces posiada cze$é gaussowsks (o > 0), V' jest
ciagla i ograniczona na (0, 00).

Podkreslmy, ze w omawianych pracach dla proceséw izotropowych {X;} ;>0 w R?, funk-
cja odnowy V byla definiowana dla procesu drabinowego jednowymiarowego rzutu procesu
{Xi}t>0 (na przykiad jednej z jego wspétrzednych). Poniewaz rozwazane procesy sg nie-
zmiennicze na obroty, V nie zalezy od wyboru wspélrzednej. W tym sensie teza Lematu 4
zachodzi dla R? i przy oszacowaniach mozemy wymiennie uzywaé V, h lub *.
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Stabe skalowanie

Stabe skalowanie jest naturalnym uogélnieniem jednorodnoéci potegowej oraz regularnej
zmiennoéci funkcji i obecnie jest standardem w teorii potencjatu proceséw Markowa [39, 13].
Podamy kilka niezbednych definicji i klas funkcji wykorzystywanych w dalszej czeci. Do-
datkowy opis niektérych wiasnoéci rozwazanych w tym rozdziale mozna znalezé w [8] oraz

[1].
DEFINICIJA 5. Niech ¢ : I — [0,00], gdzie zbidr I C [—o0, 00| jest spdjny.

o Mowimy, Ze ¢ jest prawie rosngca, jesli istnieje ¢ € (0, 1] takie, ze co(z) < ¢(y) dla
z,yel, z<y.

o Funkcje ¢ nazywamy prawie malejaca, jesli istnieje C € [1,00) takie, ze Cp(x) >
¢(y) dlaz,ye€l, z<y.

Niech
¢*(y) =sup{o(z): zel,z <y}, yel

Latwo zauwazy¢, ze ¢* jest niemalejaca, ¢ < ¢* oraz ¢ jest prawie rosngca wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje ¢ > 0 takie, ze c¢* < ¢. Analogicznie,

¢.(x) =sup{d(y): yeI,y>z}, wel

Wtedy ¢. jest nierosnaca, ¢ < ¢, oraz ¢ jest prawie malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy
¢ < C9.

DEFINICJA 6. Niech ¢ : (0,00) — (0,00).

o Moéwimy, ze ¢ spelnia warunek stabego dolnego skalowania (w nieskoriczonosci),
jesli istniejq liczby o > 0, § > 0, oraz ¢ € (0, 1] takie, Ze

(A > cA%p(6) dla A>1, 6> 0. (15)

W skrécie mowimy, Ze ¢ spelnia WLSC(a,0,c) i piszemy ¢ € WLSC(a,8,c). Dodat-
kowo, jesli § = 0, to mowimy, Ze ¢ speinia globalne WLSC (dla pewnych o > 0 oraz
c€(0,1]).

e Warunek stabego gérnego skalowania zachodzi dla ¢, jesli istniejg @ < 2, § > 0
oraz C € [1,00) takie, ze

(N0 <TA%H(0) dla A>1, 0>0. (16)

W skrécie ¢ € WUSC(@,0,C). Gdy = 0 w (16) mdowimy, ze ¢ spelnia globalne
WUSC, nie zawsze precyzujgc @ < 2 oraz C € [1,00).

Powyzsze warunki stabego skalowania mozemy powigzaé z prawie monotoniczno$cig funk-
cji. Mamy bowiem ¢ € WLSC(q, 8, ¢) wtedy i tylko wtedy, gdy #(0) = x(0)6% dla pewnej
funkeji k prawie rosnacej na (8, co0). Podobnie, ¢ € WUSC(a, §, C) wtedy i tylko wtedy, gdy
#(0) = x(6)0 dla pewnej funkcji k prawie malejacej na (6, o).
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Ponadto, jesli ¢ > 0 jest funkcja ciggta i rosngcg do nieskoriczonodci taka, ze ¢ €
WLSC(q,8,c) [lub ¢ € WUSC(a,d,C)], to ¢t € WUSC(1/a, #(8),c*/%) [odpowiednio
¢~' € WLSC(1/z, ¢(8),C ).

Warunki stabego skalowania mozna rozwazaé dla dowolnych wykladnikéw, jednakze my
bedziemy ich uzywaé w stosunku do symbolu 3 procesu {X:}+>0, stad od razu w momencie
definicji ograniczamy zakres wykladnikéw o oraz @. Wiadomo bowiem z (5), ze wykladnik
procesu izotropowo-unimodalnego jest funkcja prawie rosnaca (stad (15) zachodzi zawsze z
a = 0) oraz /4 jest funkcjg podaddytywna (zatem (16) zachodzi zawsze z @ = 2). Typowymi
przykladami wyktadnikéw charakterystycznych spetniajacych stabe wilasnosci skalowania sg
W(E) = [E]* + [€]° oraz 9(€) = [¢[*n'*2(1 + [¢)F), dla @, B € (0,2). Wigcej praykladéw
zaprezentowanych jest w rozdziale 3.4 w [H2] i w rozdziale 4.1 w [H3].

W literaturze dotyczacej regularnej zmiennosci funkcji warunki stabego skalowania sg
zwigzane z klasg funkcji O-regularnie zmieniajacych sie i z indeksami Matuszewskiej. Na
przyktad warunek WUSC jest réwnowazny temu, ze gbérny indeks Matuszewskiej jest mniej-
szy od 2, a zalozenie globalnego WUSC dla ¢ oznacza, ze dodatkowo gbérny indeks Matu-
szewskiej dla funkcji 7 — 1/¢(1/r) jest tez mniejszy od 2. W wiekszo$ci naszych wynikéw
precyzujemy od czego zaleza stale poréwnywalnosci, a bardzo czesto wystepuje zaleznoéé od
stalych definiujacych skalowania. Na przyklad, jezeli piszemy, ze stata zalezy od charakte-
rystyk skalowania WLSC, to zalezy od ¢ oraz q, ale nie zalezy od €, zobacz na przyklad
sformutowanie Twierdzenia 8. Dlatego, dla zachowania precyzyjnego i jednolitego zapisu
zdecydowali$my sie na wykorzystanie oznaczein WLSC i WUSC zamiast uzywania pojecia
indeks6w Matuszewskie;j.

Zaprezentujemy teraz twierdzenie typu abelowego. Mianowicie, przy zalozeniu stabych
skalowan na gesto§¢ miary Lévy’ego dowodzimy, ze symbol procesu takze spelnia warunki
stabego skalowania. Ponizsze stwierdzenie pozwala tatwo sprawdzaé, czy zalozenia najwaz-
niejszych twierdzen prezentowanych ponizej sg spelnione, gdy punktem startu jest miara
Lévy’ego, a nie wykltadnik charakterystyczny.

Stwierdzenie 7 (Proposition 28 w [H3] oraz Propositon 8 w [H2]). Niech {X;}i>o bedzie
czysto skokowym symetrycznym procesem Lévy’ego w R? z miarg Lévy’ego N(dz) = v(z)dz
it wykladnikiem charakterystycznym . Zaldzmy, ze istniejg 6 € [0,00), stata ¢ € (0,1] oraz
niemalejgca funkcja f : (0,00) — (0,00) takie, ze

SO/l s fOe)

T Er 0<|z| <1/6.

(1) Jezeli f € WLSC(a,0,¢), to b € WLSC(a, 8, C*) dla pewnej statej C*.

(it) Jesli f € WLSC(a,8,c) N WUSC(a,0,C), to f(|¢]) oraz ¥(§) sq pordwnywalne dla
€1> 0.
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I1. Jadro ciepta dla calej przestrzeni R?

Badanie jadra ciepta jest waznym zagadnieniem na pograniczu teorii prawdopodobiefistwa,
analizy i geometrii. Rzeczywiscie, znajomoé¢ gestosci prawdopodobienstwa przejécia pozwala
opisa¢ wlasnosci trajektorii proceséw Markowa. Poniewaz prawdopodobienstwo przejscia jest
rozwigzaniem fundamentalnym réwnania ciepta zwigzanego z generatorem infinitezymalnym
procesu, zatem znajomos¢ wlasnosci jadra ciepla pozwala na uzyskanie informacji na temat
rozwigzan réwnan rézniczkowych czastkowych i wlasnosci spektralnych generatora. Dla elip-
tycznych operatoréw drugiego rzedu jadra ciepta byly tematem bardzo duzej liczby prac i
otrzymano wiele pieknych i uzytecznych rezultatéw ([22, 28, 60, 27, 6, 49, 50, 63, 32, 31]).
Jadro ciepla symetrycznych operatoréw nielokalnych lub réwnowaznie gestosci przejscia sko-
kowych symetrycznych proceséw Markowa jest dobrze opisane, gdy miara Lévy’ego jest ab-
solutnie ciggla oraz indeks Matuszewskiej jej gestosci jest SciSle pomiedzy —2 — d i —d.
Oszacowania dla do§¢ ogdlnych skokowych proceséw Markowa zostaly uzyskane miedzy in-
nymi w [19, 14, 13, 3, 29]. Pélgrupy przejscia proceséw Lévy’ego pozwalaja na glebszy wglad
dzieki ich splotowej strukturze i dostepnosci technik fourierowskich. Na przyklad oszaco-
wania gestoSci przejécia proceséw Lévy’ego zostaly uzyskane w [42, 58, 59, 37] przy uzyciu
odwrotnej transformaty Fouriera, caltkowania w dziedzinie zespolonej, metody punktéw sio-
dlowych oraz metody Daviesa.

Gl6wnymi wynikami pracy [H3| sa oszacowania dla ogonéw jednowymiarowych rozkla-
déw procesu izotropowo-unimodalnego { X} }>o oraz ich gestosci py(x), wyrazone przy uzyciu
wykladnika Lévy’ego-Chinczyna 1. Poniewaz 1 jest prawie rosngca funkcjg radialng, wiec
jest poréwnywalna z jej niemalejaca majoranta ¢*. Inne badane obiekty zazwyczaj sg funk-
cjami nierosnacymi, dlatego w sformutowaniach wynikéw bedzie zwykle uzywana wiasdnie
funkcja 9*. Dla przykladu, wykorzystywanie 1 (¢*) zamiast gestosci miary Lévy’ego v w
sformutowaniach jest charakterystyczne w naszym podejsciu i z punktu widzenia teorii spek-
tralnej oraz operatoréw pseudo-rézniczkowych jest uznawane za naturalne [34]. Jak zwykle
dla transformaty Fouriera, asymptotyka 1 w nieskonczonosci opisuje asymptotyke p; oraz
v w poczatku ukladu wspélrzednych (i odwrotnie). Nastepujace twierdzenie jest jednym z
gtéwnych wynikéw pracy [H3].

Twierdzenie 8 (Theorem 21 w [H3]). Niech {X;}i>0 bedzie izotropowo-unimodalnym proce-
sem Lévy’ego w Re. Zaldzmy, ze ) € WLSC(qa,0,c). Wtedy istnieje stata C* = C*(d, a, c)
taka, Ze

|4

Jesli v € WLSC(a,0,c) N WUSC(a, 0,0C), to istniejg state c* = ¢*(d,a,c,@,C) oraz ry =

ro(d, a, ¢, @, C) takie, e

p(z) < C* min{[wu/t)]d, M} dla t>0 oraz t4*(0) < 1/m°.

d ty*(1
pe(z) > ¢ min{[d/_ (1), %} dla t>0, twW*0/re) <1 oraz |z|6<ry.
Przy zalozeniu, ze v spelnia staby gérny i dolny warunek skalowania z wykladnikami
SciSle pomiedzy 0 a 2, otrzymujemy ostre oszacowanie, ktére ma nastepujacg postaé

(o) ~ [y (179)" LD

o] ~ p:(0) A [tv(z)). (17)
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Nalezy podkredli¢, ze otrzymujemy tez oszacowanie gesto$ci miary Lévy’ego

v(z) ~ % (18)

ktére sg prosta konsekwencja (17), a nie sg elementem potrzebnym do dowodu oszacowan
jadra ciepta. Kolejng rzeczg godng podkredlenia jest to, ze stale w poréwnywalnosci zaleza
tylko od wymiaru i charakterystyk skalowania.

Ponizej oméwimy idee dowodu Twierdzenia 8. Najwazniejszg wlasnoScia wykorzystang w
jego dowodzie jest unimodalnoéé gestosci przejscia p;. Mianowicie, dzigki radialnej monoto-
nicznosci y — py(y) otrzymujemy pi(z) < p:(0) oraz

o (%2 B a9

P (|z|/2 < | X5 < |=[) 1
(T) <
pz) |Biey \ Biai 2|

IN

Ponadto, dla dowolnej liczby A > 1,

pla) > LSS AD) € (1) > ) - P (X 2 M) el (20)
‘BMII \ B|1.|‘ (>‘ - 1)wd

Z powyzszych rozwazan wynika, ze do uzyskania oszacowania jadra ciepta, wystarczy otrzy-
maé odpowiednie oszacowania ogonéw rozkladéw jednowymiarowych oraz na p;(0). Osza-
cowania ogonéw uzyskujemy wykorzystujagc metody podobne do tauberowskich, natomiast
p¢(0) jest wyrazone przy pomocy odwrotnej transformaty Fouriera w zerze i dzieki temu moze
by¢ oszacowane.

Podstawowym krokiem w uzyskaniu oszacowan ogonéw rozkladéw jednowymiarowych
jest oszacowanie transformaty Laplace’a ogona rozkladu | X;|2.

Lemat 9 (Lemma 4 w [H3]). Niech fi(p) = P(|X¢|*> > p). Istnieje stata C = C(d) taka, ze
11 (V) 1 (V)
C X(1—e )g/&ft(A)SCX(l—e ), A>0.

Konsekwencjg powyzszego lematu oraz monotonicznosdci ogona rozktadu sg gérne oszaco-
wania tego ogona. W rzeczywistodci ponizsze gbrne oszacowanie jest prawdziwe dla wszyst-
kich proceséw symetrycznych.

Stwierdzenie 10 (Corollary 6 w [H3]). Dia r > 0 mamy

2e

P(X) 2 ) < =5

(2d+1) (1— e @/M).

Powyzsze stwierdzenie w polaczeniu z (19) daje ogélne oszacowanie gérne na gestosé
przejsécia dowolnego izotropowo-unimodalnego procesu Lévy’ego.

Stwierdzenie 11 (Corollary 7 w [H3]). Istnieje stata C = C(d) taka, ze

pe(z) < Ctp*(1/Iz])/|2l?,  z #0.
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Warunek stabego dolnego skalowania zapewnia, ze e jest catkowalna, dlatego wyko-
rzystujac odwrotng transformate Fouriera otrzymujemy

p:(0) = (2m)~¢ /Rd e O e < .

Przy zatozeniu WLSC dla ¢, dowodzimy oszacowania p;(0) < C[/~(1/¢)]¢ (lokalnie lub
globalnie w czasie w zaleznosci od zaltozen). Zwr6émy uwage, ze dolne oszacowanie w takiej
formie zachodzi zawsze, poniewaz

0) > (27 *d/ eV 16D de > o(d) [y~ (1/8)]%
p¢(0) = (2m) o<t ()~ (1/1)]
W takim razie, przy zatozeniu WLSC dla symbolu, mamy p,(0) = [~ (1/t)]<.

Wykorzystujagc warunek gérnego skalowania WUSC dla ¢ oraz Lemat 9 otrzymali$my
nastepujace oszacowanie dolne na ogon rozktadu.

Lemat 12 (Lemma 14 w [H3]). Istnieje stata C = C(d) taka, ze jesli ¢ € WUSC(w, 8, C)

oraza = [(2 — &)C]%UQT_Z, to
P(X,|>r) >a(l—e™ M), 0<rf<ya.

W ten sposéb, przy zalozeniu warunku WUSC dla wykladnika Lévy’ego-Chinczyna, uzy-
skujemy ostre oszacowania ogona rozkladu |X;|. Uzywajac slabej zbieznoéci odpowiednio
unormowanego rozkladu X; do miary Lévy’ego oraz [H5, Proposition 5.2 (i)] wykazuje sie,
ze powyzsze dolne oszacowanie jest réwnowazne warunkowi WUSC. Konsekwencjg oszaco-
wania ogona rozkladu normy X, warunku dolnego skalowania dla i oraz (20), jest dolne
oszacowanie gestosci przejécia z Twierdzenia 8.

Nalezy podkredli¢, ze wspomniane dolne oszacowanie gestosci p;(z) zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy 9 spelnia warunki WLSC i WUSC z wykladnikami $ciéle pomiedzy 0 i 2; réw-
nowaznie jesli goérny i dolny indeks Matuszewskiej jest SciSle pomiedzy 0 i 2. Mianowicie
pokazalismy, ze dla izotropowo-unimodalnych proceséw Lévy’ego wlasnosci skalowania 9 (w
nieskorficzonosci) sa réwnowazne oszacowaniom (17) dla gestoéci przejécia i dla gestodci miary
Lévy’ego (w poczatku uktadu wspélrzednych). Przypomnijmy, Ze gérne ograniczenia zacho-
dzg dla wszystkich proceséw izotropowo-unimodalnych, dlatego okazuje sie, ze oszacowanie
dolne v(z) > cyp*(|z|71)/|z|¢ pociaga whasnosci skalowania dla .

Twierdzenie 13 (Theorem 26 w [H3]). Niech {X,}i>0 bedzie izotropowo-unimodalnym proce-
sem Lévy’ego wR? z gestodcig przejscia p, wyktadnikiem Lévy’ego-Chinczyna ¢ oraz gestoscig
miary Lévy’ego v. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazine

(i) WLSC i WUSC zachodzq dla 1;
(i) istniejq state r,c > 0 takie, ze
t * —1
pa) 2 0cpal < 0 <o (el <
(i) istniejq state r,c > 0 takie, Ze

G

v(z) > ¢ P

0<|z| <.
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Jesli w (i) polozymy globalne WLSC i WUSC, a w (i) oraz (i) przyjmiemy r = oo, to te
trzy warunkt bedg nadal réwnowazne.

Implikacja (i) = (i¢) wynika z Twierdzenia 8. Z (it) = (ii4) przechodzimy wykorzystujac
lim,_,o+ p(t,z)/t = v(z) na R?\ {0}. Aby udowodnié, ze (ii7) pociaga (i), konstruujemy
zupelng funkcje Bernsteina ¢ z gestoécig miary Lévy’ego u taka, ze ¢(|z|?) = 9(z) oraz
lz|42v(z) < c(d)p(|z|?), dla pewnej stalej c(d). Nastepnie, wykorzystujac fakt, ze u jest
funkejg catkowicie monotoniczng oraz uzywajac twierdzen typu tauberowskiego pokazujemy,
ze @(r) =~ r¢'(r), czego konsekwencjg jest warunek WLSC dla ¢, zatem takze dla ¢. Do
wywnioskowania z (7i¢) warunku WUSC dla v, wykorzystaliémy sprzezona funkcje Bernsteina
o1(r) = r/(r). Uzywajac twierdzen typu tauberowskiego dla gestosci miary potencjatu
subordynatora zwigzanego z funkcja ¢; pokazujemy, ze ¢1(r) = r¢}(r). Poréwnywalnosé ta
daje warunek dolnego skalowania dla 1, co jest réwnowazne warunkowi gérnego skalowania
dla ¢ z wykladnikiem ostro mniejszym od 1, a to pociaga WUSC dla ¢ z wykladnikiem
mniejszym od 2.

Bardziej ogélne oszacowania dolne na jadro ciepta izotropowo-unimodalnych proceséw
Lévy’ego, bez zalozenia skalowania, zostaly uzysane w pracy [H4| jako wniosek z Lematu 3.

Stwierdzenie 14 (Lemma 1.11 w [H4]). Dla wszystkich t > 0 oraz z # 0,

pi(z) > 4% v(x) [PO(TBlz\/z > t>}2-

Powyzsze stwierdzenie, wraz z oszacowaniami dla prawdopodobienstwa przezycia w kuli
dla procesu startujacego z jej §rodka uzyskanymi przez Pruitta [52, strona 954], pociaga
nastepnie dolne oszacowanie na jadro ciepta przez tv.

Wni10SEK 15 (Corollary 1.13 w [H4)). Istnieje stala ¢ = c¢(d) > 0 taka, ze dla x # 0
0<t<c/v*(1/|x|) zachodzi
pi(z) > 4 ().

Dla dowolnego izotropowo-unimodalnego procesu Lévy’ego uzyskaliémy zatem nastepu-
jace oszacowanie: dla 0 < t < ¢/¥*(1/|z|),

4 () < pie) < e(d) ty*(1/|z])|z] 7.

Powyzsze oszacowanie zostalo wzmocnione w pracy [Pre2]. Otrzymaliémy tam oszacowanie
dla prawdopodobiefistwo przezycia procesu izotropowego w kuli przy starcie z jej $rodka
w pelnym zakresie czasu ¢ > 0. Ponadto, oszacowanie gérne gestoéci przejscia p; zostalo
poprawione. Ostatecznie okazalo sie, ze istniejg stale ¢ = ¢(d) oraz C = C(d) takie, ze

Cltu(z)ee Mot < p(2) < Ct(=K (jz))|z["%, ¢ >0, z#0. (21)

Nalezy tu podkreslié¢, ze 0 < —rh/(r) < 2h(r). Oszacowanie to jest ostre dla 0 < ¢ <
c/v*(1/|z]|), nie tylko dla proceséw, ktérych wyktadniki charakterystyczne spelniajg, warunki
skalowania WLSC oraz WUSC, ale réwniez, gdy 1 jest funkcjg wolno zmieniajacg sie, co jest
szczegdlnie interesujacym przypadkiem w obecnych badaniach.
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III. Regularno$é funkcji harmonicznych oraz oszacowania funkcji
Greena R?

Badania w tym zakresie wyprzedzily oszacowania jadra ciepta proceséw izotropowo-unimodal-
nych, jednakze jadro ciepta jest funkcja pierwotng w stosunku do funkcji Greena, a przy oma-
wianiu wynikéw rozprawy nie kierujemy sie chronologia ich powstawania tylko przejrzystoscig
opisu. Zaczniemy od wprowadzenia kilku definicji. Wiadomo, ze klasyczne funkcje harmo-
niczne majg wilasnoéé Sredniej. Analogicznie definiujemy funkcje harmoniczne wzgledem
procesu stochastycznego. Funkcje f: R? — R nazywamy harmoniczng wzgledem {Xi}>0
w otwartym zbiorze D, jedli dla dowolnego otwartego i ograniczonego zbioru B takiego, ze
B C D, zachodzi
flz) =E°f(X,,), z € B.

Ponadto, jedli warunek Sredniej zachodzi takze dla B = D, to méwimy, ze funkcja jest
reqularnie harmoniczna.

Méwimy, ze zachodzi niezmiennicza na skalowanie nieréwno$é Harnacka dla procesu
{X:}t>0, jesli dla dowolnego R > 0 istnieje stala C = C(R) taka, ze dla dowolnej funk-
cji g nieujemnej na R? i harmonicznej w kuli B,, r < R,

sup g(z) < C inf g(z).
.'ZJEB,./Z :I:GB,,-/Q’

Méwimy, ze zachodzi globalna nieréwnosé Harnacka, jezeli stala w powyzszej nieréwnosci
spetnia supg., C(R) < oo.

Gléwnym celem pracy [H2] byto udowodnienie niezmienniczej na skalowanie nieréw-
nosci Harnacka i holderowskiej regularnosci funkcji harmonicznych wzgledem izotropowo-
unimodalnych proceséw Lévy’ego z wykladnikiem charakterystycznym majacym wlasnosé
dolnego skalowania. Znaczenie tej pracy polega na tym, Ze robimy tylko stabe zalozenie
na wykladnik charakterystyczny oraz nie uzywamy w dowodach Zadnych wlasciwosci miary
Lévy’ego za wyjatkiem tego, Ze jest izotropowo-unimodalna. We wczeéniejszej literaturze
dotyczacej nieréwnosci Harnacka dla procesu Lévy’ego, zalozenia odnosity sie do zachowania
miary Lévy’ego, szybkosci zaniku jej gesto$ci w nieskoriczonosci oraz wybuchu w poczatku
uktadu wspéhrzednych (zobacz [57, Rozdzial 3]), lub poczatkowe kroki dowodowe koncetro-
waly si¢ na uzyskaniu takiego zachowania ([41]). Wyniki uzyskane w pracy [H2] wydaja
si¢ wazne zwlaszcza dla subordynowanych ruchéw Browna, poniewas zdarzajg, sie tam przy-
padki, gdy znany jest symbol procesu natomiast miara Lévy’ego lub nawet jej oszacowania
nie sg znane. Godnym podkreélenia jest fakt, ze otrzymane wyniki mozna zastosowaé do pro-
ceséw, ktérych wyktadniki Lévy’ego-Chinczyna w nieskoficzonoéci zachowujg, sie prawie jak
wyktadnik dla ruchu Browna. Procesy te nie byly rozwazane w dotychczasowej literaturze,
poza kilkoma specjalnymi przyktadami. Dokladniej, mozemy rozwazaé procesy o symbolu
Y(z) = |z|24(|z]), gdzie £ jest funkcja wolno zmieniajaca sie i dazaca do 0 w nieskoficzono-
éci. Jako przyktad mozemy wzigé gestosé miary Lévy’ego |z[~4"2log™2(2 + |z|~"). Ponadto,
otrzymalismy globalng nieréwnos$¢ Harnacka dla wielu proceséw, dla ktérych dotychczas byta
znana tylko (slabsza) wersja niezmiennicza na skalowanie (to jest dla matych kul). Na przy-
klad uzyskalismy globalng nieréwnos$¢ Harnacka dla a-stabilnego procesu relatywistycznego.

Twierdzenie 16 (Theorem 1 w [H2]). Niech d > 3 oraz niech {X;}i>o bedzie izotropowo-
unimodalnym procesem Lévy’ego w R%. Jedli v € WLSC(a, 0, c), to zachodzi niezmiennicza
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na skalowanie nieréwno$é¢ Harnacka. Ponadto, jezeli v spetnia globalne WLSC, to zachodzi
globalna nieréwno$é Harnacka.

Nastepny wynik méwi o cigglosci ograniczonych funkcji harmonicznych ze stalg Holdera
zalezng od funkcji jedynie przez jej supremum.

Twierdzenie 17 (Theorem 2 w [H2]). Niech d > 3 oraz niech {X;}i>0 bedzie izotropowo-
unimodalnym procesem Lévy’ego wR®. Zaldsmy, e € WLSC(a, 8,c). Wtedy dla dowolnego
R > 0 istniejg state ¢ = ¢(R) i 6 > 0 takie, ze dla dowolnego 0 < r < R oraz dowolnej
ograniczonej funkcji g, ktora jest harmoniczna w B,

é
z—y
lg(x)—g(y)ISCIIgllm(l " [), z,y € Brya.

Zalozenie dotyczace wymiaru d > 3 w powyzszych twierdzeniach moze by¢ usuniete, gdy
r+— —1/(r)/r jest funkcjg nierosngca. W takim przypadku z [44, Theorem 1.5] wiadomo, ze
{X:}1>0 jest rzutem ortogonalnym innego procesu z przestrzeni R2 i mozna uzyé wynikéw
dla tego procesu,a nastepnie wykorzystaé je dla rzutu ([H2, Corollary 5 i 6]). W szczegdlnosci,
dla dowolnego d, analogiczne twierdzenia zachodzg dla podporzadkowanych ruchéw Browna
(Theorem 7 w [H2]). W ogblnym przypadku zalozenie d > 3 zapewnia dwie istotne wlasnosci.
Po pierwsze, proces jest wtedy tranzytywny i funkcja Greena R? jest skoficzona poza zerem.
Po drugie wiadomo, ze dla pewnego € € (0, 1], funkcja r — r4=5¢*(1/r) jest prawie rosnaca.

Gléwne kroki dowodowe powyzszych twierdzen opieraja sie na ideach dowodéw Bassa i Le-
vina ([5]) dla proceséw prawie stabilnych, ale znacznie réznig sie¢ w szczegdtach. Kluczowym
elementem dowodu nieréwnosci Harnacka i hélderowskiej regularnosci funkcji harmonicznych
jest nieréwnosé typu Krylowa-Safonowa, ktéra moéwi, ze istniejg state ¢, R > 01 A < 1 takie,
ze dla dowolnych r < R i dowolnego zbioru ograniczonego A C B,,,

A
PE(TA < TBT) > C%, z € By, (22)
Oznacza. to, ze prawdopodobienistwo, iz proces trafi w zbiér A, ktéry jest podzbiorem mniej-
szej kulki przed wyjsciem z wiekszej kuli jest proporcjonalne do miary A. Te nier6wnosé

udowodniono w [H2] dla proceséw izotropowo-unimodalnych, ktérych symbole spelniajg wa-
runek WLSC. .

Stwierdzenie 18 (Proposition 7 w [H2]). Niech d > 3 i ¢ € WLSC(a,0,c). Wowczas
istniejg ¢ = c(d, o, c) i A = A(d, @, ¢) € (0,1) takie, ze (22) zachodz, gdy r0 < 1.

Zauwazmy, ze jezeli 1 spetnia globalne WLSC, to nieréwnoé$é¢ typu Krylowa-Safonowa
zachodzi dla dowolnego r > 0. Uzycie metod Bassa i Levina, oprbocz nieréwnosci typu
Krylowa-Safonowa, wymaga uzyskania jeszcze dwoch innych oszacowan. Pierwsze z nich
zachodzi nie tylko dla izotropowo-unimodalnych proceséw, ale dla wszystkich symetrycznych
proceséw, dla ktérych symbole jednowymiarowych rzutéw spetniajag, WLSC. Wynik ten jest
konsekwencjg wzoru Dynkina,

E*f(X,,) - f(z) = CpLf(z), f € Dom(L), (23)

oszacowan na $redni czas wyjécia z kuli dla procesu startujacego z jej érodka ([52]) i poréw-
nywalnosci funkcji h i 9*, patrz (3). Oszacowanie ma nastepujace sformutowanie.
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Lemat 19 (Corollary 2 w [H2]). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego.
Zaléimy, ze dla kaidego © € S47! funkcja (0,00) > t = %(tO) nalezy do WLSC(a, 8, c).
Wiedy istnieje stata C = C(d, a, ¢,supy, o ¥(y)/¢*(0)) taka, e dla 0 <rf <1is<r/2,

P, 20 <0 (2), el <

W szczegolnosci, w przypadku proceséw izotropowo-unimodalnych, stata C' w powyzszej
nieréwnoéci zalezy tylko od wymiaru oraz charakterystyk z wlasnosci skalowania (a i ¢).
Drugie potrzebne oszacowanie jest przedstawione w nastepnym lemacie.

Lemat 20 (Proposition 6 w [H2]). Niechd > 3 i ¢ € WLSC(a,0,c). Istniejg c = c(d,a,c) i
A= Xd,q,c) € (0,1] takie, ze dla dowolnego r 6 < 1, i dowolnej nieujemnej funkcji H takiej,
ze suppH C B,”,

E*H (X, ) <CE'H(X,, ),  ,y € By

Uzywajac wzér Ikedy-Watanabe, miary réwnowagi oraz nieréwnosci izoperymetryczne;
udowodnionej przez Watanbe [62], zredukowaliémy dowody nieréwnosci Krylowa-Safonowa i
powyzszego lematu do ostrych oszacowai na pojemno$é i miare potencjalu kul oraz funkcji
Greena calej przestrzeni dla badanych proceséw. W [H2, Proposition 2] udowodniono, ze
dla d > 3, miara potencjatu kuli spetnia U(B,) = [{°P(X; € B,)dt =~ 1/¢*(1/r), a stala
poréwnywalnosci zalezy tylko od wymiaru. Dowdd tego oszacowania zostal uzyskany przy
pomocy twierdzen typu tauberowskiego. Nastepnie, wykorzystujac U(B,) udowodniono ostre
oszacowania pojemno$ci kul. Dokladniej, catkujac wzgledem = € B, wzér

P (Tp, < 00) = [ Gly — )pa, (dy),
gdzie pp, jest miarg réwnowagi dla domknietej kuli B,, otrzymaliémy
Cap(B,) = pp,.(B,) =~ r*/U(B,) ~ r¥*(1/r).

Kolejny raz stata poréwnywalnosci zalezy tylko od wymiaru. Nastepnym wnioskiem z osza-
cowania miary potencjatu kuli jest oszacowanie funkcji Greena calej przestrzeni, bowiem
wykorzystujgc radialng monotoniczno$é funkeji G otrzymujemy

2 U(Bjs)) c(d)
o)< Tl S kel

Dolne oszacowanie w takiej samej formie uzyskujemy przy zatozeniu WLSC dla 1.

Twierdzenie 21 (Theorem 3 w [H2]). Niech d > 3 oraz niech {X;}i>0 bedzie izotropowo-
unimodalnym procesem Lévy’ego w R Jesli v € WLSC(a,0,c), to istniejg stale ¢ =
c(d,a,¢) <1 oraz C = C(d,a,c) takie, Ze

C

Ponadto, zatozenie WLSC dla 1) jest optymalne, poniewaz jezeli {X;}:>0 jest podporzad-
kowanym ruchem Browna, ktérego subordynator jest specjalny, to G(z) ~ Wmléw wtedy i
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tylko wtedy, gdy ¢ speinia WLSC ([H2, Theorem 5]). Ostatnio wynik ten zostal rozszerzony
w pracy [Pre2] (Theorem 5.11) dla dowolnych izotropowo-unimodalnych proceséw, przy za-
lozeniu na wymiar d > 6. Wykorzystujac [Pre3, Theorem 1.2] zamiast [Pre2, Theorem 5.9]
mozna ponadto pokazaé, ze w rzeczywistosci teza jest prawdziwa dla d > 3.

Nieré6wnos¢ Harnacka opisuje zachowanie funkcji harmonicznych wewnatrz zbioru, a w
zasadzie ogranicza stosunek supremum i infimum funkcji. Natomiast do opisu funkcji har-
monicznych przy brzegu stuzy brzegowa nieréwno$é Harnacka, ktéra moéwi, ze wszystkie
funkcje harmoniczne, ktére sg réwne zero w otoczeniu brzegu, majg taki sam zanik przy jego
brzegu. Ostatnim wynikiem omawianego cyklu prac, ktéry przedstawimy w tym rozdziale
jest brzegowa nieréwnos$é Harnacka dla zbioréw klasy C! z jawnym opisem zaniku przy
brzegu opisanym przy pomocy wyktadnika charakterystycznego.

Stwierdzenie 22 (Proposition 7.6 w [H5]). Niech v bedzie ciggla w R\ {0}. Zatdimy, ze
1 spetnia globalne warunki WLSC i WUSC, D bedzie zbiorem C*' w skali p > 0, z € 0D,
0 <r < piu>0 jest reqularnie harmoniczna w D N B(z,r) oraz znika na B(z,r) \ D.
Wtedy istniejg state ¢ = c(d, ), ¢ = c1(d, V) takie, ze

(
(

Powyzsze stwierdzenie jest wnioskiem z brzegowej nieréwnoéci Harnacka dla dowolnych
zbioréw ([40]), gdzie zanik opisany jest przy pomocy wartoéci oczekiwanej pierwszego czasu
wyjscia ze zbioru. Stosujac oszacowania Sredniego czasu wyjscia otrzymane w pracy [H5]
otrzymujemy powyzszy wynik. Badania w tym kierunku byly kontynuowane w pracy [Pre3] i
zatozenie o cigglosci gestosci miary Lévy’ego moze byé¢ pominiete, poniewaz zamiast uzywaé
wynikéw pracy [40] mozna zastosowaé [Pre3, Theorem 1.9].

V(en(®) . |4*(1/0p(y))
V(sp(y) = "\ ¢*(1/dp(x))’

u(z)
<c z,y € DN B(z,7/2).
(o) y (2,7/2)
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IV. Sredni czas wyjécia i prawdopodobiefistwo przezycia

W dowodach wynikéw, prezentowanych w tym rozdziale, wykorzystujemy nieréwnosé Har-
nacka oraz oszacowania funkcji Greena calej przestrzeni, ktére zostaly oméwione w poprzed-
nim rozdziale. Gléwnymi obiektami badanymi w tym rozdziale beda sp(z) = E®rp oczeki-
wany czas pierwszego wyjécia ze zbioru D oraz P*(rp > t) prawdopodobiefistwo przezycia
ustalonego czasu ¢ > 0, rozwazane jako funkcje punktu startu procesu. Warto$é oczekiwana,
pierwszego czasu wyjscia ze zbioru jest waznym obiektem z punktu widzenia probabilistyki
oraz zastosowall w matematyce finansowej i ubezpieczeniowej. Poniewaz dzieki brzegowej
nieréwnosci Harnacka, éredni czas wyjscia opisuje zanik funkcji harmonicznych przy brzegu
zbioru, jego oszacowania sa tez istotne dla analizy. Wynika to stad, ze warto$é oczekiwana
pierwszego czasu wyjscia jest funkcjg nadharmoniczng generatora infinitezymalnego procesu
i w pewnym sensie £Lsp = —1 na D (zobacz ponizej dyskusje na temat operatora typu Dyn-
kina). Dlatego nie tylko zanik funkcji harmonicznych, ale takze zanik przy brzegu dowolnych
ciagtych rozwigzan problemu Dirichleta,

Lu=f, mnalbD,
u =0, na D¢

dla ograniczonej funkcji f, jest nie wolniejszy od zaniku éredniego czasu Wstma Wynika to
w dos¢ latwy sposéb z zasady maksimum dla generatora L.

Podstawowym obiektem badan opisanych w tym rozdziale jest E®rg_, czyli éredni czas
wyjscia procesu {X;}:>0 z kuli B, o §rodku w 0 i promieniu 7 > 0, dla dowolnego punktu
startu z € RY. W przypadku gdy z = 0, znane sg oszacowania dla dowolnego procesu
Lévy’ego ([52]). Dla procesu symetrycznego {X;}:>o postaé tych oszacowari jest szczeg6lnie
prosta. Istniejg wtedy state ¢ = c(d) i C = C(d) takie, ze

C
<E%p, < -— r > 0. (24)
h(?‘) h(r)’

Powyzsze oszacowanie uzyskane przez Pruitta uogélniliémy dla dowolnych symetrycznych
proceséw Lévy’ego z prostej rzeczywistej, nie bedacych zlozonymi procesami Poissona, star-
tujacych z dowolnego punktu odcinka

1
E*T(_pry = , r>0,|z| <, (25)

h(r — |2)h(r)

gdzie stata poréwnywalnodci jest uniwersalna. Sgdzimy, ze analogiczne oszacowanie jest praw-
dziwe dla kuli w R? i dla dowolnego niezmienniczego na obroty procesu Lévy’ego, ale jak
dotad udalo si¢ je udowodni¢ tylko dla doé¢ duzej klasy proceséw izotropowo-unimodalnych.
Oczywiécie w przypadku dowolnego procesu izotropowego, powyzsze oszacowanie gérne dla
sredniego czasu wyjscia z kuli zawsze zachodzi, poniewaz wystarczy skorzystaé¢ z wyniku jed-
nowymiarowego: czas wyjscia z kuli jest mniejszy niz czas wyjscia z pasa, w ktérym kula
si¢ znajduje, a wyjscie z pasa to wyjécie z odcinka odpowiedniego rzutu procesu. Nalezy
tez zauwazy¢, ze w przypadku proceséw izotropowych funkcja h i jej odpowiednik dla rzutu
jednowymiarowego sg poréwnywalne.

Niech {X;};>0 bedzie izotropowo-unimodalnym procesem Lévy’ego. Przypomnijmy, ze
wtedy funkcja odnowy V' oraz jej pochodna V' sg $ci§le dodatnie na (0, c0). Ponizej formu-
tujemy zalozenie, przy ktérym uzyskaliémy w [H4] oszacowania $redniego czasu pierwszego
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wyjScia procesu ze zbioru. Wyjasnienie jaki jest powdd stosowania tego zalozenia znajduje
sie ponizej przy okazji dyskusji na temat operatora typu Dynkina.

DEFINICIA 23. Mdéwimy, ze warunek (H) zachodzi, jesli dla dowolnego r > 0 istnieje stala
H,. > 1 taka,ze

V(z) = V(y) < H.V'(z)(z—y), gdy 0<z<y<z<5z<5r (26)
Mowimy, ze zachodzi (H*), jesli Hy = sup,q H, < 0o.

Warunki (H) i (H*) rozumiemy jako nieréwnosci typu Harnacka, poniewaz wykorzystujac
twierdzenie o wartosci $redniej, (H) jest implikowane przez nastepujaca nier6wnosé:

sup V'(y) < H, inf V'(y), r > 0. (27)

z<r,y€(z,5z) z<ry€(z,5z]

Ponadto przypomnijmy, ze V' jest funkcjg harmoniczng na péiprostej (0,00), dlatego nie-
zmiennicza na skalowanie nieréwno$é Harnacka pociaga (27). Obie nieréwnosci kontroluja
wzgledny wzrost funkcji V. Jedli zachodzi (H), to mozemy wybraé stale H, niemalejace
wzgledem r, co zawsze czynimy. Teraz przedstawiamy kilka sytuacji, w ktérych wiadomo, ze
warunek (H) jest spelniony.

1. X jest podporzadkowanym ruchem Browna, ktérego subordynator jest specjalny (zo-
bacz Lemma 7.5 w [H5]). Wtedy H, = 1.

2. d > 3 1 wykladnik charakterystyczny {X;}:>o spelnia warunek WLSC (Twierdzenie
16).

3. d > 11 wykladnik charakterystyczny {X;}+>o spelnia warunki WLSC i WUSC (zobacz
(5.2) i Lemma 7.3 w [H5]).

4. Czes¢ gaussowska jest niezerowa (zobacz Lemma 7.4 w [H5]).

Dokladniejszy opis warunku (H) oraz wiecej przykladéw zaprezentowane sg w rozdziale 7
pracy [H5]. Ostatnio, w pracy [Pre3], zostala uzyskana niezmiennicza na skalowanie nie-
réwnos¢ Harnacka dla duzej klasy proceséw izotropowo-unimodalnych, ktérych wykladnik
Lévy’ego-Chinczyna spelnia WUSC, zatem warunek (H) zachodzi dla wiekszej klasy proce-
séw niz ta wymieniona w [H5].

Jednym z giéwnych wynikéw prezentowanych w tym rozdziale jest nastepujgce ostre osza-
cowanie na oczekiwany czas pierwszego wyjscia z kuli. Nalezy tutaj podkreslié, ze jawny wzor
na $redni czas wyjécia procesu izotropowo-unimodalnego w R? jest znany tylko dla izotropo-
wego procesu a-stabilnego, a € (0,2] ([26]). Przypomnijmy, ze 6p(z) jest odleglodcia = € R?
od dopemienia D.

Twierdzenie 24 (Theorem 4.1 w [H5]). Niech {X;}1>0 bedzie izotropowo-unimodalnym pro-
cesem Lévy’ego w RS, Zaldimy, ze zachodzi (H). Wtedy istnieje stata C = C(d) taka, ze dla

r >0,
C

}{—V(éBr(x))V(r) < E®rp, <2V(6p,(2))V(r), zeR< (28)
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Zwré¢my uwage, ze zamiast V' (r) mozemy uzywaé funkeji 1/4/h(r) lub 1/,/4*(1/r), ale
dla zwiezlosci zapisu zdecydowaliSmy sie¢ uzywaé V. PodkreS§lmy, ze r — H, jest funkcja
niemalejgcy, dlatego w oszacowaniu dolnym dla r < 1, mozna uzywaé H; zamiast H, otrzy-
mujac oszacowanie ze stalymi nie zaleznymi od promienia (w tym zakresie). Gdy zachodzi
(H*), otrzymujemy jednostajne oszacowanie dla wszystkich r > 0. W szczegélnodci, dla
duzej klasy subordynowanych ruchéw Browna (patrz dyskusja na temat (H)), otrzymujemy
oszacowanie dolne ze stalg zalezna tylko od wymiaru. Gérne oszacowanie jest prawdziwe dla
dowolnego procesu izotropowego i wynika bezposrednio z oszacowania dla $redniego czasu
wyjscia z odcinka. Dowdd dolnego oszacowania jest bardziej pracochlonny i wymaga innych
narzedzi. Do jego dowodu wykorzystujemy operator typu Dynkina:

Af(z) = limsup B (Xrpan) — f(x)

s—0+ IEI:'J;TB(x,s)

Podstawowym powodem stosowania tego operatora jest fakt, ze bardzo czesto nie mozna
policzy¢ wartoéci generatora infinitezymalnego na funkcji harmonicznej, poniewaz nie nalezy
ona do jego dziedziny, a takiego problemu nie ma dla operatora Dynkina. Wszystkie funkcje
harmoniczne w D sg w dziedzinie tego operatora na zbiorze D. Ponadto z definicji, jezeli
funkcja f jest harmoniczna, to Af(z) = 0 dla z € D. Wlasnoéé ta pozwala na szacowanie
wartosci operatora Dynkina na ztozeniu funkcji odnowy V' z funkcjg odlegloéci do dopelnie-
nia kuli lub odlegtodci do kuli. Rachunki wymagaja niewielkiej regularnosci pochodnej V'
(stad zatozenie (H)). Dowodzimy, ze wspomniane zlozenia sa odpowiednio funkcjg nadhar-
moniczng i podharmoniczng. Nastepnie wykorzystujemy zasade maksimum dla operatora
A.

Wykorzystujac uzyskane oszacowania dla kuli, wzér Tkedy-Watanabe i zasade maksimum
dla operatora typu Dynkina, otrzymujemy oszacowanie na $redni czas pierwszego wyjscia ze
zbioréw ogdlniejszych niz kule.

Twierdzenie 25 (Theorem 4.6 w [H5]). Zaldimy, ze {X;}1>0 jest izotropowo-unimodalnym
procesem Lévy’ego w Re. Zaléimy, ze zachodzi (H) i D C R? jest otwartym, ograniczonym
zbiorem klasy C' w skali v > 0. Wiedy istniejg state c = c(d) i C = C(d) takie, ze

H, V?(diam D)
(T(r)*  V3(r)

gdzie J(r) = infocpsr [V2(p) e v(y)dy]

Hi V(Sp(z))V(r) <E*rp < C V(ep(@)V(r), zeR

Z [H5, Proposition 5.2] wiadomo, ze wielkoéé 7 jest dodatnia w otoczeniu 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy 9 speinia warunek WUSC. Ponadto, gdy ¢ spehia globalne WLSC i WUSC, to
istnieje stata, C' > 0 taka, ze H, < C'i J(r) > C™! dla wszystkich r > 0. Przy tym zalozeniu
otrzymujemy ostre oszacowanie dla dowolnej skali 7. Jezeli o zbiorze D zalozymy dodatkowo,
ze jest wypukty, to oszacowanie gérne zachodzi ze stala uniwersalng, zatem nie ma potrzeby
zaklada¢ wlasno$ci gérnego skalowania dla symbolu. Jest to konsekwencja tego, ze w dowo-
dzie zamiast wzoru Ikedy-Watanabe, stosujemy odpowiedni wynik jednowymiarowy (zobacz
[H5, Corollary 4.2]). Nasze rezultaty mozemy stosowaé nie tylko dla proceséw izotropowo-
unimodalnych, ale takze do proceséw izotropowych, ktérych miara Lévy’ego jest absolutnie
ciagla a jej gestos¢ jest poréwnywalna z funkcjg unimodalng ([H5, Corollary 4.3)).
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Kolejnym obiektem badan opisanym w tym rozdziale jest prawdopodobienstwo przezycia
procesu w zbiorze. Pierwszy wynik to oszacowanie dla pétprostej i dla dowolnego symetrycz-
nego procesu Lévy’ego nie bedacego ztozonym procesem Poissona.

Stwierdzenie 26 (Proposition 2.6 w [H5]). Dla dowolnego symetrycznego procesu Lévy’ego
w R, ktéry nie jest zlozonym procesem Poissona mamy

1
]Pw(T(o’oo) > t) T IN ——— t,z >0, (29)

Vi (1/x)
gdzie stata porownywalnosci jest uniwersalna.

Powyzsze stwierdzenie mozemy zastosowaé takze do czasu przebywania w polprzestrzeni.
Niech H = {(z1,...,z4) € R¢: 21 > 0}. Wtedy

gdzie T(({;i’ Lo) jest pierwszym czasem wyjécia pierwszej wspéirzednej procesu { X;}i>0 z pbipro-
stej. Ponadto, jako wniosek ze Stwierdzenia 29, otrzymujemy gérne ograniczenie na prawdo-
podobienistwo przezycia w zbiorze wypuktym dla dowolnych proceséw izotropowych.

V{ép(z))
Vi

W szczegdlnosci powyzsza nieréwnosé zachodzi dla kul. Analogicznie dla zbioréw, ktérych
dopelnienie jest wypukle, otrzymujemy oszacowanie dolne

V(0p(x))
Vit

W szczegdlnosci wzér ten stosuje sie do zewnetrza kuli. Przy dodatkowym zaloZeniu na
symbol udowodnilidémy takze gbrne ograniczenie, a w przypadku tranzytywnym oszacowania
ostre.

IP"”(TDZt)SC(l/\ ), t>0,z€D.

Pw(TDZt)ZC(l/\ ) t>0,zeD.

Twierdzenie 27 (Theorem 6.3 w [H5]). Zaldzmy, ze {X;}i>0 jest izotropowo-unimodalnym
procesem Lévy’ego w R?, a i) € WLSC(a,0,c) N WUSC(a,0,C). Niech R >0 i D = Bjy.

(i) Wtedy istnieje stata C* = C*(d, q, ¢, @, C) taka, Ze

" « [ V(ép(2))
P(TD>t)SC<m/\1>, t> 0.
(if) Jesli d > @, to
P$(7D>t)~w/\1, t>0,

VEAV(R)

gdzie stala poréwnywalnosci zalezy od d, a, ¢, @, C.
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Godnym podkreslenia faktem jest niezaleznoé¢ statych od promienia kuli. W przypadku
tranzytywnym lim, ., | X;| = oo, dlatego cze$é $ciezek omija kule i w ogdle w nig nie trafia.
Jedli d > @, to z powyzszego twierdzenia wynika, ze

— o) o V2 - B)
P?(1p = 00) = VR

W rzeczywistosci, to oszacowanie stanowi cze$¢ jego dowodu, a nie jest jego wnioskiem.
Oprécz ostrych oszacowari prawdopodobiefistwa przezycia w pOtprzestrzeni i dopetnieniu kuli,
w pracy [H4], uzyskaliSmy jeszcze oszacowania dla ogélniejszych zbioréw, miedzy innymi dla
ograniczonych zbioréw C'!, zbioréw typu pdiprzestrzeni oraz dla zbioréw zewnetrznych o
brzegu C* (D¢ jest tu ograniczone).

Kolejne twierdzenie dotyczy bardzo ogdélnych zbioréw, ale zostato uzyskane tylko dla izo-
tropowego procesu stabilnego na poczatku naszych badan i stalo si¢ wazng motywacjg do ich
kontynuowania. Obecnie znane narzedzia pozwalajg uzyskaé odpowiednik ponizszego twier-
dzenia w przypadku szerokiej klasy proceséw izotropowo-unimodalnych, jednakze w sytuacji
ogoélnej uzytecznoé¢ takiego twierdzenia nie jest zbyt duza, bo w przeciwienstwie do przy-
padku stabilnego, w przypadku ogélnym nie jest znane zachowanie funkcji Greena zbioréw
nieregularnych, wartosci oczekiwanej pierwszego czasu wyjscia oraz jgdra Martina z biegunem
" w nieskoniczonosci. W przypadku izotropowego a-stabilnego procesu Lévy’ego, przy pomocy
Twierdzenia 28, uzyskaliSmy szereg jawnych oszacowan dla prawdopodobiefistwa przezycia.

Twierdzenie 28 (Theorem 2 w [H1]). Niech oo € (0,2) oraz {X;:}1>0 bedzie izotropowym
procesem. a-stabilnym w Rd oraz niech T € (0,00]. Wtedy istnieje stata C = C(d, o, k) taka,
ze jedli D jest (k, T )-pulchny, to

1 sp(z) - __sp(z)
O n @y ST > s Oy

gdzie sp(z) = E*7p, gdy D jest ograniczony, a w przeciwnym przypadku sp jest jgdrem
Martina w nieskoriczonodci.

0<t<T, zeR? (30)

W szczegdlnosci dla D = BS otrzymujemy

6&/2(2)
1A W, d > a,
P*(1p > t) = 1/\% d=1=aq, (31)
55 @)Nog/ (@) d=1<a

(tl/avéD(m))afl/\(tl/avéD(x))a/Q ’

Powyzszy rezultat przenosi sie na kule o dowolnym promieniu, poniewaz proces a-stabilny jest
samopodobny. Jezeli d > «, to powyzsze oszacowanie pokrywajg sie z wynikiem z Twierdzenia,
27, poniewaz V(r) = r*/2. W sytuacji d < o mamy do czynienia z procesem punktowo
rekurencyjnym, to znaczy, ze proces trafia w dowolny punkt z prawdopodobienistwem 1. Dla
procesu startujgcego daleko od (—1,1), po uplywie pewnej iloéci czasu, wptyw odcinka jest
podobny do punktu. Mianowicie mamy wtedy

Pm(T[_l,l] > 1)~ ]P)x(T{o} > ), ||, t > 1.

Nalezy nadmieni¢, ze w przypadku punktowo rekurencyjnym, w pracy [P3], zostaty uzyskane
analogiczne oszacowania dla duzej klasy proceséw symetrycznych na prostej rzeczywiste;j.

25




V. Jadro ciepta Dirichleta

Najwazniejszym wynikiem tego rozdziatu jest przyblizona faktoryzacja (32), w ktérej wyste-
puje jadro ciepla procesu wolnego, ktore zostato oméwione w Rozdziale 11 oraz prawdopodo-
biefistwa przezycia, oméwione w Rozdziale IV. Jadro ciepta Dirichleta pozwala na dokladne
badanie wtasnosci operatoréw z warunkami Dirichleta. W szczegdlnosci miara harmoniczna,
i funkcja Greena sg wyrazone przy jego pomocy. Relatywnie ostre oszacowania jadra cie-
pla laplasjanu (ruchu Browna) dla obszaréw C™! zostaly otrzymane w 2002 przez Zhanga
[63]. W 2006 Siudeja [56] podal gérne ograniczenie na jadra ciepta ulamkowego laplasjanu
(izotropowy proces stabilny) dla zbior6éw wypuktych. Natomiast w 2010 Chen, Kim i Song
[15] uzyskali ostre dwustronne i jawne oszacowania jadra ciepta ulamkowego laplasjanu dla
zbioréw CH'. Ostre oszacowania pp(t,z,y) w mniej jawnej formie sg znane tez dla zbioréw
lipschitzowskich dla niektérych operatoréw. Takie oszacowania zostaly uzyskane w 2003 dla
laplasjanu przez Varopoulosa. Nastepnie w 2010 w pracy [P1] otrzymaliémy oszacowania
dla utamkowego laplasjanu w stozkach. Kolejnym krokiem w rozwoju tej teorii byla praca
[H1], gdzie uzyskano oszacowania dla ulamkowego laplasjanu dla bardzo ogélnych zbioréw.
Udowodnilidémy, ze zachodzi nastepujaca przyblizona faktoryzacja jadra ciepta.

Twierdzenie 29 (Theorem 1 w [H1]). Niech a € (0,2) oraz {X;:}i>0 bedzie izotropowym
procesem a-stabilnym w R? oraz niech T € (0,00]. Jesli D jest (k, T**)-pulchny, to istnieje
stata C = C(d, o, k) taka, ze dla 0 <t <T iz,y € R,

C-1P%(1p > t/2)P¥(1p > £/2) < % < OP%(rp > t/2)P¥(rp > t/2).  (32)

Poréwnywalnoéé w (32) jest jednostajna w czasie i przestrzeni, na przyklad dla stoz-
kéw, jednorodnych zbioréw lipschitzowskich oraz zewnetrznych zbioréw klasy C. Ponadto
uzywajac Twierdzenia 28, nieréwno$é (32) mozna zapisaé w bardziej jawnej postaci. Dla
utamkowego laplasjanu znane sa wzory oraz oszacowania funkcji Greena dla wielu zbioréw,
dlatego korzystajac z Twierdzenia 28 otrzymujemy ostre i jawne oszacowania jadra ciepla dla
duzej klasy zbioréw.

Dowdd Twierdzenia 29 w gltéwnej mierze opiera si¢ na Lemacie 3. Wielkoéci, ktére po-
jawiaja sie w tym lemacie oraz prawdopodobienstwo przezycia, szacujemy wykorzystujac
brzegows nieréwnos¢ Harnacka. Pozwolito to w znaczacy sposéb zredukowaé rachunki w
stosunku na przyklad do pracy [15] oraz otrzymaé oszacowania dla duzych czaséw i zbioréw
nieograniczonych. Wczesniej przy dowodzeniu dolnego oszacowania wykorzystywano miedzy
innymi mocng ultrakontraktywnos§¢ operatoréw przejscia procesu zabitego, co wigzalo sie
z ograniczeniami na zbiér D (operatory musza by¢ zwarte) oraz paraboliczng nieréwnosé
Harnacka.

Powyzsze wyniki zostaly uogdlnione na duzg klase podporzgdkowanych ruchéw Browna
spelniajacych stabe warunki skalowania [15, 17, 16, 18], ale dowody byly oparte na potaczeniu
pomystéw z prac [15] i [H1]. To oznacza, ze waznym narzedziem byla wcigz brzegowa nieréw-
noéé Harnacka i znajomo$é oszacowan na funkcje Greena zbioréw C*. Niestety w przypadku
ogdlniejszych proceséw izotropowo-unimodalnych nie byty znane oszacowania funkeji Greena.
Poza tym brzegowa nieréwnos¢ Harnacka moze nie zachodzié, co na przyklad dzieje sie dla tak
zwanego ucietego procesu stabilnego. W pracy [H4] zmodyfikowaliémy metody dowodowe,
dzieki czemu moglisémy je zastosowaé miedzy innymi do wspomnianego procesu i zbioréw o
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regularnym brzegu. Przy szacowaniu jadra ciepta pp(t,z,y) izotropowo-unimodalnych pro-
ceséw Lévy’ego dla zbioréw D klasy C1! uzyliémy oszacowan na jadro ciepla procesu wolnego
p(t,z,y) = pe(y — x), z [H3] 1 oszacowan funkcji podharmonicznych przy brzegu D z pracy
[H5].

Zaczniemy od pewnego oszacowania dla zbioréw ograniczonych. Niech zbiér D bedzie
otwarty i ograniczony. Zalézmy, ze p;(0) jest skoriczone dla dowolnego t > 0, co jest réwno-
wazne temu, ze e~ ¥ jest calkowalna dla dowolnego t > 0. Wtedy operatory catkowe na L?(D)
o jadrach pp(¢,z,y) < p:(0) sa zwarte, a nawet operatorami Hilberta-Schmidta. Wiadomo,
ze istniejs wartoéci wlasne operatora —L|p: 0 < A1(D) < Xo(D) < ... i baza ortonormalna
funkcji wtasnych ¢1 > 0, @9, @3 ... takich, ze

ou(e) = O [po(t, 7, 2)pu(2)dz

Niech A, := A\g(D). Nastepujaca reprezentacja jadra ciepta w rozwazanej sytuacji jest bardzo
uzyteczna,

po(t,z,y) = Ze M () n()- (33)
k=1
Z powyzszej réwnosci wynika, ze jadro ciepla dla duzego czasu t zanika jak e !, dlatego
w nastepnym stwierdzeniu prezentujemy oszacowanie na pierwszg warto$¢ wlasng. Przypo-
minamy, ze nasze oszacowania sg wyrazone przy pomocy V', funkcji odnowy procesu drabi-
nowego dla jednowymiarowego rzutu z {X;}:>0, ale réwnie dobrze mogg byé zapisane przy
pomocy wyktadnika Lévy’ego-Chinczyna lub funkcji h.
W ponizszym twierdzeniu prezentujemy ostre oszacowania dla dowolnych ograniczonych
zboréw C"'. Poza tym oszacowania s globalne, czyli zachodzs dla wszystkich ¢ > 0 i
z,y € R4

Twierdzenie 30 (Theorem 4.5 w [H4]). Zaldzmy, ze {X;}i>0 jest izotropowo-unimodalnym
procesem Lévy’ego w R, a ¢ € WLSC N'WUSC. Wtedy istnieje ro = ro(d, %) > 0 takie, ze
dla 0 < r < ro oraz dla otwartych i ograniczonych D C R? klasy CY' w skali r takich, ze
v(diam D) > 0 mamy, dla z,y € R?, t > 0,

po(t,2,y) = B*(1p > t/2)P¥(1p > t/2)p (t AVA(r), 2,y) (34)
P? (1p > t) ~ e~ Mt (\‘;t—((j?% A l) . (35)

Ponadto, jezeli spetnione sqg globalne warunki skalowania, to mozemy potoiyé ro = 0o, a stata
poréwnywalnosci zalezy tylko od d, diam D/r oraz charakterystyk skalowania 1.

W [H4, Proposition 4.4] uzyskaliSmy ostre oszacowania pierwszej wartosci wlasnej A;
wyrazone przy pomocy funkcji odnowy V. Godnym podkreSlenia jest fakt, ze zakladamy
tylko lokalne warunki na gesto$é miary Lévy’ego (réwnowaznie WLSC i WUSC w nieskori-
czonodci) i nie zakladamy nic o jej zachowaniu w nieskoficzonoéci. W szczegélnosci miara
Lévy’ego moze mie¢ nosnik ograniczony, a wtedy brzegowa nieréwnoéé Harnacka nie zachodzi.
Bezposrednim wnioskiem z powyzszego twierdzenia przy wykorzystaniu mocnej ultrakontrak-
tywnoéci uzyskanej w pracy [D2] jest ostre oszacowanie na stan podstawowy ¢,. Na przyklad
otrzymujemy oszacowanie dla kul ze statymi niezaleznymi od promienia.
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WnNIOSEK 31 (Corollary 4.7 w [H4)). Zaléimy, ze ¢ spelnia globalne warunki WLSC i
WUSC. Niech r > 0 oraz ¢§T) bedzie nieujemnqg funkcjg wlasng odpowiadajgcq wartosci wia-
snej A1(B,). Istnieje wtedy stata c = c(d, ) taka, ze
1V (ép(z) _ V(p(z))
T2 2 < < C—" d

© ri2V (r) — (@) sc ré/2V (r)’ zeR

Dowéd Twierdzenia 30 sktada sie z trzech krokéw. Na poczatek dowodzimy ograniczenia
gornego dla matych czaséw. Nastepnie uzyskujemy dolne ograniczenie, takze dla malych
czaséw. Ostatni krok to wykorzystanie réwnosci (33) do otrzymania oszacowan dla duzych
czaséw. Gérne ograniczenie uzyskaliSmy wykorzystujac Lemat 3 dla dopelnienia kuli.

Twierdzenie 32 (Theorem 2.1 w [H4]). Niech {X;}i>0 bedzie izotropowo-unimodalnym pro-
cesem Lévy’ego w R, Zalésmy, ze p(t,z) < tF(|z]), t > 0,  # 0, gdzie F > 0 jest

nierosngca. Niech (H) zachodzi, R > 0 i D = By. Wtedy, dla 0 < t < V*(|lz —y|) i
z,y € D, mamy

poltz.y) < O (va(x» M) ( V(6o(»))

J(R)* \VtAV(R) virve " 1) tF(lz —yl/9),  (36)
gdzie J(r) = infocper [V2(0) Je v(y)dy].

Zwréémy uwage, ze wykorzystujac Stwierdzenie 11, zawsze mozemy wziaé F(r) = ¢*(1/r),
ale jak wiadomo z Twierdzenia 13, jest to optymalny wybér tylko przy zatozeniu stabych
skalowan na symbol procesu. Wynik ten moze byé jednak wykorzystany dla szerszej klasy
proceséw z innym wyborem funkcji F, zobacz (21). W szczegblnoéci dla ruchu Browna pod-
porzagdkowanego subordynatorem gamma ([Pre2]). Ponadto, w pracy [Pre3], udowodniliémy
miedzy innymi, ze zachodzi niezmiennicza na skalowanie nier6wnos¢ Harnacka dla tego typu
proceséw, co w szczegblnodei pocigga warunek (H). Dlatego mozemy wykorzystaé powyzsze
twierdzenia do proceséw rozwazanych w tych pracach.

Przy zalozeniu globalnych warunkéw skalowania dla symbolu, dostepne sg ostre oszacowa-
nia jadra ciepla procesu wolnego (Twierdzenie 8). Zachodzi réwniez (H*), zatem korzystajac
z Twierdzenia 32 otrzymujemy nastepujgce ograniczenie gérne.

Twierdzenie 33 (Theorem 2.6 w [H4|). Zalézmy, ze {X:}i>0 jest izotropowo-unimodalnym
procesem Lévy’ego wR®. Niech R > 0 oraz D bedzie otwartym zbiorem spelniajgcym wlasnosé
zewnetrznej kuli w skali R. Przypusémy, Ze dla ¥ zachodzg globalnie WLSC ¢ WUSC. Wtedy
istnieje C = C(d, ) taka, ze dla dowolnegot >0 ix,y € D,

V(ép(z)) V(6p(y))
i) <0 (050 ) (vt ) o)

Przejdziemy teraz do oméwienia drugiego kroku dowodu Twierdzenia 30. Konsekwencjg,
trzeciej nieréwnosci z Lematu 3 jest dolne ograniczenie na jgdro ciepta Dirichleta. W po-
nizszym twierdzeniu prezentujemy oszacowanie na jadro ciepta sumy dowolnych dwéch kul
o tym samym promieniu. Poniewaz dla jader ciepta zachodzi monotoniczno$é ze wzgledu

na zawieranie zbioréw, takie oszacowanie jest wystarczajgce dla zbadania dowolnych zbioréw
klasy Cb1.

28



Twierdzenie 34 (Theorem 3.3 w [H4]). Zaldimy, ze {X;}i>0 jest izotropowo-unimodalnym
procesem Lévy’ego w R%. Niech R > 0 i ¢ € WLSC(a, R~Y,c) N WLSC(a, R™*,C) oraz
D = B(z, R)U B(zy, R). Wtedy istniejg state ¢ = c(d,¢) i C = C(d, ) takie, ze

po(t2,9) > 0 (75 ) (VL A1) (o) A e - o] ctom(D)))

9dy 0 <t < cV*(R), z,y € D, 6p() = 8p(,r) () 010z 6p(y) = Op(s,m) (v)-

Poza zbiorami ograniczonymi, w pracy [H4|, rozwazaliémy jeszcze pewne zbiory nieogra-
niczone. Dokladniej zbiory zewnetrzne, ktérych dopelnienia sg zbiorami ograniczonymi oraz
zbiory typu pélprzestrzen, czyli zawartych pomiedzy dwiema pdlprzestrzeniami o réwnole-
glych brzegach. Oszacowania dla zbioréw zewnetrznych (na przyklad dla dopelienie kuli)
byly sporym wyzwaniem. Bylo to spowodowane tym, ze warunek na brzeg C! jest w oczy-
wisty sposéb warunkiem lokalnym i nie specyfikuje on geometrii zbioru w nieskoriczonosci,
podczas gdy wlasnie geometria ta wplywa w istotny sposéb na zachowanie jadra ciepla dla
duzych czaséw. Jak dotad znane byly tylko oszacowania dla procesu stabilnego ([H1, 20])
i relatywistycznego ([17]). Wynik otrzymany dla zbioréw zewnetrznych (Twierdzenie 35) w
pracy [H4], jest nowy nawet dla sumy dwoéch niezaleznych proceséw stabilnych o réznych
wykladnikach stabilnosci. Godnym podkreslenia jest fakt, ze state poréwnywalnosci sg nie-
zalezne na dylatacje zbioru, co jest dodatkowym plusem naszych metod. Wobec powyzszego
kolejne twierdzenie moze by¢ uznane za jeden z gléwnych rezultatéw [H4]. W przypadku
utamkowgo laplasjanu analogiczny wynik zostal otrzymany w pracy [H1] (Theorem 3).

Twierdzenie 35 (Theorem 5.4 w [H4]). Zaldimy, ze {X;}i>0 jest izotropowo-unimodalnym
procesem Lévy’ego w R®. Niech i € WLSC(a,0,c)N WUSC(a,0,C) orazd > a. Zalésmy, e
D jest zbiorem CY' w skali Ry oraz D° C Bpg,. Wiedy istniejq stale c. = c.(d, %), c* = c*(d, ¥)
takie, ze dla wszystkich z,y € R%, ¢ > 0,

4424 T D
(%) (\}Z ! u?) A 1) (\}Z (Aév(?z);)

V(én(x)) V(én(y))
— 2 A1) | 22 A1 p(t, 2, y).
VEAV(Ry) VAV (Ry M) PEEY)
Natychmiastowym wnioskiem z tego twierdzenia sg ostre oszacowania prawdopodobiefi-

stwa przezycia procesu w zbiorze zewnetrznym. Mianowicie mamy (globalne w czasie i prze-
strzeni),

A 1) p(t,z,y) < pplt, z,y)
oraz
pD(t7$>y) S C* (

V(op(z))
VEAV(Ry)
Ostatnie twierdzenie omawiane w tym rozdziale opisuje zachowanie jadra ciepta dla zbio-
réw typu pélprzestrzen. Polprzestrzen na poziomie a € R bedziemy oznaczaé przez H, =
{(z1,...,24) € R*: 71 > a}.

PI(TD>t)% A1

Twierdzenie 36 (Theorem 5.8 w [H4]). Zaldzmy, ze {X,}i>o jest izotropowo-unimodalnym
procesem Lévy’ego w RE. Niech v spetnia globalne warunki WLSC oraz WUSC, D bedzie
C™' w skali R oraz H, C D C Hy. Wtedy, dla z,y € R* it > 0, mamy

V(ép(z))
Vi

pp(t,z,y) =~ P°(p > t)P¥(1p > t)p(t, z,y) oraz  P*(tp >t) =~ AT,
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a state w oszacowaniu zalezg tylko od d, 1, a — b oraz R.

W sytuacji powyzszych dwu twierdzen w szczegdlnosci otrzymujemy, ze P*(rp > t) =~
P*(rp > t/2). Dlatego, przy odpowiednich ograniczeniach na czas t, we wszystkich trzech
prezentowanych przypadkach zachodzi przyblizona faktoryzacja jadra ciepta typu (32).

Bezposdrednimi wnioskami z tych oszacowan sg oszacowania innych funkcji waznych w
teorii potencjatu, to znaczy funkcji Greena i jadra Poissona. Mozna tez oszacowaé rozklad
czasu trafienia rozwazanych proceséw w zbiory zwarte.
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5. Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych

Poza piecioma pracami, stanowigcymi jednotematyczny cykl publikacji, po uzyskaniu stop-
nia doktora opublikowalem jeszcze pie¢ artykulow, dalsze dwa zostaly zaakceptowane do
publikacji, a kolejne trzy zostaly wystane do redakcji. Lgcznie jestem autorem lub wspélau-
torem 18 artykuléw. Liczba cytowan, wedtug bazy Web of Science (na dzien 16.02.2017), jest
réwna 132 (118 bez autocytowarl) za$ h-indeks (indeks Hirscha) jest réwny 7. Sumaryczny
impact factor czasopism dla pieciu publikacji wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego,
wedlug listy Journal Citation Reports wynosi 7,044, a sumaryczny impact factor czasopism
dla wszystkich publikacji wynosi 13,008, zob. Tablice 1.

Tablica 1: Impact factor czasopism wedtug listy Journal Citation Report zgodnie z rokiem
opublikowania (lub z roku 2015 dla publikacji z 2016 i 2017 roku).

praca czasopismo data publikacji impact factor
[H1]  Annals Prob. 2010 1,470
[H2]  Potential Anal. 2014 0,992
[H3]  J. Funct. Anal. 2014 1,322
[H4]  Stoch. Pr. Appl. 2014 1,056
[H5]  Prob. Th. Rel. Fields 2015 2,204
[P1]  Colloq. Math. 2010 -
[P2]  Collog. Math 2012 0,403
[P3]  Potential Anal. 2016 0,956
[P4]  J. Math. Anal. Appl. 2017 1,014
[P5]  Potential Anal. 2017 0,956
[P6]  Trans. Amer. Math. Soc. 2017 1,196*
[P7]  Prob. Math. Stat. 2017 0,315**
[D1]  Illinois J. Math 2007 0,558
[D2]  Prob. Math. Stat. 2008 -
[D3]  Potential Anal. 2008 0,566
Suma.: 13,008

* - praca [P6] zostala przyjeta do druku we wrzeéniu 2015 r.
*¥ - praca [P7] zostala przyjeta do druku w lutym 2016 r.

Lista prac po uzyskaniu stopnia doktora:

[P1] K. Bogdan, T. Grzywny. Heat kernel of fractional Laplacian in cones, Colloquium Mathema-
ticum 118(2), 365-377 (2010).

[P2] T. Grzywny, M. Ryznar. Potential theory of one-dimensional geometric stable processes, Col-
loquium Mathematicum 129(1), 7-40 (2012).

[P3] T. Grzywny, M. Ryznar. Hitting times of points and intervals for symmetric Lévy processes,
Potential Analysis, 1-39, DOI1:10.1007/s11118-016-9600-z (2016).

[P4] W. Cygan, T. Grzywny. Heat content for convolution semigroups, Journal of Mathematical
Analysis and Applications 446(2). 1393-1414 (2017).
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[P5] T. Grzywny, K. Szczypkowski. Kato classes for Lévy processes, Potential Analysis, 1-32,
DOT:10.1007/511118-017-9614-1 (2017).

[P6] W. Cygan, T. Grzywny, B. Trojan. Asymptotic behavior of densities of unimodal convolution
semigroups , w druku w Transactions of the American Mathematical Society, 1-22, DOI:
10.1090/tran/6830.

[P7] T. Grzywny, T. Jakubowski, G. Zurek. Green function for gradient perturbation of
unimodal Lévy processes, w druku w Probability and Mathematical Statistics, 1-25
(http://www.math.uni.wroc.pl/~pms/forthcoming.php).

[Prel] T. Grzywny, K.-Y. Kim, P. Kim. Estimates of Dirichlet heat kernel for symmetric Markov
processes, 1-40, arxiv: http://arxiv.org/abs/1512.02717. ,

[Pre2] T.Grzywny, M. Ryznar and B. Trojan. Asymptotic behaviour and estimates of slowly varying
convolution semigroups, 1-35, arxiv: http://arxiv.org/abs/1606.04178.

[Pre3] T. Grzywny, M. Kwasnicki. Potential kernels, probabilities of hitting a ball, harmonic
functions and the boundary Harnack inequality for unimodal Lévy processes, 1-34, arxiv:
https://arxiv.org/abs/1611.10304.

Moéj dorobek naukowy dopelniaja jeszcze ponizsze trzy publikacje wchodzace w sklad roz-
prawy doktorskiej, ktére nie beda tutaj oméwione.

[D1] T. Grzywny, M. Ryznar, Estimates of Green Function for some perturbations of fractional
Laplacian, Illinois Journal of Mathematics 51(4), 1409-1438 (2007).

[D2] T. Grzywny, Intrinsic ultracontractivity for Lévy processes, Probability and Mathematical
Statistics 28, 91-106 (2008).

[D3] T. Grzywny, M. Ryznar, Two-sided optimal bounds for Green functions of half-spaces for
relativistic a-stable process, Potential Analysis 28(3), 201-239 (2008).

Przedstawie teraz wyniki uzyskane w pracach [P1]-[P7] oraz [Prel]-[Pre3].

Prawdopodobienstwa trafienia

Gléwnymi wynikami pracy [P3] byly oszacowania i asymptotyki prawdopodobiefistwa, trafie-
nia w punkt i odcinek po czasie ¢ > 0 dla punktowo rekurencyjnych symetrycznych proceséw
Lévy’ego na prostej. Oszacowanie na prawdopodobienistwo trafienia w 0 po czasie ¢t > 0, gdy
symbol procesu spetnia WLSC z wyktadnikiem o > 1, jest nastepujacej postaci:

1
D)

W przypadku gdy zatozymy o procesie, ze jest unimodalny, nie musimy zaktadaé nic o sym-
bolu i otrzymujemy

W(T{o}>.t)% zeR, t>0.

K
BTy > 1) ~ o A,

1/p=1(1/1)

gdzie K jest skompensowanym jgdrem potencjatu
K(@) = [ @:(0) - pee))dt.
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Oprécz czasu trafiania w punkt, dla dowolnego symetrycznego procesu Lévy’ego, ktérego
wykladnik charakterystyczny spelnia wlasnod¢ WLSC z o > 1, otrzymaliSmy oszacowania
prawdopodobienistwa trafienia w odcinek po ustalonym czasie ¢ > 0. W trakcie badan udo-
wodnili$my miedzy innymi globalng nieréwnos$¢ Harnacka dla takich proceséw, co byto dosé
zaskakujace, poniewaz poza skalowaniami nie zakladamy nic wiecej. W szczegdblnosdci miara,
Lévy’ego moze by¢ czysto atomowa.

Cieplo calkowite

W pracy [P4] rozwazaliSmy wielko$é zwang cieplem catkowitym dla ogblnych proceséw Lévy’ego
w R%, to jest
Ho(t) = / P*(X, € Q)dz.
Q

OtrzymaliSmy oszacowania funkcji Hg opisane za pomoca funkcji Pruitta h oraz asymp-
totyczne zachowanie przy ¢ — 0. Wspomniang asymptotyke uzyskaliémy dla ogdlnych
proceséw Lévy’ego o skonczonym wahaniu. Do tego celu uzyliSmy teorii pétgrup pokazujac,
ze funkcje lipschitzowskie sa w dziedzinie generatora infinitezymalnego. W tym przypadku

|9 — Ho(t) ~ tC(%),

gdzie stala C(Q) jest podana jawnym wzorem i silnie zalezy od procesu. Ponadto, opisali-
$my takze asymptotyczne zachowanie ciepla catkowitego dla proceséw izotropowych, ktérych
wykladnik charakterystyczny 1 jest funkcja regularnie zmieniajgcq sie w nieskoniczonosci o
wykladniku o > 1. W tej sytuacji

Q] — Ha(t) ~ 1/%7(1/t)c(d, ) Per (),

gdzie Per(2) jest wariacyjnag miarg brzegu zbioru. W przypadku regularnych zbioréw, na
przyklad o brzegu lipschitzowskim, jest ona tozsama z miarg Hausdorffa brzegu zbioru.

Asymptotyka jadra ciepla

Klasyczny wynik uzyskany przez Pélya (d = 1) oraz Blumenthala i Getoora (d > 2) podaje
asymptotyczne zachowanie jadra ciepta izotropowych proceséw a-stabilnych, a € (0, 2):

() Ada, (37)

tlz]=e—0 t|x| I~

gdzie Aq, jest pewng stala. W artykule [P6] rozwazaliSémy izotropowo-unimodalne procesy
Lévy’ego, ktorych symbole sa funkcjami regularnie zmieniajgcymi sie w 0 lub nieskofczono-
sci. UzyskaliSmy istnienie analogicznej granicy jak w przypadku stabilnym, gdy wykladnik
regularno$ci symbolu jest écisle pomiedzy 0 i 2. Nalezy podkreslié, ze otrzymane granice sg
jednostajne przy odpowiednim zwigzku czasu ¢ i potozenia z. Ponadto udowodniliémy, ze na
odwrét, istnienie takiej granicy pociaga regularna zmiennosé symbolu. Gléwnym wynikiem
tej pracy jest otrzymanie analogonu Twierdzenia 13, gdzie zamiast nieréwnosci wystepuja
granice. Poza zachowaniem poza przekatng badaliSmy takze asymptotyczne zachowanie na
przekatnej.
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Metody wypracowane w [P6] uogélniliémy w artykule [Pre2]. WyznaczyliSmy w niej
asymptotyczne zachowanie jader ciepta zaréwno na przekatnej jak i poza nig, gdy sym-
bol nalezy do tak zwanej klasy de Haana, to jest podklasy funkcji wolno zmieniajacych sie.
Udowodnilidmy, ze jest to réwnowazne stwierdzeniu, ze gesto$é miary Lévy’ego zmienia sie
regularnie z wykladnikiem —d.

Klasy Kato

Klasy Kato pelnig istotng role zaréwno w teorii proceséw stochastycznych jak i teorii ope-
ratoréw pseudordzniczkowych. Jednak ich definicja zalezy od tego przez kogo jest wykorzy-
stywana. Mianowicie, w przypadku podejécia probabilistycznego, warunkiem definiujgcym
klase Kato jest istnienie nastepujacej granicy, ktéra w pewien sposéb opisuje matosé w czasie

t
lim [supEz ( / yq(Xu)[du)} —0, (38)
t—0+ z 0

gdzie ¢ jest funkcjg borelowsks na przestrzeni stanéw procesu {X;}+>0. Wykorzystujac lemat
Khas’minskiego powyzszy warunek jest wystarczajacy, zeby wykazaé lokalng regularnosé
polgrupy Feynmana-Kaca (Schrodingera)

Pif(e) =B o (- [ (%) du) £(X0)] .

Alternatywna definicja wywodzaca sie z teorii operator6w opisuje malto$é w przestrzeni

tim |sup B2 ( [~ e Lp( (Xa)la(Xa)ldu)| =0, (39)

r—=0t | =z

dla pewnego (wszystkich) X > 0. Zauwazmy, ze jeéli przez G* oznaczymy rezolwente, to
powyzszg granice mozna zapisaé jako

I [ CM(Lper ] ~ 0.
Jim 1sup G*(1p(an la]) ()
Gléwnym wynikiem pracy [P5] jest odpowiedZ na pytanie kiedy te dwie definicje sg réwno-
wazne dla ogélnych proceséw Lévy’ego.

Twierdzenie 37 (Theorem 1.1 in [P5]). Niech {X:}is0 bedzie dowolnym procesem Lévy’ego
w RE. Warunki (38) oraz (39) nie sq réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy O jest reqularne
dla {0}, to znaczy, ze P°(Tyy = 0) = 1.

Poza tym warunkiem probabilistycznym podaliSmy tez réwnowazny opis analityczny przy
uzyciu wykladnika charakterystycznego. Ponadto, w przypadku gdy te definicje nie sg réwno-
wazne, opisaliémy szczegdlowo kazdg z tych klas. Nalezy podkreélié, ze powyzsze twierdzenie
zachodzi dla dowolnego procesu Lévy’ego, a przeprowadzone rozumowania zalezg od jego
struktury, zwlaszcza dla proceséw niesymetrycznych.

34



Wolno zmieniajace sie symbole

W pracach [H1]-[H5] wiekszo$é wynikéw dotyczy proceséw izotropowo-unimodalnych, ktérych
wykladnik charakterystyczny spelnia stabe warunki skalowania WLSC i WUSC a przynaj-
mniej WLSC. Natomiast procesy, ktérych symbol zachowuje sie w nieskoriczono$ci na przy-
kiad jak logarytm, sa bardzo stabo zbadane. W pracy [P2] badaliémy proces geometrycznie
stabilny (¥(§) = In(1 + |£|%), a € (0,2]) na prostej, dowodzac miedzy innymi niezmienni-
czg na skalownie nieréwnos¢ Harnacka i oszacowania funkcji Greena i jadra Poissona dla
odcinka i potprostej. Byl to pierwszy tego typu wynik dla proceséw o wolno zmieniaja-
cym sie symbolu. Nastepnie, w pracy [Pre2], skupiliémy sie na oszacowaniach jadra ciepta
i funkcji Greena calej przestrzeni dla proceséw, ktérych wykladniki Lévy’ego-Chinczyna nie
spetniaja WLSC. OtrzymaliSmy miedzy innymi ostre oszacowania jadra ciepta proceséw o
gestodci miary Lévy’go postaci ‘e(li flf D, gdzie / jest funkcja ograniczong i wolno zmieniajgca
sie w nieskonczonosci. Symbol taLiego procesu jest wtedy tez funkcja wolno zmieniajacy, sie
i jest asymptotycznie réwny

il 4(s)

WO ~ [ s
1S

Przy tym zaltozeniu jadro ciepta posiada nastepujace oszacowanie

£1/12]) ey

Nalezy tutaj podkredli¢, ze w tej sytuacji funkcja p; nie jest ograniczong i nie wyraza sie przy
pomocy odwrotnej transformaty Fouriera, dlatego nie mozna uzywaé tutaj standardowych
oszacowan z analizy fourierowskiej oméwionych powyze;j.

Artykul [Pre3] w gléwnej mierze poswiecony jest procesom, dla ktérych 1 nie spelnia
WLSC. Uzyskaliémy oszacowanie na prawdopodobienstwo trafienia w kule przez proces star-
tujacy z jej zewnetrza oraz wzmocniliémy oszacowanie na funkcje Greena calej przestrzeni
z pracy [H2] oraz [Pre2]. Ponadto udowodniliémy niezmienniczg na skalowanie brzegows
nieréwnos$¢ Harnacka, w szczegdlnosci nieréwnoéé Harnacka przy dosé stabym zalozeniu na
gesto$¢ miary Lévy’ego.

Jadro ciepta zabitych proceséw Markowa

Tematyka jadra ciepta z warunkiem Dirichleta zajmowaliSmy sie réwniez w pracach [P1],
[P3] oraz [Prel]. W [P1] badaliémy jadra ciepta dla stozkéw dla ulamkowego laplasjanu
otrzymujac ostre oszacowania. Byt to pierwszy tego typu wynik dla zbioru nieograniczonego
i operatora nielokalnego. Badania te stanowily tez pierwszy etap badan rozwinietych p6zniej
w pracy [H1]. Artykul [P3] jest gléwnie poéwiecony prawdopodobiefistwu trafienia w punkt
i odcinek dla ogdlnych symetrycznych proceséw Lévy’ego na prostej, ale dodatkowo jako
zastosowanie otrzymanych oszacowan uzyskali$émy ostre ograniczenia na jadro ciepla procesu
zabitego po trafieniu w odcinek dla proceséw izotropowo-unimodalnych, dla ktérych symbole
spelniaja globalne wlasnoéci skalowania z wykladnikami pomiedzy 1 a 2. OtrzymaliSmy
zatem uzupeinienie Twierdzenia 35, gdy 1 = d < a. W tej sytuacji faktoryzacja (32) takze
jest prawdziwa, tylko oszacowania prawdopodobienstwa przezycia sg bardziej zlozone niz w
sytuacji tranzytywnej (Twierdzenie 35). Nalezy podkredlié, ze poza przypadkiem stabilnym
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rozwigzanym w pracy [H1] nie byly do tej pory znane oszacowania jadra ciepta dopelnienia,
odcinka, gdy proces jest rekurencyjny.

Oprocz proceséw Lévy’ego rozwazaliémy takze bardziej ogdlne procesy Markowa. W arty-
kule [Prel] uzyskaliémy ostre oszacowania jadra ciepta zabitych proceséw Markowa, ktérych
miary skokéw sg poréwnywalne z miara Lévy’ego procesu izotropowo-unimodalnego. Poza,
tym, ze otrzymane wyniki zachodzg dla szerokiej klasy proceséw Markowa, sg one tez nowe
dla proceséw Lévy’ego, poniewaz w tej pracy rozwazaliSmy zbiory o brzegu, ktéry jest mniej
gladki niz C1L.

Zaburzenia gradientowe

Artykul [P7] poSwigcony jest badaniu operatora £+b(z)-V na ograniczonych podzbiorach R,
d > 2, gdzie L jest generatorem procesu izotropowo-unimodalnego, ktérego symbol spelnia
warunki skalowania WLSC i WUSC z wykltadnikami wiekszymi od 1, a b jest polem wekto-
rowym z odpowiedniej klasy Kato. Operator £ jest wyzszego rzedu niz V, zatem L+ b(z)-V
mozna traktowaé jako operator £ zaburzony operatorem nizszego rzedu. Gléwnym wynikiem
pracy jest poréwnywalno$¢ funkcji Greena tego operatora z funkcjg Greena operatora nie-
zaburzonego na ograniczonych zbiorach klasy C*!, przy dodatkowym zalozeniu regularnoéci
gestoéci miary Lévy’ego. W szczegblnosci wszystkie podporzadkowane ruchy Browna spel-
niajg to zalozenie. Podstawowym narzedziem jest tutaj wzér Duhamela dla funkcji Greena,
ktéry udowodniliémy w pracy [P7]

Golz,y) = Golz,y) + /D Gp(z, 2)b(2) - V.Gp(z,y)dz.

Tutaj Gp(z,y), Gp(z,y) sa odpowiednio funkcjami Greena dla zbioru D dla operatora za-
burzonego i niezaburzonego. Bezposrednim wnioskiem z tej poréwnywalnosci jest uzyskanie
niezmienniczej na skalowanie brzegowej nieréwnoéci Harnacka dla zaburzonego operatora.
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