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(c) Omoéwienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osiggnietych wynikéw

Wyréznionym osiggnieciem, ktdére stanowi podstawe do wszczecia postepowania habilitacyjnego
jest cykl 6 prac, w ktérych zajmujemy sie réwnaniami rézniczkowymi z pochodng dowolnego
rzeczywistego rzedu. Z historycznych przyczyn ten operator rézniczkowania jest nazywany
pochodng utamkowg (ang. fractional derivative), a dziat matematyki zajmujgcy si¢ nim nosi nazwe
analizy utamkowej (fractional calculus). Dzigki swoim wlasnosciom zwigzanych z dluga pamiecia
oraz nielokalnoscig, pochodne utamkowe znajdujq coraz szersze zastosowania w matematycznych
modelach wielu zjawisk fizycznych, chemicznych oraz biologicznych.

Celem prac [H1-H6] jest analiza nieliniowego réwnania anomalnej dyfuzji, w ktérym pochodna
utamkowa wystepuje jako operator ewolucji w czasie (w naszym przypadku jest to subdyfuzja).
Pochodna utamkowa jest operatorem nielokalnym, zatem znalezienie jawnych postaci doktad-
nych rozwigzan réwnan utamkowych jest zwykle nieosiggalne. Jedynie w prostych przypadkach
rozwigzania moga by¢ wyrazone jawnie za pomoca funkcji specjalnych. Poniewaz réwnania z
pochodng utamkowgq sg coraz czesciej uzywane w zastosowaniach, bardzo cenna jest znajomosé
chocby przyblizonych postaci ich rozwigzan, ktére jednoczeénie beda na tyle proste by méc byé
szybko wykorzystywane przez praktykéw. Stanowito to motywacje do uzyskania niektérych
wynikéw przedstawionych w wymienionych artykufach. Pozostale rezultaty dotycza istnienia
i jednoznaczno$ci rozwigzah badanego réwnania oraz probleméw odwrotnych zwigzanych z
identyfikacja dyfuzyjnoséci. Podajemy réwniez twierdzenia zwigzane z konstrukcjg metod nume-
rycznych stuzacych do znajdowania przyblizer operatora Erdélyi-Kobera oraz rozwigzan réwnan
catkowo-rézniczkowych, w ktérych on wystepuje.

W pierwszej czesci rozprawy wylozymy podstawy analizy utamkowej oraz jej zastosowar. Po-
nadto wskazemy zwigzek naszych wynikéw z istniejgcg wiedza oraz ich znaczenie w zastosowa-
niach. W dalszej czeSci przedstawimy szczegétowy opis prac sktadajacych sie na osiggniecie
naukowe. Autoreferat zakoniczymy omoéwieniem artykutéw, ktére nie zostaly wiaczone do
osiggniecia.
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4.1 Operatory utamkowe

W tej czeSci rozprawy przedstawimy podstawowe wiadomosci dotyczace analizy operatorow
bedacych uogélnieniami rézniczkowania oraz catkowania: pochodnej oraz catki utamkowe;.

4.1.1 Notacja oraz podstawowe definicje i wlasno$ci

W tym punkcie podamy podstawowe definicje operatoréw utamkowych oraz wprowadzimy
notacje, z ktérej bedziemy korzysta¢ w dalszych czeSciach rozprawy. Bardzo obszerny przeglad
teorii catek i pochodnych utamkowych znalez¢ mozna w monografiach [96, 91, 35], natomiast
ciekawy wstep historyczny znajduje sie w [81].

Definicja1l Niech a € R oraz o« > 0. Catka utamkowa Riemanna-Liouville’a rz¢du o z lokalnie
catkowalnej funkcji f jest zdefiniowana wzorem

[3f(x) = %oc) Jx(x —t)* 'f(t)dt, x> a. 4.1.1)

Jesli a = 0, to piszemy 1§ = 1%. Ponadto gdy o = 0 kladziemy 1% = Id.

Od razu mozemy poczynic kilka uwag. Przede wszystkim bezposredni rachunek oraz twierdzenie
Fubiniego pokazuje, ze catka utamkowa jest operatorem z przestrzeni funkcji lokalnie catkowal-
nych w nig samg (szczegoly znajduja sie w [76] oraz w monografii [96]). Ponadto jesli « =n € N
to ‘I X X t th-1

IMf(x) == WJ (x —t)" 'f(t)dt = J dt; J dtz...J f(tn)dty, (4.1.2)
czyli calka Riemanna-Liouville’a sprowadza si¢ do znanego wzoru na n-ta funkcje pierwotng. W
analogiczny sposéb mozemy zdefiniowa¢ pochodng utamkowa w sensie Riemanna-Liouville’a.

Definicja 2 Niech a € R oraz « > 0. Pochodna utamkowa Riemanna-Liouville’a rzedu « > 0 z
lokalnie catkowalnej funkcji f zdefiniowana jest wzorem

Dof(x) :== %Iz_“ﬂx}, X > q, (4.1.3)

dlan = [«] + 1. W przypadku a = 0 piszemy D* = D§.

Widzimy, ze jesli x = n € N to DY = %Ig = (&_nn’ czyli pochodna Riemanna-Liouville’a rzeczy-
wiscie uogolnia klasyczny operator rézniczkowania. Ponadto dla « = 0 mamy DY = %IL = Id.

Mozemy zauwazy¢, ze pochodna utamkowa (4.1.3) jest operatorem nielokalnym wiec aby obliczy¢
jej wartoé¢ w punkcie x trzeba zna¢ wartosci funkcji we wszystkich t € (a, x). Wlasnos¢ ta bardzo
kontrastuje z lokalnym charakterem klasycznej pochodnej oraz jest podstawg sukcesu analizy
utamkowej w modelowaniu zjawisk z pamiecig [79].

W prosty spos6b mozna pokazaé wzory na rézniczkowanie i catkowanie funkcji potegowych.

Fakt1 Niech a € R, o« > 0 oraz 3 > —1. Dla f(x) = (x — a)P zachodzi

156(x) = - P)

VT (L q)Bt
(1+f5+0()(x a)Pt >0, (4.1.4)



oraz

o TOHB)
Daf(X) = m(x (1)[5 y x> 0. (415)
W szczegdlnosci dla 3 = 0 mamy
N _ (x—a)™

W dalszej czesci autoreferatu omawiamy rezultaty dotyczace rozwigzan réwnan rézniczkowych
z pochodng ulamkowq. Ponizej definiujemy niezbedne pojecia. Aby nie odbiega¢ zbytnio od
tematyki rozprawy, ograniczymy sie tutaj wylgcznie do najprostszych, modelowych réwnan.
Niektére uogdlnienia zostang oméwione we wlaSciwej czesci rozprawy.

Definicja 3 Niech « € (0,00) \ Noraz n = [&] + 1. Zagadnieniem poczgtkowym (Cauchy’ego) z
pochodng Riemanna-Liouville’a nazywamy réwnanie rézniczkowe

Day = f(x,y(x)), (4.1.7)

z warunkami poczgtkowymi
D¥*y(a) =y, k=1..n. (4.1.8)

Mowimy, zey = y(x) jest rozwigzaniem gdy spetnia (4.1.7)-(4.1.8) oraz jest ciggla.

Zauwazmy, ze warunki poczatkowe w powyzszej definicji nie sa standardowego typu, to zna-
czy nie zadajemy wartosci funkcji oraz pochodnych rzedu catkowitego. Istnienie i jednoznacz-
no$¢ rozwigzania zagadnienia poczgtkowego z pochodng Riemanna-Liouville’a dowodzi si¢
wprowadzajac réwnowazne réwnanie catkowe Volterry i korzystajgc z klasycznej teorii. Na
przyktad mozna pokazaé, ze dla istnienia i jednoznacznosci rozwigzania wystarczy spetnianie
warunku Lipschitza przez funkcje f ze wzgledu na y (bardzo obszerne omoéwienie znajduje sie w
[96, 22]).

Istnieje kilka metod znajdywania jawnych postaci rozwigzan réwnan rézniczkowych z pochodng
utamkowg, z ktérych najpowszechniejsze to sprowadzenie do réwnania catkowego oraz skorzy-
stanie z transformaty Laplace’a (dla réwnan liniowych). Oczywiscie zadanie takie moze by¢
wykonalne jedynie dla prostych postaci funkcji f w (4.1.7). Okazuje sig, ze nawet dla réwnan
liniowych ich rozwigzania dane sg czesto za pomoca funkgji specjalnych.

Posta¢ warunkéw poczatkowych (4.1.8) sprawia, ze bardzo trudno jest podac ich interpretacje
tizyczng (lub geometryczng). O ile dynamika utamkowa znajduje wiele zastosowarn w modelowa-
niu rzeczywistych zjawisk o tyle wcigz istniejg trudnosci z zadawaniem odpowiednich warunkéw
poczatkowych. Jedno z rozwigzan tego problemu zostalo podane przez Caputo [16], ktéry zmody-
tikowat definicje pochodnej utamkowej poprzez zamiane kolejnosci operatoréw rézniczkowania
oraz calkowania w (4.1.3). W szczeg6lnosci, pochodna Caputo ze stalej wynosi zero.

W analizie utamkowej bada sie réwniez szereg innych operatoréw uogdélniajacych operatory réz-
niczkowania. Z tych najwazniejszych wymieni¢ mozna pochodng Riesza [96, 24] oraz zwigzany z
nig utamkowy Laplasjan [15, 104], operator Hadamarda [48], Weyla [80] oraz pochodng Griinwalda-
Letnikova [91]. Nie bedziemy tutaj omawiac szczegétowo tych operatoréw gdyz nie sa one przed-
miotem naszych rozwazan w dalszej czeSci rozprawy. Wspomnijmy jednak o waznym operatorze
blisko z nig zwigzanym z catkg utamkowa. Jest on centralnym obiektem, ktérego dotyczy wiele
wynikéw bedacych czedcig wyrdznionych prac [H1-H6].



Definicja 4 Niech a,b,c > 0 oraz funkcja f bedzie lokalnie catkowalna. Operator Erdélyi-Kobera
zdefiniowany jest nastepujgcym wzorem

1 i
[9PF(x) = —J 1—5)""s%(xsc)ds, x>0. 419
)= fpy |, (9 Ise ) (41.9)

W przypadku gdy funkcja £ ma zwarty nosnik, dopuszczamy a,c € R.

Operator Erdélyi-Kobera (E-K) pojawit sie w literaturze w latach czterdziestych ubiegltego wieku
podczas badant w analizie zespolonej [27, 53]. Posiada on szereg ciekawych wtasnosci [100, 90],
a jego zastosowania w analizie ulamkowej opisane s3 w monografii [51]. Oprécz tego szereg
rozwigzan réwnan catkowych z operatorem E-K znalez¢ mozna w [97, 52] oraz w referencjach
tam umieszczonych.

4.1.2 Zastosowania rachunku utamkowego

Przez ostatnie pét wieku rachunek utamkowy znajduje coraz wigekszy obszar zastosowart w na-
ukach przyrodniczych oraz inzynierii. Spowodowane jest to miedzy innymi rozwojem technologii
pozwalajacej bardziej doktadnie badaé dynamike wielu zjawisk, konstruowaé nowe materiaty oraz
rozwaza¢ nature uktadéw ztozonych (complex systems). Ponizej oméwimy pokrétce kilka waznych
wspolczesnych zastosowarnt pochodnych utamkowych. Dodatkowe informacje dotyczace analizy
utamkowej oraz jej zastosowari znalez¢ mozna w monografiach [95, 42, 71].

Jedne z pierwszych zastosowan analizy ulamkowej miaty miejsce w modelowaniu materiatéw
lepkosprezystych. W najprostszym ujeciu mozemy mysle¢ o pochodnej utamkowej zadajacej
prawo konstytutywne lezagce pomiedzy prawem Hooke’a dla materialéw sprezystych, a prawem
Newtona dla modelowania lepkosci ptynéw. W pierwszym przypadku naprezenie jest propor-
cjonalne do odksztalcenia, a w drugim - do jego pochodnej. Operator utamkowy interpoluje
pomiedzy tymi dwoma wariantami. Podstawy teorii dotyczgcej modeli utamkowych dla materia-
t6w lepkosprezystych wylozone sa w artykutach [5, 54], natomiast ciekawe wyniki eksperymen-
talne zostaty opublikowane w [78]. Bardziej wspélczesny oraz matematyczny przeglad utamkowej
teorii lepkosprezystosci przedstawiony zostat w monografii [72], gdzie poruszone zostaty réwniez
problemy propagacji fal w wielu osrodkach.

Kolejnym waznym zastosowaniem rachunku utamkowego jest modelowanie anomalnej dyfuzji.
Moéwigc bardzo skrétowo jest to dyfuzja o dynamice wolniejszej (subdyfuzja) lub szybszej (su-
perdyfuzja) niz dyfuzja bedaca wynikiem prawa Ficka. Taka ewolucja czesto jest utozsamiana z
losowym btagdzeniem czastki, ktérej ruch jest opisywany procesem stochastycznym skonstruowa-
nym na bazie rozkltadéw ciezkoogonowych. Bardzo obszerny i ciekawy opis takiej konstrukcji
opartej na bladzeniu losowym z czasem cigglym (CTRW) wraz z licznymi zastosowaniami znalez¢
mozna w [79, 101]. Zjawisk, w ktérych zaobserwowano anomalng dynamike ciggle przybywa.
Dynamika szybsza niz klasyczna, czyli superdyfuzyjna, zaobserwowana byta w turbulentnej dy-
tuzji Richardsona w atmosferze [93, 8], w niektérych przeptywach obrotowych [106], w polimerach
[87], optyce kwantowej [98], fizyce plazmy [21] oraz ruchu ameb i bakterii [56, 83]. Subdyfuzja
wystepuje miedzy innymi w transporcie na fraktalach [10, 41], niektérych polimerach [28, 49],
konwekcji w ptynach o duzej liczbie Pécleta [109, 107], transporcie fadunku w amorficznych poét-
przewodnikach [99, 38] czy infiltracji w oSrodkach porowatych [25, 92, 103, 55, 4]. To ostatnie
zjawisko stato sie motywacjg dla rozwazan przedstawionych w niniejszym autoreferacie.



4.2 Szczegbélowy opis wynikéw
421 Cel rozprawy

Gléwnym celem rozprawy jest przedstawienie wynikéw dotyczacych nieliniowego réwnania
subdyfuzji, w ktérym dyfuzyjnos¢ jest typu potegowego. Sa w duzej mierze motywowane
zastosowaniami modelu ulamkowego osrodka porowatego w inzynierii materialowej oraz hy-
drologii. Dotyczg zaréwno praktycznych aspektéw zagadnienia takich jak oszacowania, metody
numeryczne oraz problemy odwrotne, jak réwniez tych teoretycznych: istnienia, jednoznacz-
nodci rozwigzan oraz wilasnosci operatoréw nielokalnych. Catos¢ wynikéw prezentuje teorie
czasowo-ulamkowego uogoélnienia réwnania oérodka porowatego, ktére w przypadku klasycz-
nym (z pochodng czasowa rzedu pierwszego) jest aktywnie badane juz od kilkudziesieciu lat.
Dyfuzja anomalna byta jak dotagd przedmiotem intensywnych dociekari jedynie w przypadku
liniowym. Nasze prace sg jednymi z pierwszych prezentujgcych wyniki dotyczace utamkowego
réwnania nieliniowej dyfuzji.

Do gltéwnych rezultatéw omawianego osiggniecia nalezg nastepujace wyniki.

¢ Zbadanie wtasnosci operatora Erdélyi-Kobera (E-K) zdefiniowanego wzorem (4.1.9). Najwaz-
niejsze z nich dotycza szybkosci jego zbieznosci do operatora identyczno$ci oraz reprezentacji
za pomocg szeregu funkcyjnego.

¢ Udowodnienie istnienia i jednoznacznosci rozwigzan dla czasowo-utamkowego réwnania
dyfuzji nieliniowe;j.
* Znalezienie kilku oszacowan oraz rozwigzan przyblizonych uzytecznych w zastosowaniach.

* Regularyzacja problemu odwrotnego polegajacego na identyfikacji dyfuzyjnosci w badanym
réwnaniu.

* Zaproponowanie schematu numerycznego do rozwigzywania réwnan catkowo-rézniczkowych
z operatorem E-K.

¢ Konstrukcja dyskretyzacji operatora E-K wraz ze wskazaniem rzed 6w zbieznosci oraz doktadng
postacig asymptotyczng btedu.

Wszystkie wymienione powyzej wyniki sg oryginalne (by¢ moze z wyjatkiem kilku prostych
wlasnosci operatora E-K) i nie byly dotychczas omawiane w literaturze. Osiggniecie opisane
w niniejszym autoreferacie rozwija teorie nieliniowego réwnania subdyfuzji oraz podaje Sciste
wyniki, ktérych motywacjq jest jego znaczenie w inzynierii materiatowej.

Nasze zainteresowanie podjeta tematyka ma dwojakg nature. Po pierwsze, jak zostalo powyZej
wspomniane, rozpatrywane réwnanie ma szerokie zastosowania w hydrologii oraz inzynierii ma-
terialowej. Po drugie, w trakcie badan okazalo sig, ze jesli chodzi o wyniki czysto matematyczne,
to literatura nie zawiera zbyt wielu istotnych rezultatéw. Stworzylo to potrzebe uzupetnienia kilku
luk w badanej tematyce. Okazato sie, ze opublikowane rezultaty wzbudzily zainteresowanie in-
nych badaczy z catego Swiata. Ponizej podane sg statystyki dotyczace cytowan (bez autocytowar;
zrédto: Web of Knowledge)

[H1] (2013) 3 Cytowania w czasopismach: Journal of Mathematical Physics, Journal of Inverse and
Ill-posed Problems, International Journal of Numerical Analysis and Modelling.

[H2] (2015) 10 Cytowant w czasopismach: Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, Boundary Value Problems, Applied Mathematics and Computation, Dynamic
Systems and Applications, International Journal of Heat and Mass Transfer, Materials and
Structures.



[H3] (2014) 7 Cytowan w czasopismach: SIAM Journal on Applied Mathematics, Boundary Value
Problems, Dynamic Systems and Applications, Journal of Inverse and Ill-posed Problems.

W chwili pisania niniejszego autoreferatu pozostate prace nie byly cytowane, poniewaz zostaty
opublikowane stosunkowo niedawno.

4.2.2 Sformulowanie modelu oraz posta¢ samopodobna ré6wnania (prace [H1-H3])

We wszystkich pracach wskazanych w osiggnieciu [H1-H6] znajduja sie wyniki dotyczace studiéw
nad réwnaniem czasowo-ulamkowego réwnania (sub)dyfuzji anomalnej

ofu = (D(uw)uy) O<a<l, (4.2.1)

x )

gdzie pochodna po czasie jest operatorem ulamkowym w sensie Riemanna-Liouville’a (4.1.3).
Fizyczne wyprowadzenie powyzszego wzoru oraz jego zasadno$¢ w modelowaniu zjawiska infil-
tracji oSrodkéw porowatych, takich jak niektére materiaty budowlane, zostaly podane w jednej z
prac wymienionych w osiggnieciu [H2]. Nadmieni¢ trzeba, ze wyprowadzenie fizyczne prowadzi
do réwnania (4.2.1), w ktérym pochodna jest typu Caputo. Niemniej jednak w przypadku ze-
rowego warunku poczatkowego pochodna Caputo jest réwna operatorowi Riemanna-Liouville’a
(zob. [96]).

Przypadek o« — 1~ bedziemy nazywa¢ klasycznym w mys$l redukcji do zwyktego réwnania nie-
liniowej dyfuzji. Dyfuzyjno$¢ D moze przyjmowac rézne postaci dla nas jednak przez wigekszos¢
rozprawy bedzie zachodzito D(u) oc u™ dla m > 1. Jesli D(u) = const. to bedziemy moéwi¢ o
przypadku liniowym.

Zagadnienie (sub)dyfuzji anomalnej jest badane od kilku lat zwlaszcza w sytuacji, gdy dyfu-
Zja opisana jest rOwnaniem liniowym [73, 34, 62]. W takim przypadku udaje si¢ nawet podac
rozwigzanie w zwartej postaci za pomocg funkcji specjalnych Wrighta [75]. Bardzo ciekawe i
ogolne rezultaty dotyczace rozwigzania fundamentalnego czasowo- i przestrzennie-utamkowego
réwnania dyfuzji anomalnej zostaly podane w [74]. Autorzy podali wynik w zwartej formie
w przypadku, gdy pochodna czasowa jest typu Caputo, a przestrzenna - Riesza-Fellera (jedno-
wymiarowa wersja ulamkowego Laplasjanu z uogolnieniem na sko$nos¢). Dla czasowo- oraz
przestrzenno-utamkowego zagadnienia dyfuzji anomalnej odpowiedzi na typowe pytania o ist-
nienie i jednoznaczno$¢ zagadnienia Cauchy’ego zostaly pozytywnie udzielone (zob. np. [64],
istnienie stabych rozwigzan byto pokazane w [58]). Ulamkowa zasada maksimum dla (4.2.1)
badana byta w [67, 66, 45], a w pracy [68] zostala uzyta do dowodu istnienia i jednoznacznosci.

Bezposredniag motywacja do podjecia naszych badan byly prace [25, 4, 55] omawiajace donie-
sienia eksperymentalne dotyczace infiltracji niektérych materialéw budowlanych oraz pewnych
mineraléw (zeolit). Eksperyment, ktéry staramy sie opisa¢ moze by¢ tak zaprojektowany, aby
jeden w wymiaréw materiatu byt duzo wiekszy niz pozostate [4, 25] (na przyktad 12mm x 12mm
x 120mm). Przeplyw bedzie wtedy istotnie jednowymiarowy. Aby zminimalizowaé¢ dzialanie
grawitacji prébke materialu umieszcza si¢ poziomo i mocuje sztywno. Jedna z jej Scian poddaje
sie kontaktowi z woda a wchianianie sie¢ wilgoci wewnatrz oSrodka obserwuje sie na przyktad
jadrowym rezonansem magnetycznym. Nastepnie wartoSci pomiarowe, czyli wilgotnoé¢ dla da-
nego punktu przestrzeni w chwili czasu, umieszcza sie na wykresie wzgledem samopodobnej
zmiennej Xt 2. W klasycznym przypadku wszystkie punkty powinny znalez¢ sie wtedy na jednej
krzywej [25]. Okazuje si¢, Ze w niektérych materiatach zachodzi zupelnie inne samopodobne
skalowanie. Ta odmienna od klasycznej dynamika zjawiska skionita wielu autoréw do poszuki-
wania nowych réwnarn opisujacych badany material. Réwnania te byly zazwyczaj podane czysto
fenomenologicznie, bez doktadnych wyprowadzen oraz Scistych analiz. Nasze wyniki oméwione
ponizej starajg sie uzupelnié luki w tej tematyce.
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W pracach [H1-H3, H6] bedziemy przyjmowac potegowq posta¢ dyfuzyjnosci
Du =u™ m2>1. (4.2.2)

Jest to bardzo powszechna forma, w wielu przypadkach potwierdzona eksperymentalnie [9,
11]. Uzywamy réwniez zmiennych bezwymiarowych, ktére moga by¢ zawsze wprowadzone
przez odpowiednie przeskalowanie wszystkich wystepujacych w réwnaniu wielkosci (por. [H2]).
Nasze gléwne réwnanie przyjmuje postac

ofu=(u"u) , x>0, t>0, O<a<l. (4.2.3)

Jest to nielokalne w czasie nieliniowe réwnanie dyfuzji okre$lone na poétprostej. Rozwazaé
bedziemy nastepujace fizyczne warunki brzegowe

w(0,t) =1, ufoo,t)=0, t>0, (4.2.4)

oraz
—u™(0,t)u, (0,t) =1, ufoo,t) =0, t>0. (4.2.5)

Pierwszy z nich opisuje typowy eksperyment opisany powyzej, w ktérym jeden brzeg osrodka
(na przyklad cegly) jest utrzymywany w stalej wilgotnosci. Warunek (4.2.5) zadaje strumien czyli
wyobraza¢ mozemy sobie, ze woda jest ,wttaczana” do oérodka przez jeden z jego brzegéw. W
zastosowaniach interesujgce jest przede wszystkim poznanie tempa propagacji wilgoci wewnatrz
cegly. Jako, ze najwazniejszym z punktu widzenia zastosowan warunkiem jest (4.2.4), wiekszos¢
naszych wynikéw dotyczy wlasnie jego.

Poczyfimy ostatnie ze wstepnych zatozeri o modelu. W pracach [H2-H3, H6] zajmowaliSmy sie
poszukiwaniem rozwigzan (4.2.3) o zwartym noéniku. Motywacja takich rozwazan jest dwo-
jaka. Po pierwsze, z fizycznego punktu widzenia predkosé propagacji frontu wilgoci wewnatrz
os$rodka jest zawsze skoniczona, to znaczy, ze dla dowolnego czasu t > 0 istnieje taki punkt x*(t),
ze u(x,t) = 0dlax > x*(t). (Oczywiscie przy zatozeniu nieskoriczonego osrodka - w przypadku
rzeczywistej cegly w pewnym momencie cata zostataby wypelniona wodg). Po drugie, rozwaza-
nia nad klasycznym réwnaniem nieliniowej dyfuzji (réwnaniem oérodka porowatego) wskazuja,
ze przy pewnych zatozeniach (odpowiedni dobér dyfuzyjnosci) rozwigzanie spelniajace badane
przez nas warunki brzegowe ma zawsze zwarty nosnik (por. [3, 20]). Opierajac si¢ zatem na tych
motywacjach zaktadamy, ze

u(x,t) =0 dla x> x*"(t). (4.2.6)

Interesujg nas rozwigzania samopodobne réwnania (4.2.3), podstawmy zatem

ulet) = tUm), 1=, (4.2.7)

gdzie state a i b s3g do wyznaczenia. Pochodna utamkowa transformuje si¢ nastepujaco

0 1 o[t
ofu(x,t) = P (L (tU(xt™)) = o ot L(t —z)%z%U(xz °)dz .
1 0 a—o+ ] —a.a - B
T —«)dt (t 1L(1 —s) *sU(ns b)ds> )

Wyrazenie po prawej stronie zawiera operator E-K, co daje

0 —x a,l—a a—o d a,l—x
a‘t"u(x,t):a(t“ e u(n)):t {(a—oﬂ—])—bnd—nll’l Um), (4.2.9)



gdzie uzyliémy regutly taficucha

0 on d 4 d
— = —— = —bnt ' —. 4.2.10
ot otdn N dn ( )

Prawa strona rownania (4.2.3) transformuje si¢ nastepujaco
(W™ (%t (x, 1)) = £ (U ) U (), (42.11)

gdzie primem oznaczyliSmy pochodng wzgledem n. Poréwnujac (4.2.9) z (4.2.11) otrzymujemy
warunek na to, aby zmienna t zostata wyrugowana:

2b —ma = «. (4.2.12)

Jako, ze mamy dwie niewiadome musimy zada¢ kolejne réwnanie na a i b. Znajdziemy je
korzystajac z warunkéw brzegowych (dokladne rozumowanie przedstawione jest w pracy [H2]).
W rezultacie otrzymujemy réwnanie catkowo-rézniczkowe

d
umu’)’ = (a—oc+1)—bna U, O0<a<l, m>1, (4.2.13)
b

wraz z zestawem dwé6ch warunkéw brzegowych

U©)=1, Um)=0 dla n>n*>0 dla a=0, b= %‘ (4.2.14)
albo
o m+1
—uO)mu’'(0)=1, Um =0 dl >n">0 dl = b= 421
WO =1, UM =0 dla n>n'>0 da a=—"— b=l-—a (4215
dla pewnego n* bedacego ograniczeniem nosnika
n*:=sup{n>0: Un) > 0}. (4.2.16)

Liczba n* bedzie znaleziona jako cze$¢ rozwigzania zagadnienia. Poniewaz réwnanie (4.2.13) jest
zdegenerowane w okolicy punktu, w ktérym U = 0, wiec rozwigzanie traci gtadko$¢ w otoczeniu
n*. Dlatego tez nalezy interpretowac je w sensie stabym (zob. [86]), co jest podstawg rozwazan w
przypadku klasycznym.

4.2.3 Istnienie i jednoznaczno$¢ (praca [H6])

W pracy [H6] omawiamy wyniki dotyczace istnienia i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia
(4.2.13) z warunkami (4.2.14). Przypomnijmy, Ze szukamy rozwigzan o zwartym noéniku, ktérego
doktadne potozenie musi by¢ znalezione jako cze$¢ rozwigzania. Jak wspomnieliSmy powyZzej,
rozwigzanie U rozumiane jest w sensie stabym (por. [86]).

Eksperyment pokazuje, ze liniowa dyfuzja nie wystarcza do opisu dyspersji wilgoci w pewnych
materiatach (np. niektérych cegtach czy zeolicie). Stad potrzeba doktadnej matematycznej analizy
réwnania (4.2.1), ktéra jest przedmiotem niniejszej rozprawy. Zgodnie z naszg wiedza, wigekszos¢
opublikowanych wynikéw jest natury eksperymentalnej lub fizycznej (zob. [30, 89, 102,77, 61]). W
cytowanych pracach rozwaza sie¢ ré6zne wersje nieliniowego réwnania subdyfuzji oraz sprawdza
sie jak numerycznie wyznaczone rozwigzanie odtwarza wyniki eksperymentalne. Pierwsze po-
dej$cia do Scistej analizy polegaja na zastosowaniu metod grup Liego w poszukiwaniu rozwigzan
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samopodobnych. W pracy [29] autorzy skonstruowali kilka doktadnych rozwigzar réwnania (4.2.1)
uzywajac odpowiednich transformacji zmiennych. Podobne wyniki otrzymane byty w [23, 69, 70].

Wymienione powyzej prace wskazujg na istnienie pewnych klas rozwigzan nieliniowych réwnan
czastkowych i w wiekszoéci nie biorg pod uwage z géry zadanych warunkéw brzegowych. Nasze
rozumowanie prowadzi do udowodnienia istnienia oraz jednoznacznosci i jest ono uogélnieniem
metod uzywanych w klasycznej teorii nieliniowych réwnan Volterry (patrz [85, 3]). Wedtug
wiedzy autora, jest to pierwsze udokumentowane w literaturze podejscie do tego zagadnienia.

Na koniec tego krétkiego przegladu literatury oméwimy wyniki dotyczace klasycznej wersji row-
nania (4.2.1), czyli - w przypadku potegowej dyfuzyjnosci - réwnania osrodka porowatego. Istnie-
nie i jednoznacznoé¢ rozwigzania tego zagadnienia (z réznymi typami warunkéw poczatkowo-
brzegowych) byly pokazane w [3] oraz [20] (por. inne podejScie oparte na réwnaniach catkowych
[84, 85]). Regularnos¢ rozwigzan klasycznego réwnania oérodka porowatego zostala zbadana w
[2, 1]. Bardzo szczeg6towa klasyfikacja rozwigzan samopodobnych réwnan typu (4.2.1) w przy-
padku o = 1 byta dokonana w cyklu prac [31, 32, 33]. W tychze pracach, podane zostaly réwniez
warunki konieczne istnienia rozwigzania o zwartym noéniku. W serii wyktadéw [2] znajduje sie
przeglad wielu rezultatéw dotyczacych klasycznego réwnania o$rodka porowatego, natomiast
bardziej wspoétczesne podsumowanie ma miejsce w monografii Vazqueza [105]. Rozpatrywany
w niniejszej rozprawie problem dodaje element nielokalnosci do réwnania osrodka porowatego
powodujac, ze duza czed¢ poprzednio uzywanych technik dowodowych nie moze zostaé zastoso-
wana. Najbardziej uzyteczne dla nas metody pochodzg z teorii nieliniowych réwnan Volterry i
czes¢ wynikow rozprawy rozszerza ich stosowalnosé do zagadnient utamkowych.

Zanim przejdziemy do wilasciwych wynikéw, potrzebna nam bedzie przedefiniowana wersja
operatora E-K.

Oznaczenie 1 Niech o € (0,1) oraz U = U(n) bedzie funkcjg lokalnie catkowalng, tozsamosciowo réwng
zero dlam < 0. Operator G, zdefiniowany jest nastepujgcym wzorem

1 ‘ . 2
G“u(”):mng“‘s) U(l—sa(1—n))ds, ne(0,1). (4.2.17)

Powyzszy operator posiada kilka ciekawych wtasnosci, ktére zebrane s3 w ponizszym lemacie.

Lemat 1 ([H6], Lemma 1) Niech 0 < < 1 oraz U(n) := P dla pewnej p > 0. Ponadto

_(x =« T (1+pB) . 1
A= (2) Fowrp BT (4.2.18)
Wtedy,
(i) (Zachowanie w zerze)
G UMm) ~CnP= ody m — 07, (4.2.19)

Ponadto powyzszy wzor moze byc jednokrotnie zrézniczkowany stronami ze wzgledu nan.

(ii) (Oszacowania)
AnPHlme <G UM) <Bnft'™ 0<n <. (4.2.20)

Dow6d powyzszego lematu opiera sie na analizie catki

1 oy 2 NP
r(1_o¢)J(]_Z)g“_S) (1 s7=(1 Z)> ds, (4.2.21)
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dla z — 0". Widzimy, ze dla coraz mniejszych z masa funkcji podcatkowej koncentruje si¢ coraz
bardziej w okolicy s = 1. Sugeruje to rozwiniecie w szereg Taylora w okolicy tego punktu.
Niestety jest to punkt nier6zniczkowalnosci. Te trudno$é mozna usungé poprzez podstawienie

s=(1—(1-2)2)t+(1-2)2, (4.2.22)
ktére ustala przedzial catkowania oraz pozwala na zastosowanie kilku oszacowar implikujgcych
poprawny wynik.

Aby poczyni¢ bardzo istotny krok w strone dowodu istnienia i jednoznacznos$ci zauwazmy, Ze ist-
nieje transformacja, ktéra przeprowadza zagadnienie ze swobodnym brzegiem w pewien problem
Cauchy’ego.

Twierdzenie 1 ([H6]) Rozwigzanie zagadnienia ze swobodnym brzegiem (4.2.13)-(4.2.14) wyraza sie
jako

Um) = (mn ) " ylz), z=1-1 (4223)

gdzien* jest zdefiniowane w (4.2.16) oraz y = y(z) jest rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego

miy™y’) = (1_“)_'_%(“_2)% Gy, O0<a<l, m>1 0<z<I, (4.2.24)
z warunkami
y(0) =0, (4.2.25)
oraz
lin&y(z)my’(z) =0. (4.2.26)

Widzimy, ze pierwsza z gtéwnych trudnosci - czyli swobodny brzeg - moze by¢ usunigta poprzez
odpowiednig zamiane zmiennych. Dzieki niej drugi warunek w brzegowy w (4.2.14) przeksztaltca
sie w warunek poczgtkowy, natomiast pierwszy pozwala nam wyliczy¢ polozenie frontu noénika

(4.2.16)
1
= —F—. (4.2.27)
my(1)™
Drugi warunek poczatkowy (4.2.26) jest wynikiem dwukrotnego obustronnego scatkowania réw-
nania (4.2.24) i wykorzystania faktu, ze G,y jest funkcja ciggla. Prawdziwy jest réwniez silniejszy
wynik dajacy zachowanie asymptotyczne rozwigzania (4.2.24) dla z — 0*.

Twierdzenie 2 ([H6], Theorem 1) Rozwigzanie y = y(z) réwnania (4.2.24) z warunkiem (4.2.25) spet-
nia

2—«

() ~ (gC)z—cxr( F( m)

2—«
Z m
dl 0f, 0<a<l. 4228
-+ 2—a)(1+1)—1 o *= ( )

Dla dowodu trzeba zauwazy¢, ze poniewaz y jest dwukrotnie ré6zniczkowalna to zachodzi
y(z) = CzP + R(z), B >1, (4.2.29)

dla pewnej rézniczkowalnej funkgcji R. Gdy taka postaé rozwigzania jest podstawiona do réwnania
(4.2.24), to mozliwe jest znalezienie statych C oraz 3. Kluczowe jest uzycie Lematu 1 dajgcego
zachowanie si¢ operatora G na funkcji potegowej. Widzimy, ze rozwigzanie y badanego problemu
nie doé¢, ze zeruje sie w z = 0, to rOwnieZ ma tam znikajgcg pochodna.
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Wykorzystujgc pochodng utamkowgq ten wynik mozemy zapisaé¢ w postaci

e oo T () M+ )
D, 9(0)—<E> Fl—a+E2)2—o0) (T+1) =1 (4.2.30)

m

Aby pokaza¢ gtéwny wynik, to jest istnienie i jednoznaczno$¢ zagadnienia (4.2.24) z warunkami
(4.2.25) oraz (4.2.26) przeksztalcimy badany problem do réwnania caltkowego i nastepnie skorzy-
stamy z twierdzenia o punkcie statym.

Fakt 2 ([H6]) Rozwigzanie réwnania catkowego

]

ylz) = <m_+])‘“ (%‘ sz ~tGy(dt+ (1-7) Jz(z—t)Gny(t)dt>mH, (4.2.31)

m 0 0

jest dwukrotnie rézniczkowalne dla z € (0, 1) oraz spetnia réwnanie (4.2.24) wraz z warunkami (4.2.25)-
(4.2.26).

Wyrazenie (4.2.31) jest rownaniem punktu stalego dla nieliniowego operatora

T(y)(z) == (mTH) - (J: (% + (1 — %) z— t) Gay(t)dt) = : (4.2.32)

Jako dziedzine operatora T weZmy
K:={y € C[0,1] :y > 0}, (4.2.33)
oraz jako podzbiér, w ktérym bedziemy szukac rozwigzania
Ko :=={y € C[0,1] : y(0) =0, y(z) > 0dlaz < (0,1]}. (4.2.34)
Od razu zauwazmy, Ze operator T jest monotoniczny

Y1 <y = Ty <T(y), (4.2.35)

oraz jednorodny rzedu m]_—H ]
T(Ay) =A=T(y), A>0. (4.2.:36)

Ponadto, reprezentacja (4.2.31) moze by¢ uzyta do pokazania dodatnio$ci y oraz pochodnej y’
([H6], Proposition 1).

Mozemy wreszcie sformutowa¢d gtéwny wynik twierdzacy, ze réwnanie (4.2.13) (oraz rOwnowaz-
nie (4.2.31)) posiada dokladnie jedno rozwigzanie o zwartym nosniku.

Twierdzenie 3 ([H6], Corollary 1) Réwnanie catkowo-rézniczkowe (4.2.13) wraz z warunkami (4.2.14)
posiada dokladnie jedno rozwigzanie bedgce dodaniq funkcjg malejgcq o zwartym nodniku.

Korzystajac z Faktu 2 oraz wcze$niejszych wynikéw zawartych w Twierdzeniu 1 wystarczy poka-
zaé, ze rOwnanie (4.2.31) posiada dokladnie jeden punkt staly nalezacy do przestrzeni K. Stan-
dardowe podejscie polegajace na zastosowaniu jednego z klasycznych twierdzeri o punkcie statym
zawodzi poniewaz nieliniowo$¢ naszego réwnania nie jest lipschitzowska. Podobne zagadnienia
catkowe byly dotychczas badane przez wielu matematykéw (zob. [36, 82, 84, 14]), ktérzy pokazali
wiele warunkéw dostatecznych na istnienie rozwigzania. My skorzystamy z twierdzenia Bushella
wykorzystujacego metryke projekcyjng Hilberta (zob. [13, 14]).
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Twierdzenie 4 (Bushell, 1976) Zalozmy, ze T : K — K jest operatorem monotonicznie rosngcym oraz
jednorodnym rzedu p dla 0 < p < 1. Jesli istnieje funkcja ¢ € K, taka, Ze

Yie <T(e) <720, (4.2.37)
dla pewnych statych y1 ,, to T ma jedyny punkt staty y € K, oraz

1 1
1-p

YiTe<y<vy; "eo. (4.2.38)

Wystarczy zatem pokaza¢ istnienie nad- i podrozwigzania dla réwnania Ty =y, poniewaz jak za-
uwazyliémy poprzednio, operator T jest monotoniczny oraz jednorodny. Posta¢ funkcji ¢ zadajacej
nad- i podrozwigzanie moze zosta¢ odgadnieta na podstawie zasugerowania si¢ asymptotycznym
zachowaniem rozwigzania danym w Twierdzeniu 2. Doktadny wynik prezentuje ponizszy lemat.

Lemat 2 ([H6], Lemma 2) Niech @(z) := 2, wtedy

Y1e < T(9) <720, (4.2.39)
gdzie
1
a1 (&) i .
((5) Mot 22) 2—oc+111(3—oc)) , 0<a<1——g
'Y] — ( i m) %
a\2—a T(1+Ee m+
<(5) Wzl—a) ) - <a<l, (4.2.40)

1

Y2 =T —a) w.

Dowdd jest techniczny i stosuje oszacowania otrzymane wczeéniej w Lemacie 1. Wazne jest, ze
rozwigzanie réwnania (4.2.24) szacuje si¢ przez odpowiednie funkcje potegowe.

Funkcja ¢ wyprowadzona w Lemacie 2 moze by¢ teraz zastosowana w twierdzeniu Bushella, co
koriczy szkic dowodu istnienia i jednoznacznosci.

Na koniec tej czeSci podamy teraz krétki wniosek méwigcy o oszacowaniach na no$nik oraz na
samo rozwigzanie.

Whniosek 1 Niech U = U(n) bedzie jedynym rozwigzaniem (4.2.13) z warunkami (4.2.14). Dla 0 <n <
n* mamy

1 1
<< (4.2.41)

oraz

m+1 2—x m+1 2—«
(;ﬁ) (1 -~ \/mv‘f‘”n) <U(m) <
1

gdzie 1 5 sq zdefiniowane w (4.2.40).

(4.2.42)

A\
—
S
~

|
D
|

3

;‘
i
5
-
|
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4.2.4 Rozwigzania przyblizone (prace [H1-H3])

Wiemy juz, ze zagadnienie (4.2.13)-(4.2.14) posiada jednoznacznie wyznaczone dodatnie rozwigzanie
o zwartym noéniku. Oméwimy teraz wyniki majgce wazne znaczenie w zastosowaniach. Ponie-
waz rozwigzanie réwnania (4.2.13) jest niemozliwe do otrzymania w zwartej, analitycznej postaci,

w celu wykorzystania rozwigzania do celéw praktycznych konieczne jest uzycie metod nume-
rycznych lub znalezienie rozwigzan przyblizonych. Rozwigzaniami przyblizonymi zajmiemy sie
w tej czeSci autoreferatu zostawiajgc metody numeryczne do ostatniej sekcji.

Jako wynik uboczny, przy pokazywaniu istnienia i jednoznacznosci rozwigzania naszego za-
gadnienia, otrzymaliSmy oszacowania (4.2.42). Od razu zauwazy¢ mozna, ze nie moga by¢ one
dokladne - warunek brzegowy w 1 = 0 nie jest spelniony. Pokazemy jak otrzyma¢ mozna doktad-
niejsze przyblizenia. Rachunki beda rozumiane w sensie rachunku zaburzeri, wiec niemozliwe
stanie si¢ podanie ostrych oszacowan. Otrzymane rozwigzania przyblizone nalezy rozumie¢ w
sensie asymptotycznym, kiedy o« — 1.

Wyniki, ktére teraz oméwimy pochodza z pracy [H2] ale ich wcze$niejsze wersje zostaty opubli-
kowane w [H1,H3]. Rozwazmy zatem réwnanie (4.2.13) tym razem zaopatrzone w jeden z dwéch
warunkéw brzegowych (4.2.14) albo (4.2.15). Podstawowym pomysiem na otrzymanie rozwigzan
przyblizonych jest zastgpienie nielokalnego operatora E-K jego przyblizeniem. To ostatnie moze
by¢ otrzymane na podstawie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 5 ((H3], Theorem 1) Niech U bedzie analitycznaoraz a > —1,b > 0, ¢ > 0. Dla operatora
Erdélyi-Kobera (4.1.9) ma miejsce nastepujgca reprezentacja

i k

a n

Ic’bu(n) = Z }\ku(k) (T])HH n > 0) (4243)
k=0

gdzie
5 .
k . T(a+1+1)
Ak = ) (—=1)% c— . 4244
‘ ]_ZO(J) MNa+b+1+41) ( )

Ponadto, dla k — oo mamy

o e (4.2.45)

Gléwna idea dowodu powyzszego twierdzenia opiera si¢ na odpowiednim zastosowaniu wzoru
Faé di Bruno dla pochodnej funkgji ztozonej

%U(Q(S)) =D Bui(9/(5),9"(s)y- -, g™V (s)) UM (g(s)), (4.2.46)
k=0

gdzie B, s3 wielomianami Bella. Biorac g(s) = nse rozwijamy funkcje Unse) w szereg Tay-
lora. Korzystajac z wlasno$ci wielomianéw Bella (por. [H3] wzér (2.23) oraz [110]) otrzymujemy

ostatecznie
k

1 > 1 k
U(nsec) = é <SC — 1) u® (n) 1]1—!, (4.2.47)

co po umieszczeniu w definicji operatora E-K (4.1.9) oraz scatkowaniu daje nam (4.2.43). Postaé
asymptotyczng Ay otrzymujemy z reprezentacji catkowej

_ kL1 (1 e b1 1 elat) =1k
A = (—1) F(b)LU (1—s))""(1—35) s“ds, (4.2.48)
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gdzie wyrazenie (1 — (1 — s)c)bq zostaje rozwiniete w szereg tak, aby po scalkowaniu otrzymac
kombinacje funkgji, ktérych zachowania asymptotyczne s znane.

Znajomo$¢ wspdlczynnikéw A, zdefiniowanych wzorem (4.2.44) pozwala nam na pokazanie wy-
niku uogdlniajacego Fakt 6, czyli punktowego zbiegania operatora E-K do identycznosci dla
b — 0*. Pokazuje to nastepujacy rezultat, ktéry dowodzi sie poprzez odpowiednie przeksztalce-
nie catki (4.2.48) i skorzystanie z twierdzenia Lebesgue’a.

Fakt 3 ([H2], Proposition 1) Mamy

Aﬁiﬂ{ézt;& dla a>—1,¢c>0. (4.2.49)
Zwréémy réwniez uwage na bardzo restrykcyjne zalozenie o analitycznosci funkcji U podane
w Twierdzeniu 5. Jest ono konieczne, aby uzyskaé pelne rozwiniecie w szereg. W praktycznych
zastosowaniach, a zwlaszcza w infiltracji osrodka porowatego, gdzie wystepuje punkt utraty gtad-
kosci, konieczne jest rozwazanie mniej regularnych funkcji. Ponizszy wynik podaje oszacowanie
na biad przybliZzenia operatora E-K skoriczong sumag szeregu (4.2.43).

Fakt 4 ([H2], Proposition 2) Niech U bedzie funkcjg CN(0,00) z jednostajnie ograniczonymi pochod-
nymi. Mamy wtedy

N—-1 k N
a n ul
gﬂm)—E Mwmmiigcﬁﬂﬁm? N €N, (4.2.50)
k=0

gdzie Ny jest zdefiniowane w (4.2.44) a C zalezy od U, a, b oraz c.

W celu zbadania zachowania sie bledu przyblizenia operatora E-K warto jest skorzystac¢ z postaci
asymptotycznej (4.2.45) dla A;. Poniewaz dla N — oo reszte szeregu

n
EUMm) — ) AU (n)% = ?\NU(N)(n)m +ey (4.2.51)
k=0
dominuje pierwszy jej wyraz, wiec zachodzi
NI k (N) N
ab _ W gy ela+ 1)U m)n™
1&*U(n) ékumhl(nc fo) NNy 8 N (4.2.52)

W pracach [H2-H3] podane sg konkretne przyklady ilustrujace powyzsze rezultaty.

Podstawowym pomystem na przyblizenie gtéwnego réwnania jest zastgpienie operatora F, jego
przyblizeniem otrzymanym ze wzoru (4.2.43). Jak nadmieniliémy poprzednio, branie zbyt wielu
wyrazOow w rozwinieciu szeregu jest niekorzystne w przypadku funkgji, ktére nie sg dostatecznie
regularne. Oszacowania (4.2.42) poprzez funkcje typu pierwiastek (praca [H2]) sugerujg, Ze tez tak
moze by¢é w naszym przypadku. Przyblizmy zatem 1>, * w najprostszy sposéb niewymagajacy
obliczania pochodnej i

1> *U(n) ~ AU(m). (4.2.53)

Mozna zauwazy¢, ze jest to rownoznaczne z zastosowaniem metody Laplace’a dla catek w celu
znalezienie najbardziej znaczacego rzedu wyrazenia F,U dla « — 17 [H2-H3]. Nielokalne réw-
nanie (4.2.13) przybliza sie zatem przez

(u™u’)’ ~ AU — Bnl/, (4.2.54)
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A B
Warunki (4.2.14) r(ﬂ_“) ) 2F(£x—cx);

] M1+ m+1 TU+5) .
Warunki (4.2.15) ﬁ, am—ﬂﬁ/

+m

Tablica 1: Wspétczynniki réwnania (4.2.54).

gdzie state A oraz B zalezg od warunkéw brzegowych i przedstawione sg w Tab. 1.

Réwnanie zwyczajne (4.2.54) z zadanymi warunkami brzegowymi wcigz nie posiada analitycz-
nego rozwigzania, ktére moze by¢ zapisane w zwartej postaci (wyjatkiem jest przypadek liniowy
w calosci rozpatrzony w [H3]). Ponadto, jako cze$¢ rozwigzania nalezy znalez¢ polozenie frontu
propagacji n*. W celu zamiany tego problemu o swobodnym brzegu na zagadnienie poczatkowe
zastosujemy podstawienie podobne do tego, ktére zostato uzyte przy pokazywaniu istnienia i
jednoznacznodci (4.2.23). Tym razem jest to (zob. [50])

U = (minPylz) ", z=1- . (42.55)

Rézni sie ono od (4.2.23) braniem pierwiastka stopnia m z y. Stwarza to mozliwos¢ latwiejszego
przetransformowanego rownania (4.2.13), ktére teraz przyjmuje postac

1, B
—y’ "—Ay+ — (1—2)y’ 0) =0 "(0) =B 4.2.56
Yty y+m( z)y', y(0) =0, y'(0) , ( )

gdzie warunek poczatkowy na pochodng wyznaczony jest ze struktury réwnania po podstawieniu
doniegoz = 0. Rozwigzanie powyzszego zagadnienia dane jest poprzez szereg Taylora otrzymany
standardowymi technikami.

Twierdzenie 6 ((H2,H3]) Niechy = y(z) bedzie rozwigzaniem zagadnienia (4.2.56). Wtedy
Z) =) az, (4.2.57)
k=1

gdzie wspdlczynniki rozwinigcia mogq zostaé obliczone wzorami rekurencyjnymi

1 Bn 2n
(10:0, Cl]ZB, Canr]:m {(A—F—Hm) an

(4.2.58)
—Z (k+ 1)( n_k+1)ak+1ank+1+(n_k+1)(n_k+2)akank+2]) n>1T.

Ponadto rozwigzanie réwnania (4.2.54) wyraza si¢ poprzez

(4.2.59)



gdzie granica nosnika dana jest jako
N = ——, (4.2.60)

w przypadku warunkow (4.2.14) albo
n' = (mayE(y'(m) 7, (4.261)
dla warunkow (4.2.15).

Dla przyktadu mozemy podac kilka pierwszych wspéiczynnikéw

~ Am-—B (A+B)m(B—Am)

BT my P T eB( rme(l £ 2m)’ 4262
o (A+B)m(B—Am)(B(3+m)—Am(5+3m)) -
P 24B2(1 + m)3(1 + m(5 + 6m))
Biorac poczatkowe wyrazy w rozwinieciu Taylora mozemy otrzymac cigg przyblizen
Wi = (mimper (1= 2))7 = (e (1= ) (@ + - et )7
M N2 N2
(4.2.63)

1
2\ \ m
Uz(n) = (m(ﬂ§)2 (1 - %) <a1 +ay+ a3 —(az +2a3)1* + a3 <1*) )) )
13 N3 13

Ponadto mozna obliczy¢ wazng w zastosowaniach wielko$¢ catkowitej masy ptynu, ktéra wnikneta
do o$rodka az do czasu t

*

oo o] i
I(t) = J u(x, t)dx = J t*U (xt™°) dx = t“*bJ Um)dn. (4.2.64)
0 0 0
Jej przyblizeniami sg
(0 = =0 (mp)%a) ™
s . D1 . (4.2.65)
I t) = ta [, * m F 1 . 2 R ——
2(t) 1+m(m(n2) ar)™ sF ( to T2t a1>

Innym sposobem uzyskania analitycznej postaci przyblizenia rozwigzania zagadnienia (4.2.54)
jest zastosowanie rachunku zaburzen. Zat6zmy zatem, ze zachodzi formalne rozwiniecie

1
y(z) =yolz) + ) (z)+---, (4.2.66)
oraz podstawmy to wyrazenie do gtéwnego rownania. Otrzymamy wtedy

YoYs = AYo, Yo(0) =0, 1y4(0) =B,

2 " "o__ . / . ’ . (4267)
Yo +Yoyy +yi1yy = Ay +B(1 —z)yy, vyi(0) =0, y;(0) =0.

Co od razu daje rozwigzanie

Yo(z) = Az*/2 + Bz,

yi(z) = —2(A +B) {%2_/5\ <(z+ %‘3) (1n (] +%Z) _1) +ZXB”' (4.2.68)
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4.2.5 Problemy odwrotne (praca [H4])

W tej czesci autoreferatu przedstawimy wyniki dotyczace probleméw odwrotnych zwigzanych z
rownaniem subdyfuzji (4.2.13). Zwykle w dos§wiadczeniach eksperymentatorzy mierzg dynamike
wilgotno$ci danej prébki osrodka porowatego [25]. Znaja zatem funkcje U = U(n) bedaca
rozwigzaniem (4.2.13). Na tej podstawie starajg si¢ wyznaczy¢ wiasnosci materiatowe osrodka,
ktére sg zapisane w dyfuzyjnosci D = D(U). Takie przedstawienie problemu jest tak zwanym
zagadnieniem odwrotnym: znajac rozwigzanie réwnania catkowo-rézniczkowego, musimy odnalez¢
jeden ze wspoélczynnikéw tego rownania. Problemy odwrotne sg czesto Zle okreSlone w sensie
Hadamarda [39].

Definicja 5 Problem matematyczny (na przyklad rownanie rézniczkowe lub algebraiczne) jest dobrze
postawiony jesli posiada wszystkie ponizsze wlasnosci

® ma rozwigzanie,
* ma dokladnie jedno rozwigzanie,

* mate zmiany w danych wejsciowych powodujg mate zmiany w wyniku (stabilnosé).

Jesli problem nie jest dobrze postawione mowimy, ze jest Zle postawione.

Pierwszg praca, ktéra zapoczatkowata badania w obszarze probleméw odwrotnych byta [17],
gdzie rozwigzane zostalo zagadnienie istnienia i jednoznaczno$ci wyznaczenia wspétczynnika
o oraz dyfuzyjnosci, ktéra mogta zaleze¢ jedynie od zmiennej przestrzennej. Podobny problem,
tym razem z niezerowym ,potencjatem” byt badany w [47], gdzie zaproponowany zostal réw-
niez efektywny algorytm numeryczny. Identyfikacja funkcji Zrédlowej w réwnaniu utamkowej
subdyfuzji zostata przeprowadzona w [111]. Ponadto, wzglednie nowg praca jest [94], w ktorej au-
torzy podejmuja problem odwrotny wyznaczenia warunku poczatkowego. Ciekawym artykutem
jest rowniez [63], w ktérym do pokazania jednoznacznoéci rozwigzania zagadnienia odwrotnego
zostala uzyta silna zasada maksimum. Wiecej cennych wynikéw znaleZ¢é mozna w pracach cy-
towanych wyzej oraz w artykule przegladowym [46], w ktérym bardzo wyraznie zarysowane
zostaly r6znice w zagadnieniach odwrotnych dla klasycznej oraz czasowo-utamkowej dyfuzji.

Zaznaczmy, ze wigkszos¢ dotychczasowych oraz biezacych badani dotyczy liniowego réwna-
nia subdyfuzji. Pewien krok w strone badafi nad nieliniowymi zagadnieniami odwrotnymi
zwigzanymi z badanym réwnaniem zostat poczyniony w [65], gdzie nieliniowo$¢ wystepowata w
funkcji Zrédtowej. Podobny problem rozwazany byt w nowej pracy [44], w ktorej autorzy pokazuja
istnienie oraz jednoznaczno$¢ wyznaczania semi-liniowego sktadnika w badanym réwnaniu. We
wszystkich znanych nam pracach dotyczacych probleméw odwrotnych, dyfuzyjnosé jest co naj-
wyzej funkcjg zmiennych niezaleznych. Podejscie przedstawione ponizej jako czes¢ osiggniecia,
analizuje sytuacje dyfuzyjnosci bedacej funkcjag zmiennej zaleznej.

Czesto podstawowym problemem jest brak stabilnoci rozwigzania zagadnienia Zle postawionego.
Istnienie i jednoznacznoé¢ moze by¢ zapewniona przez odpowiednie powiekszenie klasy funkcji
oraz zdefiniowanie rozwigzania w sensie najmniejszych kwadratéw [37, 26]. W zastosowaniach
brak stabilnos$ci stwarza mozliwoé¢ silnego wzmacniania btedéw pomiarowych, co w rezultacie
doprowadza do catkowitego zamazania informacji o rozwigzaniu. Stosuje sie zatem szereg technik
regularyzacyjnych majacych na celu, cho¢by czesSciowe, zapewnienie stabilnosci.

Oznaczenie 2 Operator F okreslony na funkcjach lokalnie catkowalnych zdefiniowany jest nastepujgcym
wzorem

1
F.UM) :=10"UMn) = ﬁj (1—s)*UMms 2)ds, O<a<l1, 1n>0, (4.2.69)
& - 0
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0,1—
2

gdzie 1 jest operatorem Erdlélyi-Kobera (4.1.9).

x

Naszym zagadnieniem odwrotnym jest znalezienie D (U) na podstawie wiedzy o U. Bezposrednie
catkowanie réwnania (4.2.13) pozwala od razu zapisa¢ wzoér na dyfuzyjnosé

il
____{DAJTOy+<1——%>J EAMZR&——%nFJJhn . (4.2.70)
0
Istnienie jednoznacznego (z dokladnosScig do stalej D) rozwigzania naszego problemu jest za-
tem zapewnione przez powyzszy wzoér. Poniewaz rézniczkowanie jest operacjg niestabilng, to
nasze rozwigzanie réwniez posiada t¢ wade. Dodatkowo, numeryczne obliczenie dyfuzyjnosci
Z powyzszego wzoru jest bardzo kosztowne obliczeniowo, poniewaz wymaga znajomosci catki
nielokalnego operatora. Ten problem moze by¢ rozwigzany za pomocg przyblizenia operatora F,
wielokrotnoscig identycznosci zgodnie z Twierdzeniem 5. Przyblizony wzér na dyfuzyjno$é ma
wtedy postaé

D(U(n)) = 1{mwm+(m] PR )Fumm——ii—mm).mzn)

u’(n) 1—a) 2IN2—o) ) J 2I'2 — «)

Powstaje pytanie dotyczace btedu, ktéry popetniamy obliczajgc dyfuzyjnos¢ przyblizonym wzo-
rem.

Zanim przejdziemy do oméwienia doktadnych oszacowan oraz strategii regularyzacyjnych, po-
kazemy kilka pomocniczych wynikéw. Najpierw podamy kilka wtasnosci operatora F,. Pierwsze
z nich sa prostymi konsekwencjami definicji.

Fakt 5 ([H4], Proposition 2.1) Niech U bedzie ograniczong funkcjg okreslong na R. Wtedy funkcja F,U
jest ograniczona dla kazdego « € (0, 1). Ponadto,
— _u(©
(a) FOCU(O) = m.
(b) Jesli U jest rosngca (malejgca), to Fo U jest rowniez rosngca (malejgca).

(c) Jesli lim U(n) = g, to lim F,U(n) = Wich)
n—oo n—oo

Rzeczywiscie, F, przeprowadza funkcje ograniczone w funkcje ograniczone poniewaz z definicji
(4.2.69) mamy [F U| < ﬁ |U]|.. Korzystajac z tego oraz Twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
zmajoryzowanej od razu pokazujemy réwniez punkt (c) powyzszego faktu.

Jak nalezy sie spodziewaé z okolicznosci pojawienia si¢ operatora F, w naszych rozwazaniach,
powinien on w pewnym sensie dgzy¢ do operatora identycznosci gdy o« — 17. Moéwi o tym
nastepujacy fakt.

Fakt 6 ([H4], Theorem 1) Niech U bedzie ograniczona oraz rézniczkowalna. Wtedy

lim F,U(n) = U(n). (4.2.72)

oa—1—

Dowéd powyzszego faktu opiera sie na catkowaniu przez czesci we wzorze (4.2.69) okreslajacym
operator F,, dlatego potrzebne jest zalozenie o rézniczkowalnosci U. W celu udowodnienia
kolejnych wynikéw potrzebujemy nieco silniejszych oszacowan na szybko$¢ zbieznosci. Okazuje
sie, ze zalezy ona nie tylko od wielkosci funkcji U, ale réwniez od jej pochodnej.
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Lemat 3 ([H4], Lemma 1) Niech funkcja U : [0, 00) — R bedzie ograniczona, malejgca oraz znikajgca w
nieskoriczonosci. Wtedy

1 ~a/2 e (-1 4 (st
[FoU(n) —UMm)| < (m — 1) Unsy ™) +T(2— o) (1 5 OC) max (dSU (ns )) ,
(4.2.73)
gdzie so:=1—T(2 — oc)ﬁ.

Ponownie, dla dowodu lematu kluczowym jest catkowanie przez czeéci w definicji operatora F,.
Jednak tym razem potrzebne jest ono po to, aby skorzysta¢ z Twierdzenia Newtona-Leibniza jako
sposobu reprezentacji funkcji U

1
Um) = Un) — U(oo) = L % (U (ns™?)) ds. (4.2.74)
Mozemy teraz zapisac
1 o\
[FoU(m) — UMl < L (% — 1) % (U (ns™?)) ds|. (4.2.75)

Poniewaz funkcja podcatkowa umieszczona w nawiasach jest malejaca oraz posiada zero w s
wiec mozemy rozdzieli¢ catke na dwie czeéci oraz oszacowac kazda z nich z osobna. Oszacowanie
(4.2.73) daje dostatecznie dobre ograniczenie, co pokazuje przyktad podany w pracy [H4].

Przedstawione oszacowania punktowe postuza nam teraz do oméwienia wyniku dotyczacego
nieréwnosci globalnych.

Definicja 6 (H[4], Definition 2.3) Dlan, > 0 i funkcji U : [0, co] — R definiujemy pétnorme

[Wlgoo = sup UM (4.2.76)

n€lomol

ooyMo
Bedziemy rowniez pisac |[U]| , == U], .-

Wprowadzenie 1y jest konieczne giéwnie ze wzgledu na techniczng mozliwo$¢ udowodnienia
kilku nastepujacych faktéw. W rzeczywistym eksperymencie za maksymalng warto$¢ o mozemy
przyja¢ n* zdefiniowane powyzej jako ograniczenie nosnika U (por. (4.2.14)-(4.2.15)). W takiej
sytuacji mamy oczywiscie [[U|, .. = [[U| -

Twierdzenie 7 ((H4], Theorem 1) Niech funkcja U : [0,00) — R bedzie ograniczona, malejgca oraz
znikajgea w nieskoriczonosci. Wtedy

IFall = Ul|,,,, < Ale) |[Ul|, + Blomo 1L - 42.77)
Ponadto, jesli U oraz U’ sq w L'(0, 0o) to
|[FeU— U, < Clx) |IU]|, (4.2.78)

gdzie A(«), B(«) oraz C(«) sq zdefiniowane poprzez

1

M2 - s (1 1 )
= (1-5—=) 42.79
(1-r@-wrs) "N 27 (42.79)

oraz C(a) = A(x) + B(«). Ponadto mamy A(x) — 0iB(a) = 0gdy o« — 1.

1

—1, B(a):=

N[ KR
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Powyzszy wynik daje zbieznos¢ F,U do U, gdy o — 1~ w normach supremum oraz L'. Ponadto,
z postaci stalych A(«), B(x) oraz C(«) widzimy, Zze zbiezno$¢ jest rzedu pierwszego. Powyzsze
wlasnosci przydadza sie przy omawianiu rezultatéw dotyczacych probleméw odwrotnych dla
(4.2.13) w dalszej czesci niniejszego autoreferatu.

Nastepujace twierdzenie pokazuje oszacowanie na réznice pomiedzy (4.2.70) oraz (4.2.71).

Twierdzenie 8 ([H4], Theorem 2) Niech U bedzie ograniczona, malejgca oraz znikajgca w nieskoriczo-
nosci. Ustalmy no > 0 takie, ze E, := SUP, clo.no] m/UW'(n)| jest skoriczone. Wtedy

HD(U) —ﬁ(u)]

< By (2A(c) U] + Blemo W]l.), (4.2.80)

ooyMo

gdzie A (o) oraz B(o) sq zdefiniowane w Twierdzeniu 7.

Udowodnienie powyzszego wyniku polega na oszacowaniu punktowej r6znicy:

D))~ DU < e ||(1-3) [ Pz~ (g + e ) | ueIe

U () 2/ J T—a) 2r2—o)/ J,
o o
M chxU(ﬂ) - mu(ﬂ)u .
(4.2.81)
Pierwszy z nich szacuje si¢ w nastepujacy sposob
gl 1 158 gl
1— & F U(z)dz — ( + ) U(z)dz
‘( z> L(X ri— och 2r(21— ) L ) (12,82
<n[(= ) =l (4 mrs + g 1) U
natomiast drugi
[od [od o4 1
F.Um) - )| = § [Fotttn) = 7 )
2 M2 —«) i M2 —«) 1 (4.2.83)
< 5 It — utn)+ (it 1) um).

Natozenie supremum, skorzystanie z Twierdzenia 7 oraz manipulowanie funkcjami gamma im-
plikuje teze twierdzenia.

Przystapmy teraz do problemu braku stabilnosci rozwigzania (4.2.70). Jedynym sktadnikiem
wyrazenia (4.2.70) stuzacego obliczaniu dyfuzyjnosci ktéry powoduje niestabilno$¢ jest operator
rézniczkowania. Zwréémy uwage, ze w kazdym eksperymencie, jakikolwiek pomiar obarczony
jest bledem. Oznacza to, ze dokladna warto$¢ U nie jest nigdy znana. Niech & > 0 bedzie
poziomem szumu (bledu) w danych wejsciowych, to znaczy

[u—ue| < s, (4.2.84)

gdzie U jest doktadng (nieznang) funkcjg, U® zmierzona (znang) jej wartoscia, a ||-|| jest pewna
normg. Powstaje zatem naturalne pytanie, jak bardzo obliczona wartos¢ D (U®) rézni sie od do-
ktadnej wartosci dyfuzyjnosci D(U). Poniewaz obliczanie D (UL°) jest niestabilne, ta wielko$¢ moze
r6zni¢ sie od D (U) o dowolnie duzo. Konieczna jest zatem odpowiednia strategia regularyzacyjna.
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Polega ona na wybraniu rodziny stabilnych operatoréw, ktére przyblizaja pochodng (w naszym
przypadku) dowolnie blisko.

Wybieramy rodzine operatoréw przyblizajacg pochodng
U’ — (Ul < R(h,3), (4.2.85)

dla ktorej istnieje hy = ho(9), ze R(hy(5),8) — 0 gdy & — 0 (zob. [26]). Zzregularyzowana warto$¢
dyfuzyjnosci Dy (U) jest obliczona ze wzoru (4.2.70) dla U; . Podobnie rozumie¢ bedziemy wyra-
zenie Dy, (U®). Nastepujace twierdzenie méwi o tym jaki blad popelniamy obliczajgc dyfuzyjnosé
korzystajac z regularyzacji oraz zaszumionych danych.

Twierdzenie 9 ((H4], Theorem 3) Ztézmy, zZe HU — U.‘SHOo < & oraz niech Dy, bedzie rodzing operato-
row regularyzujgcych pochodng, wybrang zgodnie z (4.2.85). Ustalmy rowniez g > 0. Wtedy, dla U
ograniczonej, malejgcej oraz znikajgcej w nieskoriczonosci oraz takiej, ze € = inf, ¢ [U'(M)] > O, mamy

I =Du(W|,, ., <

1 {Ds (1+R(h,6 + [y IIOO) R(h.5) 1 0 (H%R(m))} (4.2.86)
¢ € r2—a e

W zastosowaniach praktyczniejszy jest jednak nastepujacy wniosek.

Whniosek 2 Niech bedg spetnione zatozenia Twierdzenia 9. Jesli strategia reqularyzacyjna (4.2.85) jest
taka, ze R(ho(8),8) = O(8") gdy & — 0, to

ID(U) —Dp(UW)|| . =0(8") gdy &—0. (4.2.87)

00yMo

Dowéd Twierdzenia 9 opiera sie na kilku oszacowaniach. Jesli zapiszemy D (U(n)) = G(U(n))/U'(n),
gdzie G jest licznikiem w (4.2.70), to

o (GUM) G | GuUm) G (%m‘
DUm) =P = | 5= = = wm Y wm) - (wim)
1 5 5 ' 1 B 1 ‘
< Ty |G (HM) = Sn(WE |+ 160 WD ey = g |
(4.2.88)

Pierwszy sktadnik po prawej stronie mozna oszacowac¢ korzystajgc z zalozenia o poziomie szumu
b oraz definicji operatora Fy

!/ / 6
|G(UM)) = Gu(U(m))| < Dy [[U" — (U] + =" (4.2.89)
Drugi sktadnik szacuje sie standardowo
1 1 1 1
- ‘() — (W), = U — Uy, - 4.2.90
Wi~ (Wm)| < Wm0 RS G Wl @290

Laczac powyzsze nieréwnosci oraz naktadajac norme ||-|| otrzymujemy wynik.

SUl
Pokazaliémy zatem, Zze w celu stabilnego oraz jednoznacznego wyznaczenia dyfuzyjnosci ko-
nieczne jest zastosowanie strategii regularyzacyjnej do obliczania pochodnej funkcji. Co wazne,
przy optymalnym wyborze parametru regularyzacyjnego, wzor stuzacy wyznaczeniu D nie po-
garsza rzedu asymptotycznej zbieznosSci regularyzacji pochodnej wraz z poziomem szumu 3.
Wz6r (4.2.70) (lub 4.2.71)) w polaczeniu z (4.2.85) moze by¢ zatem uzyty do jednoznacznego oraz

stabilnego obliczenia dyfuzyjnosci.
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4.2.6 Metody numeryczne (prace [H2-H3, H5])

W tej czesci autoreferatu przedstawimy wyniki obliczeri numerycznych pokazujgcych doktad-
nos$¢ przyblizeni otrzymanych w poprzedniej sekcji, jak réwniez wyprowadzimy kilka schematéw
numerycznych stuzacych do dyskretyzacji operatora E-K. Udowodnimy réwniez twierdzenia o
zbieznodci tych metod.

Jak wspomnieliémy powyzej, czesto pierwszym podejSciem do badar nieliniowych réwnan z
pochodng utamkowg sa wtasnie metody numeryczne. Poniewaz rozwazane réwnania sg nielo-
kalne, ich analiza numeryczna wymaga innego podejScia niz w przypadku klasycznym. Istnieje
bardzo bogata literatura dotyczgca numerycznych rozwigzan réwnan catkowo-rézniczkowych - w
szczegblnosci - utamkowych. Wymienimy tutaj jedynie prace przegladowe. Klasyczne monogra-
tie, bardzo obszernie omawiajgce réwnania Volterry to [12, 60, 6]. Przeglad metod numerycznych
dla réwnan utamkowych znajduje si¢ na przyktad w [7]. Ponadto, metody numeryczne skonstru-
owane specjalnie dla czasowo-utamkowej dyfuzji badane byly w [57], gdzie zastosowany zostat
wydajny algorytm réznicowo-spektralny. Podobne wyniki otrzymane zostaty w [59].

Gléwny wynik tej czesci podaje konstrukcje zbieznego schematu réznic skoficzonych stuzacego do
numerycznego wyliczenia dziatania operatora E-K na danej funkcji. Zgodnie z wiedzg habilitanta,
ten operator nie byt dotychczas analizowany numerycznie przez innych badaczy. Powstato jednak
bardzo wiele prac wykorzystujgcych dyskretyzacje pokrewnych mu operatoréw takich jak catki i
pochodne utamkowe [22] oraz ulamkowy Laplasjan [108, 43].

Symulacje (prace [H2-H3])

Aby méc poréwnacé doktadnoséé réznych wyprowadzonych przyblizen nalezy rozwigzaé (4.2.3)
numerycznie. Poniewaz nasze gléwne rownanie jest nielokalne oraz nieliniowe, spodziewamy
sie, ze obliczenia numeryczne beda kosztowne. Jest to spowodowane braniem pod uwage catej
historii w kazdym kroku iteracyjnym. WprowadZmy zatem siatke (x;, t;) bedaca dyskretyzacjq
czasoprzestrzeni, gdzie x; = jk, t; = ih dla k = X/M oraz h = T/N. Tutaj X oraz T s3 mak-
symalnymi wartosciami, odpowiednio, zmiennej przestrzennej oraz czasowej. Liczby N oraz M
sg iloscig punktéw podziatu. Jesli przez ul oznaczmy numeryczne przyblizenie u(x;, t;) oraz
zastosujemy metode prostokatow dla przyblizenia pochodnej utamkowej, to otrzymamy

i h™ i :
(afj) 'LLJ ~ m <‘LL].+] _|_ Z ak’iu}<> (4.2.91)
k=1

z wagami

Gi=(1A—k+2)" 20—k +1)*+({i-k)'™ (4.2.92)
W celu dyskretyzacji nieliniowej czesci rownania zastosujemy 0-wazong metode zawierajacg w
sobie schemat jawny (60 = 0), niejawny (0 = 1) oraz Cranka-Nicolson (0 = 1/2). Ostatecznie
otrzymujemy nastepujacy schemat numeryczny

h(X
1 1 i+1 i 1 i+1 i+1 i+1 i i+1
wt = 1-0) KT (2 — «) (Dﬁ/zu - (vaz T D;L/z) u" + D ﬂ/zu;i])
v « (4.2.93)
k h i i i i i i i
- Z Ok, i + 9k2r(2 — ) (Dj—1/2uj—1 + (Dj—1/2 + Dj+1/2) Uy + Dj+1/zu—j+1) y
k=1
gdzie
i 1 i i
2 =5 (W™ + (™)) . (4.2.94)

2
W celu efektywnego obliczenia nieliniowej dyfuzyjnosci skorzystamy z metody linearyzacji po-
danej w [88] ‘ '
W™ = (™) mu™ ) (W —u ) + 0(h?), (4.2.95)
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Rysunek 1: Oszacowania oraz przyblizenie rozwigzania réwnania (4.2.3) z warunkami (4.2.4).
Linia ciggla reprezentuje rozwigzanie numeryczne otrzymane za pomocg schematu (4.2.93), linie
przerywane oznaczajg oszacowania (4.2.42), natomiast linia przerywana z kropkami to przyblize-
nie U3z zdefiniowane w (4.2.63). Wybrane parametry to « = 0.9 oraz m = 2. Rysunek sporzadzono
dla czasu t = 0.02.

ktora opiera sie na rozwinieciu Taylora w dziedzinie czasowej. Wspétczynnik dyfuzji przybliza
sie wtedy za pomoca
i 1 myi m—T1\1 i i
ng/z ~ 5 ((u )j +m(um™ ) (u- —u 1) +

Y (4.2.96)

, i . C
(W™)g1 0 +MU™  )is 0 (u}ﬂ/z - u}j:]/l)) )

Kazdaiteracja (4.2.93) wymaga wziecia pod uwage wszystkich poprzednich krokéw oraz rozwigzania
uktadu réwnan liniowych (dzieki linearyzacji). Poniewaz macierz ukiadu jest tréjdiagonalna, mo-
zemy zastosowa¢ wydajne algorytmy w celu jej odwrécenia. Zmniejsza to koszt obliczeniowy,
ktory jednak wcigZz pozostaje duzy z uwagi na nielokalno$¢ zagadnienia.

Dla symulacji numerycznych uzyjemy réwnania (4.2.3) z warunkami (4.2.4). Przyktadowa symu-
lacja przedstawiona zostata na Rys. 1, gdzie pokazany zostal profil wilgotnosci dla ustalonego
czasu. Od razu zauwazy¢ mozna malg uzytecznosé oszacowan (4.2.42). Ten fakt nie powinien
dziwi¢, poniewaz nieréwnosci te zostaly otrzymane jako skutek uboczny twierdzenia o istnieniu
i jednoznacznoéci. Daja one jednak dosy¢ dobre wyobrazenie, gdzie znajduje si¢ front n*. Za-
uwazmy réwniez, ze przyblizenie U; niewiele odbiega od doktadnego rozwigzania przez niemal
cala dziedzing. Mimo braku Scistych oszacowan, przyblizenie to rozumiane w sensie asympto-
tycznym « — 1, jest dostatecznie dokladne oraz pozwala w tatwy i szybki sposéb dopasowac
parametry modelu.

Dopasowanie modelu do rzeczywistych danych wzietych z [25] zostalo przedstawione na Rys. 2.
UzyliSmy tutaj zmiennych wymiarowych, to jest przybliZzenia U; dla réwnania

ofu = (Dou™uy), , (4.2.97)
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z warunkami
u(0,t) =C, uf(oo,t) =0, u(x,0)=0, x,t>0. (4.2.98)

Widzimy, Ze przyblizenie dobrze odtwarza dane eksperymentalne, by¢ moze z wyjatkiem punk-
tow bliskich frontowi zwilzania. Jest to prawdopodobnie spowodowane doborem potegowej
formy dyfuzyjnosci oraz bledami eksperymentalnymi. Mimo tego faktu, prosta forma przyblize-
nia rozwigzania réwnania (4.2.3) data doktadne rozwigzania oraz duzo tatwiejsza do zastosowania
niz numeryczne rozwigzanie réwnania nielokalnego. Otrzymane parametry sa bardzo zblizone
do tych wyznaczonych przez eksperymentatoréw.

Schematy r6znicowe dla operatora E-K (praca [H5])

Omoéwimy teraz wyniki dotyczace schematéw réznicowych stuzacych do dyskretyzacji operatora
E-K. S3 to jedne z pierwszych tego typu wynikéw w literaturze. W celu bardziej przejrzystego
przedstawienia wynikéw, zmienimy notacje, to jest oznaczymy

1
Lap,ey(x) == ﬁ L (1—s)""s% (s"*x) ds, x € (0,X), (4.2.99)

gdzie wszystkie parametry sg teraz zapisywane w indeksie dolnym. Mozemy réwniez napisa¢

1 n—l SH—]
Top,cy(x) = o) J )* sy (s'/°x) ds, (4.2.100)
i=0 VSt
gdzie
O=s0<s1 <8< <8<+ <sp=1, (4.2.101)

jest podzialem odcinka [0,1]. Sposéb dyskretyzacji zalezy teraz od numerycznego obliczenia
catki. Przedstawimy teraz kilka typowych rodzajow dyskretyzacji. Doktadne szczegoéty obliczen
znalez¢ mozna w [H5].

* Regula prostokatéw.

—1

=

1

ey [ el N 1/c
0 y(s; X)L (1—75) st—;vi(a,b)y(si x), (4.2.102)

Lrbcy( ) =

i

I\
=Y

i

gdzie zdefiniowaliSmy wagi

1[5 _ B(siy1;a+1,b) —B(si;a+1,b)
fa,b) = —— 1—5)""s%ds = — ’ L 421
Wilab) = gy | (0o s s L @210)
oraz uzyliSmy niezupelnej funkcji beta.
¢ Regula punktu srodkowego.
1 n—1 . i1 - n .
Loy cy(x) = o) Z wa J (1—s)""s%ds = Zv{(a,b) y(s L/r]/zx) (4.2.104)
i=0 Si i=0
gdzie wagi v'(a, b) sa takie same, jak w przypadku reguly prostokatéw.
* Regula trapezéw.
1§ ylsiid —yls ) o ‘ e [ e
L eylx) s = g7 3 2SS st — s +ylsl ) | (1- )" seds
i=0 i+ 1 Si Si
= Z\ﬁ(a,b) U( e ))
i=0
(4.2.105)
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Rysunek 2: Dopasowanie Uz ze wzoru (4.2.63) do danych eksperymentalnych wzietych z [25]. Na

gorze: posta¢ samopodobna U;(11). Na dole: ewolucja czasowa us(x, t). Dopasowane parametry
wynoszg o = 0.855, C = 0.71 m?/m?, m = 6.98, Dy = 5.36 mm /%%
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gdzie wagi maja postac

BO) 1= O)
vi(a,b):=<¢ A1 +Bi, 0<i<m (4.2.106)
Anfh i =N,
A — 1 61B(Cl+2,b)—si 6lB(a—|—1,b)
" T(b) Sit1 — Si ’
(4.2.107)
iB 2 — §i iB 1
B, — 1 6iB(a—|—1,b)—6 (a+2,b) —s; 0;B(a+1,b) )
I'(b) Sit1 — Si
oraz
d;iB(a,b) := B(si11;a,b) — B(si;a,b). (4.2.108)

Oczywiscie, mozna zastosowaé réwniez inne metody interpolacyjne, jednak ich ztozonos¢ obli-
czeniowa wrasta bardzo gwattownie z uwagi na nielokalno$¢ operatora E-K.

Jak sie okazuje, duzo wydajniejsze jest przyblizanie operatora E-K wyrazonego catka (4.1.9)
powstala po podstawieniu t = s'/*x. Wtedy

Cx—c(a+b)

Lap,cyY (x) = W

J (x¢ — t&)° el D=1y (1) dt. (4.2.109)
0

Zauwazmy, ze jest to operator typu Volterry (lub Abela ze wzgledu na stabo osobliwe jadro).
W podobny sposéb jak wczeéniej, mozemy przybliza¢ powyzsza catke. WprowadZzmy podziat
odcinka [0, x]

O=tr<ti<bh<---<tHi<---<thL=x. (4.2.110)
Wtedy
Cx—c(a—i-b) n—Tl oty
Topcy(x) = NON J (x¢ — )2 Ttelar DTy (1) dt. (4.2.111)
t

i=0

Standardowe dyskretyzacje powyzszej catki majg nastepujacq postac.

¢ Regula prostokatow.

n—1 n—1
] t1+1/x)
KapcY(x) = === ) ylt J (1—5)""s%ds = > wi(a,b,cly(t:), (4.2.112)
b i=0 (ti/x)¢ i=0
z wagami
wi(a,b,c) == Blltin/x)%a+1,b) —B((t/x)5a+1,b) (4.2.113)
I'(b)
¢ Regula punktu srodkowego.
m 1 n! (tig1/x)° ol a n—1 )
Kaw,cY(x) = (o) 2 y(tis2) J(ti/x)c (1—5)""'s%s = %Wi(%b»c)y(tm/z), (4.2.114)
gdzie wagi sa dokladnie takie same, jak w przypadku reguty prostokatow.
¢ Regula trapezow.
Kipey(x) =Y wi(a,b,c)y(t), (4.2.115)

i=0
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z wagami zdefiniowanymi przez

Do, i=0;
wila,b):=<¢ Ci1+D;, 0<i<m (4.2.116)
Cn1y i=mn,
gdzie
C.o 1 xAB(a+1/c+1,b,c)—t; AiB(a+1,b,c)
" T(b) ti—t ’
(4.2.117)
D. — 1 AB(a+] bC)_XAiB(a‘F]/C—F],b,C)—tiAiB(a‘l‘],b,C)
)\ Y tin—t ’
oraz
AiB(a,b,c) := B((ti11/x)% a,b) — B((ti/x)5 a, b). (4.2.118)

Przyjmujacjednostajne sieci pokrywajace rozpatrywane odcinki mozemy udowodnié¢ rzedy bted6w
odciecia powyzszych dyskretyzacji. Najpierw jednak zaprezentujemy techniczny lemat.

Lemat 4 ([H5], Lemma 1) Dla a,b € R oraz ¢ > 0 mamy

1B (4,b), a>0orazb >0,
: ] o Inn, a=0o0razb >0,
T« /i\% i\ ¢ Tlnn, a>0o0razb =0,
n ; (E) (1 B (H) ) ) (1 —ane, a<O0orazb > a, (4.2.119)
= c®1¢(1 —b)n?, b < 0oraz a > b,
(1+c*N(1T—am™, a=b<0,

gdzie n — oo.

Dowéd lematu polega na odpowiednim oszacowaniu sumy. Dla a,b > 0 suma jest by¢ zbiezna
do catki Riemanna. Dla pozostatych przypadkéw konieczne jest zastosowanie innych technik, z
ktérych najbardziej pomocna polega na podzieleniu sumy na dwie czeéci w zalezno$ci od mo-
notnoniczno$ci sumowanej funkcji. Kazda z tych sum cze$ciowych moze by¢ wtedy oszacowana
przez catke, ktérej zachowanie znajduje si¢ po odpowiednim podstawieniu zmiennej.

Lemat 4 jest kluczowym narzedziem stuzacym do pokazania twierdzenia o rzedach zbieznosci
dyskretyzacji. Dzigki niemu mozliwe jest dokladne wyznaczenie stalych, przez ktére szacuje sie
réznice miedzy operatorem Ioy . a LY, . oraz Ky, . Tutaj u € {r, m,t}. Wprowadzmy jednostajna
siatke punktéw, to jest s; = i/n oraz t; = xi/n, gdzie n jest liczbg podziatéw. Mamy oczywiScie

Siy1 — S = 1/moraz ti,; —t; = x/n.

Twierdzenie 10 ([H5], Theorem 1) Ustalmy a,b,c > 0 oraz zatézmy, ze y € C*(0,X). Wtedy dla
ustalonego x € (0, X) dyskretyzacje odpowiadajgce operatorowi 1, , . majg nastepujgce zachowanie asymp-
totyczne dla m — oo.

® Regquta prostokgtow

l n'B(I+ab), %+a>0;
Lapey(¥) = Lipy(x) ~ ¥ ¢ no'inm, Tfa=0
nHerdg(1-1—a), T+a<0, (4.2.120)

Loy (%) = Kip y(X) ~ Loy’ (T)Bla +1,b).



* Reguta trapezéw

Lo,y (X)—Lgp,y(x) ~

, n?B(}+a—1,b), %+a>1;
—%(%—1)“’15?&? n_21n1n, cta=1 c#1;  (42121)
nretdg(2—1—a), 1+a<l,
XZ //O‘X
—az ér((b))B(aJr]’b)’ c=1

(4.2.122)
Lapey(x) = Kb y(x) ~ =2 ey (0)B(a+ 1, b).
® Regquta punktu Srodkowego
O(n2), a+1>Tandb>1;
Lopey(x) — L Yy (x) = O(m2Inn), a-+ i =Tlorb>T,
O(n-(Hminbaray - ] <atl<lor0<b <], (4.2.123)

. O(n=2), cla+1)>1andb > 1;
Ia,b,cy(x) - Ka,b,cy(x) = O(n—(1+min{c(a+1),b})), O<clat1)<lor0O<b<l.

Tutaj o € (0,1) oraz T € (0,x) zalezg od a, b, c, funkcji y oraz mogq byc rézne dla réznych dyskretyzacji.

Kazdy przypadek wymieniony w tezie powyzszego twierdzenia dowodzi si¢ przez oszacowanie
reszty w rozwinieciu Taylora-Lagrange’a. Na przyklad, dla reguly prostokatow oraz operatora

K& p,c mamy
foc(aer) n—1 B i
Lopey(x) = Kjp Y(x) + ——— > y'(T) J (x¢ — )P 1D (¢ — ;) dt. (4.2.124)
‘) r(b) i=0 ti
Definiujgc funkcje pomocniczg
G(z):= J (x¢ — t€)°TgeletD=T (¢t — ;) dt, (4.2.125)
ti
mozemy rozwing¢ jg w z = t; oraz obliczy¢ warto$¢ rozwiniecia w z = ti; otrzymujac
2 2 3
_ c cyb—1,c(at1)—1 X d c c\b—Tyc(a+1)-1 R X
G(ti_,_]) = (X - ti) ti Z_TLZ + @ [(X —t ) gelet (t - tl)} |t:Tim. (42126)

Gl6éwna trudnoscig dowodu jest doktadne oszacowanie asymptotycznego rzedu reszty dlan — oo.
W [H5] pokazujemy, ze drugi sktadnik powyzszego wyrazenia jest o(n~2). Korzystajac wtedy z
Lematu 4 otrzymujemy rzad btedu dyskretyzacji operatorem K, .. W podobny sposéb poka-
zujemy wszystkie inne oszacowania. Dla operatoréw Ly, . oraz K¢, . wystepuje drobna réznica
polegajaca na niemoznosci skorzystania z twierdzenia o wartoéci Sredniej. Powoduje to, Ze otrzy-
many wynik jest podany jedynie z doktadnos$cia do rzedu zbieznosci (bez dokladnych statych
multiplikatywnych). Najwiekszg trudnoscia w dowodach jest pokazanie, ze reszta rozwiniecia
Taylora-Lagrange’a rzeczywiscie jest rzedu wigkszego od wczeéniejszych wyrazéw. Powodem
tego jest osobliwe zachowanie si¢ jadra operatora. Niemozliwe staje si¢ wtedy stosowanie stan-
dardowych technik stuzacych oszacowaniom reszty.

Dla dyskretyzacji operatorem L , . zauwazy¢ mozemy, ze osobliwo$¢ jadra operatora E-K pogarsza
rzad zbiezno$ci metody. Jest to niepozadany efekt wskazujacy na to, ze analiza numeryczna
jest bardziej wydajna dla dyskretyzacji Ki, .. Zauwazmy tez, ze zachodzi nastgpujacy wniosek
mowiacy o jednostajnych oszacowaniach.
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a=1,b=15,¢=05 a=-09b=05c=2

Reguta prostokgtow 1.0000 0.6050
Reguta trapezéw 2.0002 0.6000
Reguta punktu srodkowego 1.9934 0.6008

Tablica 2: Oszacowane rzedy btedu dla dyskretyzacji Lo ..

Whniosek 3 ([H5], Corollary 1) Ustalmy a,b,c > 0 oraz zalézmy, ze y € C*(0,X). Niech M oznacza
wspodlne ograniczenia dlay' oraz y” dla x € (0, X). Mamy wtedy nastepujgce oszacowania

® Regquta prostokgtow

B( +a,b), %+a>0
Tapey(x) = Lip Y0 < 290 *1 Inn, Tta=o
notetdg(1—1—a), 1+a<o, (4.2.127)

Lo,y (x) = Kip Y (x| < LagyMBla+1,b).
* Reguta trapezéw

|Ia,b,cy( ) Ltbcy( )|

_ZB(C a—1b) §—|—(l>1
G- 12%) n- lnln, -ta=1, c#T, (4.2.128)
n0bag (-1 q), fra<h,
2
#ér%)B(aﬂL])b% c=1.
Lo, cy(x) = Ky YO < S izrmy MB(a+1 b). (4.2.129)

Aby numerycznie zilustrowaé Twierdzenie 10 policzymy dokladne state stojgce przy n w odpo-
wiednich potegach wyliczonych w twierdzeniu. Bardziej konkretnie, dla metody trapezéw oraz
operatora K} , . obliczamy wyrazenie

|Iabcy( ) Krbcy( )|
o sa—Bla+1,b) ’

a,b,c

(4.2.130)

dla coraz wigkszych n. Cigg ten powinien zbiega¢ do 1. Podobne wyrazenia sg badane dla
innych dyskretyzacji. Funkcja prébna jest jedng z dwéch w zaleznosci od metody: y(x) = x dla
metody prostokatéw lub y(x) = x?/2 dla trapezéw. Wybér jest podyktowany statoécig pierwszej
lub drugiej pochodnej. Rezultaty symulacji numerycznych ukazane sa na Rys. 3. Widzimy, ze
wszystkie wielkosci zbiegajg do 1, co weryfikuje teze Twierdzenia 10.

Kolejnym testem, ktéry mozemy wykonacé jest numeryczne wyznaczenie rzedéw zbieznosci. Jako
funkcje prébng wybierzmy y(x) = e*. Poniewaz nie posiadamy analitycznego wzoru na funkcje
Lo,cy(x), konieczne jest zastosowanie metody posredniej. Jedna z nich jest zastosowanie ekstrapo-
lacji Richardsona, ktéra zastosowana do wyliczenia rzedu zbieznosci nosi nazwe metody Aitkena
[40]. Wyniki obliczeri podane sa w Tab. 2-3. Zobaczy¢ mozemy, ze obliczenia numeryczne s w
zgodzie z teoretycznymi wynikami Twierdzenia 10. Zauwazalne jest tez pogorszenie zbieznosci
dla operatora L wraz ze wzrostem rzedu osobliwosci jadra operatora E-K.
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Rysunek 3: Stosunki réznicy [Iqpcy(x) — Aqp,cy(x)| oraz jej asymptotycznej postaci podanej w
(4.2.120)-(4.2.122) dla n — oo. Tutaj Aqp, jest jednym z operatoréw wymienionych w legendzie.
Wyb6r funkcji prébnej y = y(x) jest opisany w tekécie. Wybrane parametry to a = 0.5, b = 1.5
orazc =0.5dlax =1.

a=1,b=15c¢c=05 a=-09b=0.5c=2

Reguta prostokatow 1.0001 1.0088
Reguta trapezéw 2.0001 1.9977
Reguta punktu srodkowego 1.9985 1.1955

Tablica 3: Oszacowane rzedy btedu dla dyskretyzacji K p.c.
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Na koniec podamy wynik dotyczacy metody numerycznej stuzacej do numerycznego rozwigzania
réwnania catkowo-rézniczkowego z operatorem E-K

y' =%y, lapey),  Yyl0) =yo, x € (0,X), (4.2.131)
gdzie f jest funkcja spetniajacg warunek Lipschitza
|f(x,u,p) o f(X,V,p)| < L1|u _V|> H:(X) U—,p) o f(X, u, q)| < I—]lp o q| (42132)

Jako metode numeryczng wybierzmy schemat oparty na metodach trapezéw zaréwno dla réw-
nania jak i dla dyskretyzacji operatora E-K. Ma ona posta¢

h
Yntl =Yn + B (f(xmym Ka,b,cyn) + f(Xnt1y Ynt1y Kz,b,cyn-i-] )) . (4.2.133)

Nasza siatka podziatu zmiennej niezaleznej ma posta¢ x, = nh dla h = X/N oraz, zwyczajowo,
oznaczyliSmy numeryczne przyblizenie y, ~ y(x,). Metoda (4.2.133) jest zbiezna a jej rzad
zbiezno$ci wynosi 2.

Twierdzenie 11 ([H5], Theorem 3) Zalézmy, ze f € C*(R?) oraz x € [0, X]. Wtedy, dlaa > —1,b > 1
oraz ¢ > 0 schemat réznicowy (4.2.133) jest zbiezny z rzedem réwnym 2:

ly(xn) —ynl =O(h?) gdy h—0 dla nh=const. (4.2.134)

Kiedy oznaczmy biad metody przez
€n =Yy (Xn) —Yny (42135)

mozemy zapisac

h
€eny1 = en+ E (f(XTmU(Xn)) Iy (Xn)) - f(xn>ym Kyn))
(4.2.136)

h
+ z (f(xn—H Y (Xn-H )) Ia,b,cy (Xn+1)) - f(xn+1>yn+1 ) Kyn—H )) + Ch3>

gdzie skorzystaliSmy z postaci btedu dyskretyzacji dla kwadratury trapezéw. Szacujac dalej
oraz korzystajac z definicji operatora K, . i warunku Lipschitza mozemy otrzyma¢ nastepujaca
nieré6wno$¢ rekurencyjna

1
1Lk —wLb

h n
enarl < (14113 ) lenl + WLah? Y e+ (DLs + O’

= (4.2.137)

< (14 Cih)len + Coh? Y fes| + Csh?,

i=1

gdzie wszystkie wielkie litery oznaczaja pewne dodatnie state. Rekurencja ta moze by¢ rozwigzania,

to jest uzywajac indukcji matematycznej mozemy pokazac, ze

(14 Ch+ Co(n+ )™ -1
Cih

Poniewaz mamy (1 4+ Cih + Cy(n + DRI < (1 4 C4h)™! < e%4, to zachodzi |en 1] < O(h?).

Wystepujaca tutaj nieréwnoé¢ rekurencyjna jest przykladem uogdlnienia dyskretnego lematu
Gronwalla.

leni1] < Csh’. (4.2.138)

Pokazali$my zatem, ze operator E-K moze by¢ skutecznie przyblizony numerycznie. Te dyskre-
tyzacje mogg zosta¢ uzyte do skonstruowania schematu réznicowego stuzacego do znajdywania
rozwigzan rownan catkowo-rézniczkowych, w ktérych wystepuje ten operator. Przy takiej kon-
strukcji wazny jest odpowiedni dob6r sposobu dyskretyzacji catek, gdyZz niewtasciwy jego wybor
moze pogorszy¢ zbieznos¢ metody.
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5 Omodwienie pozostalych osiaggnie¢ naukowo - badawczych (artystycznych).

(a) Lista publikacji niewchodzacych w skiad osiggniecia naukowego. Prace wymienione sg tema-

tycznie (nie chronologicznie).

[P1] W. Okrasiniski, L.Plociniczak, A Nonlinear Mathematical Model of the Corneal Shape, Nonlinear
Analysis: Real World Applications 13 (2012), 1498-1505.

[P2] W. Okrasinski, EL.Plociniczak, Bessel function model of corneal topography, Applied Mathematics
and Computation 223 (2013), 436-443.

[P3] W.Okrasiniski, J.J.Nieto, L.Plociniczak, O.Dominguez, On a nonlinear boundary value problem
modeling corneal shape, Journal of Mathematical Analysis and Applications 414 (1) (2014),
461-471.

[P4] W.Okrasiniski, bL.Plociniczak, Regularization of an Ill-posed Problem in Corneal Topography, Inverse
Problems in Science and Engineering 21 (6) (2013), 1090-1097.

[P5] W.Okrasiniski, L.Plociniczak, Nonliear Parameter Identification in Corneal Geometry Model, In-
verse Problems in Science and Engineering 23 (3) (2015), 443-456.

[P6] G. Griffiths, L.Ptociniczak, W. Schiesser, Analysis of cornea curvature using radial basis functions
- Part I: Methodology, Computers in Biology and Medicine, 77 (2016), 274-284.

[P7] G. Griffiths, L.Plociniczak, W. Schiesser, Analysis of cornea curvature using radial basis functions
- Part II: Fitting to data-set, Computers in Biology and Medicine 77 (2016), 285-296.

[P8] G. Griffiths, L.Plociniczak, W. Schiesser, ODE/PDE Analysis of Corneal Curvature, Computers
in Biology and Medicine 53 (2014), 30-41.

[P9] W. Okrasinski, L.Ptociniczak, Solution estimates for a system of nonlinear integral equations
arising in optometry, Journal of Integral Equations and Applications, przyjete do druku

[P10] E.Plociniczak, On asymptotics of some fractional differential equations, Mathematical Modelling
and Analysis 18 (3) (2013), 358-373.

[P11] E.Plociniczak, Eigenvalue asymptotics of a fractional boundary-value problem, Applied Mathema-
tics and Computation 241 (2014), 125-128.

[P12] W.Okrasiniski, L.Plociniczak, A note on fractional Bessel function and its asymptotics, Fractional
Calculus and Applied Analysis 16 (3) (2013), 559-572.

[P13] L.Plociniczak, A. Popiotek-Masajada, M. Szatkowski, ]. Masajada, High order vortex beam in
the optical vortex microscope, SPIE Optical Engineering+ Applications, International Society for
Optics and Photonics (2015) p. 95810N-95810N-8.

[P14] L.Plociniczak, A. Popiotek-Masajada, J. Masajada, M. Szatkowski, Analytical model of the optical
vortex microscope, Applied Optics 55(12) (2016), B20-B27.

[P15] L.Plociniczak, A. Popiotek-Masajada, M. Szatkowski, D. Wojnowski, Transformation of the vortex
beam in the optical vortex scanning microscope, Optics & Laser Technology 81 (2016), 127-136.

[P16] M. Maciejewska, L.Plociniczak, A. Szczurek, Reqularization and the inflection point method for
a sensor signal in gas concentration measurement, Inverse Problems in Science and Engineering
25(4) (2017), 555-579.

[P17] L.Plociniczak, M.Switata, Monotonicity, oscillations and stability of a solution to a nonlinear equation
modelling the capillary rise, Physica D 362 (2018), 1-8
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(b) Omoéwienie wynikéw prac zawartych w publikacjach niewchodzacych w sktad osiggniecia
naukowego

5.1 Modele topografii rogéwki (prace [P1-P9])

Tematyka zwigzang z modelowaniem topografii rogéwki oka ludzkiego zajmowaliSmy sie w
pracach zwigzanych z rozprawg doktorska habilitanta. Problemy tam powstate okazaly sie jednak
na tyle ciekawe matematycznie, Ze praca nad nimi jest wcigz kontynuowana w miedzynarodowym
gronie. Pokrétce oméwimy wyniki uzyskane na tym polu.

Prace [P1-P2,P4] stanowily poczatek badari nad modelem matematycznym rogéwki oka ludzkiego
oraz wchodzity w sktad rozprawy doktorskiej habilitanta. Modelowanie zjawisk zwigzanych z
widzeniem staje si¢ coraz bardziej znaczace dla rozwoju cywilizacyjnego, poniewaz pozwala le-
piej i sprawniej diagnozowa¢ wady i choroby oczu. Jedng z najwazniejszych czeSci oka, ktéra
odpowiada za okolo 2/3 mocy optycznej, jest rogéwka. Jest to wytrzymata i przeZroczysta po-
wloka, ktéra stanowi pierwsza granice miedzy okiem a §wiatem zewnetrznym. Opis jej geometrii
jest kluczowy do zrozumienia oraz leczenia probleméw z widzeniem takich jak krétko- i daleko-
wzroczno$¢ oraz astygmatyzm.

Wyprowadzony model opiera si¢ na stacjonarnym bilansie sil oraz potraktowaniem rogéwki jako
cienkiej membrany. W pewnym sensie mozna o nim my$lec jako o formie posredniej miedzy pro-
stymi modelami opartymi na powierzchniach obrotowych generowanych przez krzywe stozkowe,
a bardzo skomplikowanymi modelami zwigzanymi z teorig sprezystosci. W zapisie rézniczko-
wym, nasz model ma posta¢

v [ ) fkn=

P
1+ [ VhP? N

gdzie h = h(x,y) opisuje ksztatt rogéwki, () jest dziedzing, T jest napieciem powierzchniowym, k
stalg sprezystosci (zwigzang z modutem Younga), a P ci$nieniem wewnatrzgatkowym. Réwnanie
to ustanawia zwigzek miedzy topografig rogéwki a ciSnieniem, ktore jest jednym z podstawowych
parametréw mierzonych podczas badania oka.

hlg =0, (5.1.1)

W pracach [P1-P2] przedstawione zostaly wyniki dotyczace istnienia i jednoznacznosci oraz osza-
cowan dla osiowosymetrycznych rozwigzan powyzszego zagadnienia brzegowego. Udato si¢
otrzymac kilka rezultatow méwigcych, Ze jedli ciSnienie nie jest zbyt duze, to badany problem ma
jednoznacznie okres$lone rozwigzanie. Nie jest to jednak najbardziej ogélny wynik, ktéry mozna
osiggnaé. Inni autorzy [19] pokazali identyczng teze przy catkowitej rezygnacji z zalozeni na
wystepujace w réwnaniu parametry oraz kilka rezultatéw pobocznych [18, 110]. Nasze rezultaty
zostaly ulepszone w [P3,P9], z ktérych praca [P3] powstata przy wspélpracy z hiszpariskimi ma-
tematykami z Santiago de Compostela. Pokazujemy tam dodatkowe oszacowania oraz silniejszy
rezultat egzystencjalny.

Artykuly [P4-P5] podejmuja wazny z punktu widzenia zastosowari, temat probleméw odwrot-
nych. Polega on na wyznaczeniu ci$nienia wewnatrzgatkowego na podstawie wiedzy o topografii
rogéwki. Poniewaz ksztatt oka jest dostatecznie tatwo mierzalny, a pomiar ci$nienia niemal zawsze
jest inwazyjny (nieprzyjemny dla pacjenta), to tak postawione zagadnienie odwrotne jest dobrze
umotywowane matematycznie. Nasze zagadnienie odwrotne okazuje si¢ by¢ Zle postawione i
konieczna jest jego regularyzacja, ktérg przeprowadzamy w wymienionych pracach. Udaje si¢
uzyskaé stabilny oraz jednoznaczny sposéb wyznaczenia ciSnienia. Oprécz tego pokazujemy
szereg oszacowan na bfad regularyzacji.
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Cykl prac [P6-P8] powstat przy wspétpracy badaczy z Lehigh Univeristy w USA oraz City Univeri-
sty of London. Podejmujg one tematyke metod numerycznych stuzacych znajdywaniu rozwigzan
powyzszego rownania. Prezentujemy tam wyniki dotyczace metody linii (ang. Method of Lines,
MOL) oraz metody bezsiatkowej (ang. Meshless Method). Oba te podejécia r6znia si¢ od stan-
dardowych metod przyrostow oraz elementéw skoriczonych i majg nad nimi pewng przewage
implementacyjng. Do wymienionych prac dofgczone sg kody w jezyku R majace na celu przybli-
Zenie algorytméw dla matematycznie stabiej wyszkolonych badaczy (np. lekarzy).

5.2 Asymptotyka rozwigzan utamkowych réwnan rézniczkowych (prace [P10-
P12])

Kolejne wymienione prace dotycza, podobnie jak osiggniecie naukowe, réwnan rézniczkowych z
pochodng utamkowg. Podstawowy wynik otrzymany zostat w [P10] i dotyczy asymptotycznego
zachowania si¢ rozwigzan réwnan typu

‘Diy=Aqx)y, 0<a<2, AcR. (5.2.1)

Rozwigzanie powyzszego réwnania ma rézne zachowanie w zaleznosci od znaku A. Najciekaw-
sze z nich wystepuje dla A < 0 oraz 1 < « < 2, kiedy to pojawiaja sie tzw. ulamkowe oscylacje.
Asymptotycznie, to jest dla duzych x lub duzych A, rozwigzanie posiada dwie sktadowe: wyktad-
niczo gasnace oscylacje oraz monotonicznie malejgcg funkcje potegowa. W rezultacie rozwigzanie
ma jedynie skoficzong ilo$¢ miejsc zerowych a ich liczba jest silnie zalezna od wartosci x. W tejze
pracy znajdujemy réwniez wyrazenie przyblizajace doktadna ilos¢ tych zer.

Wyniki poprzedniego artykutu zostaly wykorzystane przy badaniu zagadnieri brzegowych, czyli
powyzszego réwnania zaopatrzonego jednorodnymi warunkami

y(0) =0, y(1)=0. (5.2.2)

Adaptujac powyzsze rezultaty do tej sytuacji pokazujemy w [P11], Ze ilos¢ funkcji wlasnych
oraz odpowiadajgcych im warto$ci wlasnych jest skoriczona. Jest to wynik bardzo réznigcy sie
od klasycznego, dotyczacego zagadnieri Sturma-Liouville’a. W wymienionej pracy znajdujemy
réwniez asymptotyczne zachowanie sie wartosci wlasnych badanego zagadnienia utamkowego.

Ostatnia praca z niniejszego cyklu [P12] prezentuje podobne wyniki jak powyzej, dotyczace tym
razem ulamkowego réwnania Bessela. Znajdujemy tam asymptotyke rozwigzan, ktére nazwac
mozemy ulamkowymi funkcjami Bessela. Jak mozna sie spodziewa¢, nasze wyniki redukujq sie
do tych dobrze znanych klasycznie, jesli parametr rzedu pochodnej o« dazy do liczby catkowite;.

5.3 Model analityczny mikroskopu opartego na wirach optycznych (prace
[P13-P15])

Prace [P13-P15] powstaly przy wspélpracy z fizykami pracujagcymi na Wydziale Podstawowych
Probleméw Techniki Politechniki Wroctawskiej. Wspoétpraca byta wspierana grantem Narodo-
wego Centrum Nauki. Wkiad habilitanta w prace polegal na konstrukcji modelu analitycznego
mikroskopu skaningowego opartego na wirach optycznych. Jest to nowa technologia oparta na
innowacyjnym podej$ciu do skanowania obserwowanego obiektu.

Model analityczny takiego urzadzenia opiera si¢ na calce typu Fresnela, ktorej jadro zawiera
produkt sktadnikéw opisujacych takie elementy uktadu optycznego jak wigzka, wir optyczny oraz
obiekt. Trudnoé¢ w jej wyliczeniu polega na tym, Ze wir optyczny tamie symetrie¢ osiowg funkcji
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podcatkowej. Komplikuje to w znaczny spos6b obliczenia. W pracach [P13-P15] przedstawione sa
wyniki o coraz wiekszym stopniu ztozonosci, ktére w rezultacie prowadza do podania gotowych
wzoréw na amplitude wigzki Swietlnej po przejsciu przez uktad optyczny. Dodatkowo, wskazany
jest r6wniez sposéb na wprowadzenie dowolnego obiektu, ktéry dzieki transformacie Fouriera,
redukuje si¢ do translagji i skalowania parametréw rozwigzania.

5.4 Analiza metody punktu przegiecia w technice pomiarowej (praca [P16])

Wyniki opisane w tej czedci zostaly otrzymane podczas wspoétpracy habilitanta z naukowcami
pracujacymi na Wydziale Inzynierii Srodowiska Politechniki Wroclawskiej. Dotycza one analizy
sygnalu czujnika zwigzkéw lotnych takich jak benzen, toluen czy ksylen. Typowy pomiar polega
na wystawieniu czujnika na dziatanie gazu i odczekanie pewnego, wzglednie dtugiego, czasu
az urzadzenie osiggnie stan ustalony. Poziom sygnalu nasycenia moze by¢ wtedy skorelowany z
rzeczywistg koncentracjg zwigzku.

Jak sie okazato oczekiwanie na wiarygodny pomiar stezenia mozna znaczaco skréci¢. Badany
sygnal ro$nie monotonicznie, jednak posiada doktadnie jeden punkt przegiecia. Dosy¢ niespo-
dziewanie, wspoélrzedne tego punktu liniowo zalezng od koncentracji zwigzku. Ponadto, punkt
przegiecia wystepuje okoto 20 razy szybciej niz nasycenie czujnika, co daje nam szybka metode
wyznaczania koncentracji zwigzku.

Problemem czysto matematycznym jest regularyzacja sygnatu. Obliczenie punktu przegiecia
oznacza znalezienie maksimum pochodnej. Mozemy skorzysta¢ z metody Brenta lub Zlotego
Podziatu aby poradzi¢ sobie z tym zadaniem bez koniecznosci liczenia drugiej pochodnej, jednak
pierwsza pochodna zawsze musi zosta¢ znaleziona. Sygnal zmierzony jest z bledem (szumem),
co ma bardzo duzy wplyw na warto$¢ pochodnej oraz, tym samym, na wyznaczanie punktu
przegiecia. W omawianej pracy proponujemy szereg algorytméw wygladzajacych sygnat tak,
aby koncentracja mogta zosta¢ znaleziona w stabilny sposéb. Dowodzimy réwniez kilku oszaco-
wan a-priori méwigcych o ile r6zni si¢ znaleziony punkt przegiecia od tego rzeczywistego przy
znajomosci poziomu zaszumienia sygnatu. Wyniki teoretyczne sa zweryfikowane na podstawie
rzeczywistych danych, co potwierdza nasza konstrukcje szybkiej techniki pomiarowej. Wynik
moze zostaé wykorzystany w systemach szybkiego ostrzegania, gdzie znajomos¢, chocby nie-
doktadnej, wartosci koncentracji trujacych zwigzkéw musi zosta¢ zmierzona w bardzo krétkim
czasie.

5.5 Analiza r6wnania wzniosu kapilarnego (praca [P17])

Réwnanie opisujgce wznios kapilarny H = H(t) w czasie uwzgledniajgce napiecie powierzch-
niowe, grawitacje oraz lepko$¢ ma nastepujacg bezwymiarowq postacé

HH +H+ w (HH) =1, (5.5.1)

gdzie w > 0 oraz H(0) = 0, H'(0) = \/La Jest to nieliniowe, osobliwe réwnanie zwyczajne
drugiego rzedu, ktérego analizg zajeliSmy sie w cytowanej pracy. Najwazniejszym wynikiem,
oprocz globalnego istnienia i jednoznacznosci, byto sklasyfikowanie zachowania si¢ rozwigzania
ze wzgledu na monotonicznoé¢é. Okazalo sie, ze ze wszystkich fizycznych parametréw mozemy
utworzy¢ bezwymiarowa kombinacje w, ktéra determinuje charakter rozwigzania. Doktadniej,
pokazaliSmy ze dla w < 0.25 rozwigzanie jest monotoniczne, a dla w > 0.25 oscyluje ono wokét
polozenia réwnowagi. Wynik byt zweryfikowany na podstawie rzeczywistych danych. W kazdym
przypadku teoria zgadzala si¢ z eksperymentem.
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