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oméwieniem ich ewentualnego wykorzystania

I. Wstep

Klasyczne réwnanie Schrodingera, sformutowane w 1926 przez austriackiego fizyka Erwina
Schrodingera, jest jednym z kluczowych réwnan nierelatywistycznej mechaniki kwantowe;.
W swojej najogdlniejszej postaci opisuje ono ewolucje w czasie stanu kwantowego uktadu
fizycznego. Podstawowym obiektem jest operator Schrodingera, ktory peini role operatora
energii (tzw. hamiltonianu) ukladu. Dla czastki poruszajacej sie w polu o potencjale V,
operator ten przyjmuje nastepujaca postaé w reprezentacji potozeniowej

H=Hy+V,

gdzie Hy = —A, a V jest operatorem mnozenia przez funkcje. Stany stacjonarne uktadu sg
opisywane przez réownanie Schrodingera niezalezne od czasu, ktére przyjmuje postaé zagad-
nienia wlasnego Hyp = Ap. Laplasjan A jest generatorem infinitezymalnym ruchu Browna.
Dzieki temu réwniez wlasnoSci operatora H, w tym wlasnosci rozwigzan wspomnianego za-
* gadnienia wlasnego, mogg by¢ efektywnie badane przy pomocy metod probab1hstycznych
[66].

Ze szczegdlnej teorii wzglednoéci wynika, ze w przypadku czastek poruszajacych sie z
duzg predkoscia (a wiec w przypadku duzych energii) operator Hy powinien by¢ wybrany w
inny sposéb (zob. np. [50]). Pewne przyblizenia teorii relatywistycznej sg czesto realizowane




poprzez modele wykorzystujace tzw. nielokalne operatory Schrédingera. W tym przypadku
Hy = —L, gdzie L jest generatorem pewnego procesu Lévy’ego ze skokami. Szczegdlne
miejsce zajmujg tu operatory H oparte na

L=—(-A+m¥%% 4t m oraz L=—(-A)*? «a€(0,2), m>0,

zwane odpowiednio quasi-relatywistycznymi 1 ultra-relatywistycznymi (albo utamkowymi)
operatorami Schrodingera. Podobnie jak w przypadku klasycznym, pélgrupy ewolucyjne
nielokalnych operatoréw Schrédingera maja reprezentacje stochastyczne (typu Feynmana-
Kaca) wzgledem proceséw Lévy’ego ze skokami. Umozliwia to badanie ich wlasnoéci przy
pomocy metod probabilistycznych. Dodajmy, ze w ostatnich latach mozna zaobserwowaé
bardzo wzmozone zainteresowanie tematyks skokowych proceséw Markowa i operatoréw nie-
lokalnych. Sg one zrédiem nowych metod w modelowaniu naukowym, w szczegdlnosci umozli-
wiajg modelowanie zjawisk nieciggtych i wprowadzajg konieczne poprawki do ustanowionych
juz teorii, czynigc je bardziej zgodnymi z rzeczywistym doswiadczeniem.

Teoria nielokalnych operatoréw Schrodingera zostata istotnie rozwinieta przez ostatnie 30
lat. Wiasnoéci spektralne i analityczne takich operatoréw i ich pélgrup ewolucyjnych bytly
intensywnie badane przez wielu matematykéw i fizykéw, zaréwno metodami analitycznymi,
jak i probabilistycznymi. Wéréd oséb majgcych wklad w te badania sa Baifiuelos, Bogdan,
Byczkowski, Carmona, Chen, Fefferman, Frank, Garbaczewski, Hansen, Herbst, Hiroshima,
Jakubowski, Kim, Kulczycki, Kwasnicki, Lieb, Lérinczi, Seiringer, Simon, Song, Takeda,
Weder, Wang [1, 8, 9, 11, 13, 20, 21, 23, 24, 30, 31, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 46, 47, 48, 69, 70].
' Zaznaczmy, ze wiele z tych prac badawczych, szczegblnie w obrebie fizyki matematycznej,
byto silnie motywowanych dociekaniami E. Lieba i jego wspétpracownikéw nad stabilnoécia
relatywistycznej materii [27, 50, 51].

Przedstawione osiggniccie naukowe dotyczy nielokalnych operatoréw Schrodingera H =
—L+V, gdzie L jest generatorem procesu Lévy’ego z wiasnoscig bezposredniego skoku, i zwig- -
zanych z nimi pélgrup Feynmana—Kaca. Ich wlasnodci zostaly zbadane metodami probabili-
stycznymi, w tym przy uzyciu wspblczesnych technik probabilistycznej teorii potencjatu. W
pracy [H1] uzyskaliémy dokladne dwustronne oszacowania tempa zaniku w nieskonczonogci
funkcji wlasnej stanu podstawowego i gérne oszacowania pozostatych funkcji wlasnych ta-
kich operatoréw dla potencjaléw Kato-rozktadalnych V(z) — oo, gdy |z| — oco. Nastepnie
oszacowania te wykorzystaliémy do zbadania i charakteryzacji tzw. wlasnosci mocnej kon-
traktywnoéci pétgrup Feynmana—Kaca ([H1] i [H4]). W pracy [H3] zbadaliémy tempo zaniku
funkeji wlasnych w przypadku V(z) — 0, gdy || — oo. Praca [H2] dotyczy wiasnoéci
pélgrup ewolucyjnych operatoréw L — zawiera dokladne oszacowania ich jader ciepta w skon-
czonym horyzoncie czasowym. Wazng cecha prezentowanego tutaj osiggniecia naukowego
jest to, ze proponuje ono kompleksowe metody uzyskiwania doktadnych oszacowan w obrebie
szerokiej klasy proceséw Lévy’ego o do$é réznorodnych intensywnosciach dalekich skokéw.
Klasa ta zawiera wazne rodziny proceséw, ktérych rozklady maja zaréwno cigzkie, jak i lekkie
ogony (np. izotropowe procesy stabilne oraz relatywistycane i temperowane procesy stabilne).

Ponizsze oméwienie cyklu prac [H1]-[H4] zostalo podzielone na rozdzialy ze wzgledu na
problematyke, a nie wedlug chronologii powstawania poszczegdlnych prac. W rozdziale I
ustalimy definicje i oznaczenia oraz oméwimy podstawowe wlasnodci rozwazanych proceséw
i operatoréw. W rozdziale II zaprezentujemy oszacowania funkcji wiasnych w przypadku,
gdy V(z) — oo, |z| — oo. Rozdzial III poéwigcony jest prezentacji wynikéw dotyczacych
wlasnosci mocnej kontraktywnoéci. W rozdziale IV oméwimy oszacowania funkcji wlasnych
dla potencjatéw V(z) — 0, gdy |z| — oo. Rozdzial V dotyczy jader ciepla operatoréw L.




Notacja

Dodatnie state wystepujace w sformutowaniach kolejnych zatozen i wynikéw w ponizszym
opisie bedg oznaczane wspélnym symbolem C' i nie beda numerowane. Notacja C' lub nume-
racja Cp, Cs, ... bedzie jednak czasem stosowana lokalnie dla rozréznienia statych w obrebie
sformulowania jednego zalozenia, lematu lub twierdzenia (nie odpowiada to jednak nume-
racji w zadnej z cytowanych prac). Ze wzgledu na doé¢ duzg ogdlnosé naszych rozwazan,
stale wystepujace w oszacowaniach na og6t zaleza od procesu i potencjatu, oraz wymiaru
przestrzeni. Nie bedzie to juz odrebnie zaznaczane. W przypadku, gdy zaleznoéé (lub nieza-
lezno$¢) danej statej od pewnego parametru bedzie istotna, to wyraznie to podkreslimy. Gdy
f 1 g sa funkcjami nieujemnymi, to ponizej czesto stosujemy skrécony zapis f(z) =< g(z),
z € A, ktéry oznacza, ze istnieje stala C' > 1 spelniajgca nieréwnosci

- C7g(z) < f(z) < Cgla), =€ A

c ' L
Napiszemy tez f(z) < g(z), gdy konieczne bedzie odwolanie si¢ do statej C ustalajacej te
poréwnywalnosé. Oszacowanie dwustronne nieujemnej funkeji f przez funkcje g i b, tj.

Crg(z) < f(z) < Coh(z), z €A,
nazwiemy dokfadnym lub ostrym (ang. sharp) tylko w przypadku, gdy g(z) = h(z), z € A.

Procesy Lévy’ego i wlasnoéé bezposredniego skoku

Niech {X;}:>0 bedzie procesem Lévy’ego o wartosciach w R¢, d > 1. Przypomnijmy, ze
{X:}i>0 jest jednorodnym w czasie i w przestrzeni procesem Markowa wzgledem swojej natu-
ralnej filtracji, z mocng wlasnoécig Markowa, o trajektoriach typu cadlag. Oznaczmy przez
P* i E* miare prawdopodobienstwa i warto$¢ oczekiwang dla procesu startujacego z x € R
Procesy Lévy’ego sg jednoznacznie opisane przez wzér Lévy’ego-Chinczyna

EOiéXt — e ¢ c RY, >0,

gdzie .
Y(E) = —i6 b+ Ac+ [ (1= die ylpon())vidy), EE€R, ()

A = [aylij=1,.,4 jest symetryczng i nieujemnie okreélong macierza d x d, b € R¢, a v jest
miarg Lévy’ego na R\ {0}, tzn. fga\ (o) (1 A [2]*) v(d2) < co. Oznaczmy przez {F; :t > 0}
pélgrupe przejécia procesu {X;}i>0. Bedziemy uzywaé tego samego symbolu P, w odniesie-
niu do rozkladu zmiennej X; (tj. P;(F — z) = P*(X; € E) i w odniesieniu do operatora
zdefiniowanego przez dziatanie tej miary (tj. P f(z) = E*f(X}) = [ga f(y+2)FPi(dy)). Gene-
rator infinitezymalny L (pétgrupy przejécia) procesu {X;}+>0 jest jednorodnym, nielokalnym
operatorem pseudorézniczkowym zdefiniowanym przez -

LI = —9()f(€), €eR? feD(L):={heL*R":¢heL*RY} (2)

(F(€) oznacza tu transformate Fouriera fga f(z)e¥?dz funkeji f; czasem piszemy tez Ff(£)).
Funkcja 1) nazywana jest czesto wykladnikiem charakterystycznym (Lévy’ego-Chinczyna)
albo symbolem. Dla funkcji f klasy C? o no$niku zwartym dzialanie operatora L przyjmuje
postaé

d
Lf@)=b-VI@)+ 3 aydede, f(2) + / (flz+2) — £(z) — Dpe(2)z - V(=) v(d2).
| - 0




W tym oraz w trzech kolejnych rozdziatach II-IV, ktérych zawartoéé odpowiada pracom [H1],
[H3] i [H4], bedziemy stale zaktadaé, ze

b=0, v(-E)=v(E) | (4)
v(R%\ {0}) = 00, v(dz)= V(x)dm, (5)

tj. v jest nieskoficzong miarg absolutnie ciggla wzgledem miary Lebesgue’a (w dalszej czegdci

tego rozdziatu oraz w rozdziatach II-IV bedziemy postugiwaé sie wytacznie gestoéciag miary

Lévy’ego i oznaczaé jg tym samym symbolem v). Warunek (4) oznacza, ze process {X;}i>o

jest symetryczny, tzn. —X; ma ten sam rozklad co Xy, a (5) gwarantuje, ze jego rozklady

jednowymiarowe sg absolutnie cigglte wzgledem miary Lebesgue’a [61, Theorem 27.7] (gestosci

miar P, oznaczamy przez p;(z)). Réwnowaznie, process {X;};>0 ma mocng wiasnos¢ Fellera,

tzn. funkcja z — P.f(z) = E*f(X,) jest ciagla i ograniczona na R dla wszystkich f €
L®(R%) it > 0. Dzigki (4)—(5) wzér (1) redukuje si¢ do

W) =€ AE+ [ (1-cos(€-9))v(y)dy, €€RY, e

% jest nieograniczong (nawet gdy A = 0) funkcjg o wartosciach w [0, 00), a ~L jest samo-
sprzezonym, nieujemnie okreélonym operatorem nieograniczonym w L2(R4).

Ponizej bedziemy tez potrzebowal informacji o procesie Lévy’ego zabitym po wyjsciu
z ograniczonego zbioru otwartego D C R% Przez 7p oznaczamy czas pierwszego wyjscia

procesu ze zbioru D, tzn.
p:=inf{t > 0: X; ¢ D}.

Gestosci prawdopodobiefistw przejécia procesu {X;}¢>o zabitego po wyjsciu ze zbioru D dana
jest wzorem Dynkina—Hunta

pp(t,w,y)zpt(y—l‘)—Ex [TD <t;pt—TD(y_XTD)]7 r,y€ D, t>0. (7)

Przyjmujemy, ze pp(t, z,y) = 0, gdy z ¢ D luby ¢ D. Mamy, P*(t < 7p) = [ppp(t, 2, y) dy,
z € D, t > 0. Ponadto, funkcja Greena procesu (X;):>o zabitego po wyjéciu z D jest
zdefiniowana jako Gp(z,y) = [¢° pb(t, z,y) dt. Naszym podstawowym zrédlem informacji o
wlasnosciach proceséw Lévy’ego i ich pélgrup sg monografie [6, 17, 41, 61].

Przypomnijmy, ze w pracach [H1], [H3] i [H4] rozwazamy wylacznie symetryczne procesy
Lévy’ego o nieskoficzonych miarach Lévy’ego, absolutnie ciagltych wzgledem wielowymiaro-
wej miary Lebesgue’a na R®\ {0} (tj. spelniajace warunki (4)—(5)). Sformulujemy teraz
zalozenia (A1)-(A3), przy ktérych uzyskujemy nasze gtéwne wyniki w tej klasie proceséw.
Dwa pierwsze z nich, dotyczace bezposrednio gestosci v(z) i pi(x), maja znaczenie struktu-
ralne. Trzecie zalozenie, pochodzace oryginalnie z pracy [15], dotyczy funkeji Greena kuli
i ma charakter techniczny. Pojawia sig¢ ono takze tutaj, poniewaz nasze metody dowodowe
oparte sa w duzej mierze na argumentach z teorii potencjatu.

(A1) Gestosé miary Lévy’ego. Istnieje funkcja nierosnaca g @ (0,00) — (0,00), ktéra
spelnia nastepujace warunki:

a) v(z) < g(|zl), = € R*\ {0},
b) istnieje stata Cy > 1 taka, ze g(r) < Cig(r +1), r>1,
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c) wiasnodé bezposredniego skoku: istnieje stata Cy > 0 taka, ze

Joypp1 900 = uDg(lyl) dy < Cogllal), Io] > 1.
ly|>1

Funkcje g spetniajaca (Al.a) nazwiemy profilem gestosci miary Lévy’ego.
(A2) Gestodé przejscia. Istnieje t, > 0 takie, Ze supgega Pt () < 00.
(A3) Funkcja Greena. Dla wszystkich 0 < p < ¢ < R <1 zachodzi

sup  sup Gpor)(z,y) < oo.
z€B(0,p) y€B(0,9)"

W pracach [H3]-[H4] nasze bazowe zalozenia zostaty sformulowane w takiej postaci, jak
powyzej (przy czym w [H3] wymagamy (A3) dla dowolnych R > 0), a w pracy [H1], ktéra
otwiera cykl, nieco inaczej. Warunki (A1)-(A3) odpowiadajg tam kolejno zatozeniom [HI,
Assumptions 2.1-2.3]. Pierwsze z tych zalozen zostalo sformulowane w nieco ogélniejsze]
postaci, ale jest spelnione automatycznie, gdy zachodzi (Al) (zobacz uwagi zamieszczone
bezpoérednio pod tym zatozeniem w pracy [H1]). Dodatkowo, zalozenie [H1, Assumptions
2.2] postuluje takze istnienie gestosci p;(z). Nie jest to jednak konieczne, bo istnienie wynika
zawsze z (5). Wystarczy zatem zakladaé (A2). ‘

Warunek splotowy w (Al.c), ktéry determinuje klase proceséw rozwazanych w prezento-
wanym tu cyklu prac, ma znaczenie strukturalne w naszych badaniach. W pewnym sensie
wyjaénia on strukture uzyskiwanych przez nas wynikéw i ma bardzo naturalng intepreta-
cje probabilistyczng. Poniewaz v < g i profil g jest monotoniczny, to mozna sprawdzié, ze
warunek (Al.c) jest w rzeczywistodci réwnowazny istnieniu statej C' > 0, ktéra spetnia

_A<|cc—y|<|a:| vz —y)v(y)dy < Cv(z), |z|>1.

1<yl <[z

Funkcja v(z) obcieta do {z : |z| > 1} moze by¢ interpretowana jako intensywnoéci dalekich
skokéw wyjsciowego procesu Lévy’ego (po unormowaniu jest ona nawet gestoscig rozkladu
pojedynczego skoku jego czeéci poissonowskiej). Powyzszy warunek oznacza wige, ze in-
tensywnodé sekwencji dwdch dalekich skokéw procesu jest dominowana przez intensywnosé
jednego, bezposredniego dalekiego skoku. Moze to by¢ rozumiane w ten sposéb, ze osiggnig-
cie przez czastke startujaca ze $rodka ukladu pewnego odleglego polozenia z przy pomocy
jednego bezposredniego skoku jest asymptotycznie nie mniej prawdpopodobne niz zreali-
zowanie tego polozenia przy pomocy kombinacji kilku krétszych skokéw. Ta interpretacja
uzasadnia nazywanie (Al.c) wlasnoécia bezposredniego skoku (ang. direct jump property; w
skrécie DJP). Opisane powyzej zjawisko moze by¢ tez rozumiane jako wiasno$¢ redukcji wie-
lokrotnych dalekich skokéw (w naszych pracach [H3]-[H4] zalozenie (Al.c) nazywane bylo
jump-paring property).

Zalozenia (A1)-(A3) sa spelnione dla szerokiej klasy proceséw Lévy’ego ze skokami [HI,
Section 4], [H4, Section 4], [H3, Sections 4.3-4.4]. Warunek splotowy (Al.c) zostal scharak-
teryzowany w [H2, Proposition 2] (zob. tez [H2, Example 2 (1)]) dla pewnej rodziny profiléw
g, ktéra wlasciwie pokrywa wigkszo$é waznych i interesujacych proceséw. Gdy na przykiad
profil g ma wlasnoéé podwajania, to (Al.c) zachodzi automatycznie. Zaznaczmy jednak, ze
nasze zalozenia i metody dowodowe znajduja zastosowanie dla proceséw o réznych typach




" intensywnoéci dalekich skokéw: wielomianowych (np. skokowe procesy stabilne), wykladni-
czych (np. relatywistyczne i temperowane procesy stabilne), a takze posrednich (np. procesy
‘typu Weibulla, ktére staja sie coraz powszechniejsze w modelowaniu). Moga to by¢ zaréwno
procesy izotropowe, jak i procesy nieizotropowe, ktérych intensywnosci skokéw sg kontro-
lowane przez monotoniczne profile izotropowe. Praca [P6] zawiera odnosniki do literatury
dotyczacej zastosowan proceséw o szybko zanikajacych intensywnosciach skokéw.

Pétgrupy Feynmana—Kaca i nielokalne operatory Schrodingera

Zacznijmy od wprowadzenia klasy potencjatéw schrodingerowskich, ktére rozwazane sg w
prezentowanym cyklu prac (por. [H1, Definition 2.1|, [H3, Definition 2.2], [H4, Definition
3.2)).

DrriNIcIA 1 (Klasa Kato). Méwimy, ze funkcja borelowska V : R — R nalezy do klasy
Kato X zwigzanej z procesem Lévy’ego {Xi}t>0, jesli spetniony jest warunek

hm sup E* [/ V(X lds] =0. (8)

0 zeRd

Podobnie, V € Kioe, gdy V1 € K dla dowolnej kuli B € R®. Panadto, V nazwiemy funkcja
Kato-rozktadalng (lub z X-klasy Kato; ang. X-Kato class), co oznaczamy przez V € K, jesli

VoeX 1 Vi e K,
gdzie V., V_ oznaczaja odpowiednio czes¢ dodatnig i czesé ujemng V.

Jedli L jest generatorem procesu Lévy’ego okreslonym przez (2), warunki (4)-(5) sa spet-
nione oraz V € X4, to
H:=-L+V

moze zostaé zdefiniowany w sensie form kwadratowych jako operator samosprzezony okre-
$lony na gestej dziedzinie w L2(R%) i ograniczony z dotu. Operator H nazywamy nielokalnym
operatorem Schrodingera opartym na generatorze L, za$§ sam operator —L czesto nazywany
jest czescig kinetyczng H. V jest tu operatorem mnozenia przez funkcje, ktéra nazywana
jest potencjafem. Jak juz wspomnieliémy we wstepie, wickszos¢ motywacji do badania nie-
lokalnych operatoréw Schrodingera pochodzi z fizyki matematycznej. Operator H moze by¢
interpretowany jako hamiltonian pewnego ukladu fizycznego. Cze$¢ ujemna V_ czgsto na-
zywana jest potencjatem przyciggajgcym (ang. attractive potential), a czeé¢ dodatnia V,
potencjatem odpychajgcym (ang. repulsive potential). '

Pélgrupa schrodingerowska zwiazana z operatorem H ma reprezentacje stochastyczng
wzgledem procesu {X;}i>0 [29, Rozdzial 2.A]. Doktadniej, zachodzi réwnoéé

e f(z) =T.f(z), feL’RY), t>0 (9)

gdzie |
Tf(s) = B2 |e ko VDI f(X,)|, f € L3(RY). (10)
Réwnoéé (9) czesto nazywana jest wzorem Feynmana-Kaca. Jest to bezpoérednie uogdl-

nienie klasycznego wyniku z teorii lokalnych operatoréw Schrédingera, gdzie role procesu
{Xi}i>0 peini ruch Browna. Wzér Feynmana-Kaca jest niezwykle uzytecznym narzedziem,
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ktére pozwala na badanie réznorodnych wlasnoéci operatoréw H i e™#* przy pomocy me-
tod probabilistycznych, w tym szeroko rozwnietych nowoczesnych technik probabilistycznej
teoril potencjatu. Bardzo czesto rézne zagadnienia zwigzane z nielokalnymi operatorami
Schrodingera, w tym réwniez problemy z fizyki matematycznej, sa wrecz formutowane w
jezyku proceséw stochastycznych. Tutaj punktem wyjécia jest proces {X;}i>¢ oraz rodzina
operatoréw {T} : t > 0}, ktére moga by¢ rozpatrywane zupelnie niezaleznie od (9). Nasze
podejécie w pracach [H1], [H3], [H4] jest réwniez gléwnie probabilistyczne, co mocno wpi-
suje sie w ten trend. W dalszym ciggu bedziemy postugiwaé sie juz wylacznie reprezentacja
stochastyczng pétgrupy schrédingerowskiej zwigzanej z operatorem H.

Rodzina {T; : t > 0} zdefiniowana w (10) jest mocno ciagla pétgrupa operatoréw sy-
metrycznych na L%(R%). Bedziemy nazywaé ja pélgrupg Feynmana—Kaca procesu {X;}iso
z potencjatem V. Zauwazmy, ze gdy V > 0 (tzn. V_ = 0), to {T; : t > 0} jest pSigrupa
przejscia pewnego procesu Markowa, ktérego trajektorie zabijane sg z losows intensywno-
$cig wyznaczong przez potencjat V. Gdy V_ # 0, to ze wzgledu na zjawisko kreacji masy
pélgrupie {7} : t > 0} nie mozna nadaé bezpoéredniej interpretacji probabilistyczne;.

Przypomnimy teraz podstawowe wlasnosci pétgrup Feynmana—Kaca.

Lemat 2. Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego o nieskoriczonej mierze
Lévy’ego absolutnie cigglej wzgledem miary Lebesque’a. Zalézimy (A2) i niech V € K.

(a) Operatory Ty : LP(R% dx) — LP(RY,dx) sq ograniczone dlat > 041 < p < oo.
Ponadto, Ty : LP(R%, dz) — L®(R%, dzx) sq ograniczone dlat > t, i1 < p < co.

(b) Funkcja z v~ Tif(z) jest ciggla i ograniczona na R® dla wszystkich f € L*®(R%, dz) i
t > 0 (tzn. pélgrupa {T} : t > 0} jest mocno fellerowska,).

(¢) Operatory Ty majg jedra catkowe, tzn. dla kazdego t > O istnieje czqg{a 1 symetryczna
funkcja ui(-,-) na R4 x R? taka, ze

Tie) = [ u(e,0)fWdy, feLP(R%ds), 1<p< oo
Ponadto, us(z,y) > 0 dlat >0 iz,y € R? oraz sup, yega ue(e,y) < 0o, dlat > ty,.

Szersze wprowadzenie do teorii pétgrup Feynmana—Kaca mozna znalezé w monografiach
[29] i [25, Rozdziat 3.2].

Przypomnijmy, ze skoro H jest operatorem samosprzezonym, to spec H C R. Moéwimy,
ze A jest wartoscia wlasng H, gdy istnieje ¢ € L%(R¢,dx) spetniajaca réwnanie Hp = g
(lub, réwnowaznie, Ty = e i, t > 0). Oznaczmy:

Ao := inf spec H.

Gdy Ao jest wartoéceig wlasna, to uzywajac nomenklatury pochodzacej z fizyki matematyczne;j
méwimy, ze operator H ma stan podstawowy (ang. ground state). Ze &cistej dodatniosci jader
u(z,y) wynika, ze Ao jest jednokrotna (tzn. H ma niezdegenerowany stan podstawowy), a
odpowiadajaca jej funkcja wlasna g jest SciSle dodatnia (zob. np. [58, Theorem XIII.43]).
" Ponizej Ao 1 o nazywane beds wartoscig wiasng i funkcjq wiasng stanu podstawowego H.
Zawsze zakladamy, ze ||oll, = 1. Zauwazmy, ze gdy ¢ jest funkcja wlasng odpowiadajaca
wartodci wlasnej ), to wlasnoéci (a) i (b) w Lemacie 2 implikujg kolejno, ze ¢ = e**T), ¢ €
L®(R4,dz) i ¢ € Co(RY). Oznacza to, ze ¢ ma wersje, ktéra jest ciagla i ograniczona (a
w przypadku ¢ nawet $ci$le dodatnia) na R¢. W szczegélnoéei, réwnania wiasne Typ(z) =
e Mp(z) moga byé rozpatrywane punktowo dla wszystkich z € R¢.

Okreélimy teraz dwie roztgczne podrodziny Kato-rozkladalnych potencjatéw schrodinge-
rowskich, ktérych dotyczy osiagniccie naukowe prezentowane w tym autoreferacie.
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DEFINICJA 3. Niech V € K. Wéwczas
o VeXP, gdy limy.e V(z) =00,
o VeXl, gdy limpyje V(z) =0.

Potencjaty z klasy K (ang. confining potentials) sg rozwazane w pierwszej i czwartej pracy
z tego cyklu (por. [Hl Assumption 2.4] oraz [H4, Assumption (A4)]), a te z klasy X5
(ang. decaying potentials) w trzeciej pracy (por. [H3, Assumption (A4)]). W autoreferacie
odpowiada to kolejno rozdziatom II-IIT i IV. ’

Gdy V € X%, to operatory T; dla t > 0 sa zwarte, a spektra 7 i H skladajg sie z
izolowanych Wartosm wiasnych o skoriczonych krotnogciach. Dokladniej, istnieje przeliczalna

- baza ortonormalna {¢n},5q W L*(R4, dzx) spelniajaca H, = Ay, oraz Typ, = € —Mt, dla
t >0, gdzie —00 < Ao < A; < Ag < A3 < ... = oo (dla wygody wartoéci wlasne Ay, zliczamy
w tej reprezentacji bez krotnoéci, ale kazda z nich powtarza sig co najwyzej skoficzenie wiele
razy; wyjatkiem jest Ao, ktéra jest jednokrotna). W szczegélnosci, automatycznie istnieje
niezdegenerowany stan podstawowy.

Jesli V € XY, to operatory T; nie sg zwarte i spektra T; i H wygladaja zupelnie inaczej.
Spcktrum istotne operatora H pokrywa sie ze spektrum istotnym operatora —L i jest réwne
[0,00). Jedli zatem istnieje izolowana wartoé¢ wlasna A (o skoficzonej krotnoéci) operatora
H, to koniecznie A < 0. Problem istnienia i wlasnosci ujemnych wartosci wiasnych byt
szeroko badany zaréwno w przypadku lokalnych jak i nielokalnych operatoréw Schrédingera.
Odnoéniki do literatury wraz z nieco szersza dyskusja zostaly zamieszczone na poczatku [H3,
Section 4.1].

Pélgrupa warunkowana przez stan podstawowy i zwigzany z nig process

Wprowadzimy teraz definicje pélgrupy schrodingerowskiej warunkowanej przez stan podsta-
wowy, ktéra jest jednym z podstawowych obiektéw rozwazanych w pracach [H1] i [H4] (od-
powiada to materialowi prezentowanemu w rozdziale III tego autoreferatu). Niech V' € XP.
Przypomnijmy, ze w tym przypadku automatycznie istnieje jedyna o € L*(R4, dz), wo > 0,
lloll, = 1, taka, ze Hpy = Aowo oraz Typo = € —Mtp, t > 0, gdzie Ag := infspec H. Niech
uldz) = pA(z)dz.

Wychodzac od péigrupy Feynmana—Kaca {Tt it > O} procesu {X;}:>0 z potencjatem V,
okreslamy '

Tif(e) = Ty (fpo)(z), fe€L*R'p), t>0. (11)

1
po(x)
Nietrudno sprawdzi¢, ze tak zdefiniowane operatory sa symetryczne i tworzg mocno ciggty,
poltgrupe na L?(RY, ), ktéra nazywamy pdlgrupg warunkowang przez stan podstawowy (ang.
ground state transformed semigroup). Czasem jest ona tez nazywana poélgrupa wewnetrzng
(ang. intrin'sic semigroup). Generatorem poétgrupy {Tt ct > O} jest operator —H, gdzie
Hf =@z H(fpo) — Aof jest zdefiniowany dla funkcji f € L2(R4, p), dla ktérych fipg nalezy
do dziedziny H. Operatory HiH - )\ sa wiec umtarme réwnowazne. Ponadto, T;1 = 1,
t>0.

Operatory T,, t > 0, podobnie jak T}, sa operatorami catkowymi. Dokladniej, jesli w(Z,y)
jest jadrem calkowym T}, to mamy '

Tif(z) = | Ulz,y)f(y ) (dy), feL*R%u), t>0,
R4
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gdzie
ety (z,y)

wo(x)poly)

Pétgrupa operatoréw {T’t it > 0} definiuje stacjonarny proces Markowa o trajektoriach typu
cadlag, tzw. proces Markowa warunkowany przez stan podstawowy (ang. ground state trans-
formed Markouv process), zwiazany z nielokalnym operatorem Schrodingera H. Zauwazmy,
ze funkcja wlasna stanu podstawowego ¢ jest dodatnig funkcjs harmoniczng operatora
Schrodingera H — A\g = —L + V — A\g. Oznacza to, ze z punktu widzenia teorii prawdopod-
biefistwa kontrukcja (11) jest w istocie szezegdlnym przypadkiem tzw. transformacji (albo
warunkowania w sensie) Dooba procesu Markowa. W analizie stochastycznej taka zmiana
miary znana jest tez jako transformacja Girsanova typu skokowego [32, Chapter 6.3], [62]
(zob. tez [57]). ‘

Nietrudno sprawdzié, ze w przypadku klasycznych operatoréw Schrodingera opartych na
laplasjanie powyzsza kontrukcja prowadzi do proceséw dyfuzyjnych z dryfem wyznaczonym
przez pole V log pg. Dla przykladu, gdy H = —A + |z|? (os¢ylator harmoniczny), to proces
warunkowany jest dyfuzja Ornsteina-Uhlenbecka. Gdy potencjal jest wielomianem parzy-
stego stopnia, to jest on czesto nazywany P(¢)i-procesem stowarzyszonym z operatorem
Schrodingera H (zob. np. [59]). Warto podkresli¢, ze takie procesy sg centralnymi obiektami
tzw. nelsonowskiej stochastycznej mechaniki kwantowej [55]. ,

W przypadku skokowym procesy warunkowane przez stan podstawowy byty juz czesciowo
badane [33, 34, 35, D1, P6, P11].

Uz, y) =

Narzedzia probabilistycznej teorii potencjatu

Znaczna cze$é gléwnych wynikéw uzyskanych w pracach [H1], [H3] i [H4] dotyczy wiasnosci
lokalizacji funkcji whasnych operatoréw H w nieskonczonosci. Zastosowane przez nas metody
opieraja sie na sprowadzeniu tego problemu do znajdowania dostatecznie doktadnych oszaco-
wan punktowych dla funkcji harmonicznych wzgledem procesu {X;}i>o0, ktérego trajektorie
sg zabijane z losowg intensywno$cig wyznaczong przez nieujemny potencjat V.

Niech 0 € V € K. Nieujemna funkcj¢ borelowsks, f na R¢ nazywamy (X, V)-harmoniczng
w zbiorze otwartym D C RY, jesli spetnia warunek éredniej

Fz) = F® |y < ooje=do" VXM g(x V| g e, (12)

dla kazdego zbioru otwartego U, dla ktérego U C D. Ponadto, f jest nazywana funkcjg regu-
larnie (X, V)-harmoniczng w D, jedli (12) zachodzi dla U = D (przypomnijmy, ze Ty oznacza
moment pierwszego wyjécia procesu ze zbioru U). Dzieki mocnej wlasnoéci Markowa procesu
{Xi}i>0, kazda funkcja regularnie (X, V)-harmoniczna jest funkcjg (X, V')-harmoniczng. W
zastosowaniach szczegdlnie wazna jest sytuacja, gdy D jest kulg otwarts lub dopeinieniem
kuli domknietej w R%. W ostatnim przypadku wiasnoéé (12) czesto nazywana jest harmo-
nicznoscig w nieskoriczonosci. '

W naszych oszacowaniach najczedciej pojawiaja sie funkcje (X, n)-harmoniczne, gdzie n
jest liczbg dodatnia. Odpowiada to sytuacji, gdy trajektorie procesu Lévy’ego zabijane sg ze
stalg intensywnoécig V = n > 0. W tym przypadku, o ile noénik funkeji f jest oddzielony
od zbioru D, wyrazenie wystepujace po prawej stronie (12) moze by¢ czesto efektywnie
oszacowane przy pomocy wersji tzw. wzoru Ikedy- Watanabe (por. [40, Theorem 1]): jesli
D C R jest otwartym zbiorem ograniczonym, n > 0, a f jest ograniczong lub nieujemng
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funkcjg borelowsks na R?, dla ktérej dist(supp f, D) > 0, to prawdziwa jest réwnosé

B [ i (X)) = [ [ e oot e vt [ fa(z ~y)dsdy, s D (19

Operator Greena (potencjatu) pétgrupy {T; : ¢ > 0} zdefiniowany jest wzorem
i 0~ [V(X)ds
GV (@) = [ Tfayie = [ [ e BV pat]
0 0

dla wszystkich nieujemnych lub ograniczonych funkeji borelowskich f na R Podobnie okre-
§lony jest operator Greena dla zbioru otwartego D:

Ghf(w) = [ [t <rpyem VX F6)] de = | [ e o v f(X)dt], zeD,

dla wszystkich nieujemnych lub ograniczonych funkeji borelowskich f na D. Zauwazmy, ze
t

gdy V > 0, to wyrazenie G}, 1(z) = E* [fg” e~ Jo V(Xdds gy , € D, moze by¢ zinterpretowane

jako éredni czas wyjscia ze zbioru D procesu startujacego z = € D, ktérego trajektorie sa

zabijane z intensywnoScia dang przez V. 7 mocnej whasnoéci Markowa procesu {X;}i>o
wynika réwnosé ‘

GV f(@) = GH (@) + B [y < o0 VIR GV F(X,,)|, meD,  (14)

ktéra znajduje czeste zastosowanie w naszych technikach dowodowych.
Kluczowym narzedziem, ktére wykorzystujemy w pracach [H1] i [H3], jest nastgpujace
dwustronne oszacowanie dla funkcji (X, V)-harmonicznych w kulach.

Lemat 4 ([H1, Lemma 3.1, Corollary 3.1]). Niech {X;}:>0 bedzie symetrycznym procesem
Léuy’ego o nieskoriczonej mierze Lévy’ego v(dx) = v(z)dx takiej, Ze v(z) < g(lz]), = €
R¢\ {0}, dia pewnego profilu nierosngcego g = (0,00) — (0,00). Zatdzmy ponadto (A3).
Wéwczas istnieje stala C' > 0 taka, ze dla kazdego potencjalu V € Ky, V 2 0 na B(zo,1)
i dla kasdej funkcji niejemnej na R, ktdra jest reqularnie (X, V)-harmoniczna w B(xg, 1),
mamy :
7)€ Gl [ )z —ao)dz, v € Blao,1/2),
_ B(zo,3/4)¢

Powyzszy fakt wynika bezpoérednio z niezwykle mocnego wyniku, ktéry zostal uzyskany
przez Bogdana, Kumagaiego i Kwasnickiego w duzo wiekszej ogélnosci [15, Lemma 3.2 (b),
Theorem 3.5]. Podkreslmy, ze oszacowania tego typu maja fundamentalne znaczenie w brze-
gowe] teorii potencjatu proceséw Markowa ze skokami. Z punktu widzenia naszych zastoso-
wah bardzo wazny jest fakt, ze stala w powyzszym oszacowaniu jest jednostajna nie tylko ze
wzgledu na funkcje £, ale takze ze wzgledu na potencjat V i érodek kuli zg.

Badania nad teoria potencjatu nielokalnych operatoréw Schrodingera i zwigzanych z nimi
pélgrup Feynmana—Kaca zostaly zainicjowane w pionierskich pracach Bogdana i Byczkow-
skiego w przypadku stabilnym [8, 9]. Wiele wynikéw na ten temat mozna takze znalezé w
pb2niejszych pracach [23, 24, D3] oraz monografiach [25, 29]. Zrédlem potrzebnej wiedzy
o teorii potencjatu ogélnych proceséw Markowa i procesow Lévy’ego sa dla nas monografie
[6, 7, 10] oraz artykuty [15, 60, 63].
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Dekompozycja trajektorii procesu

Nasze techniki dowodowe w pracy [H1] oparte sa na pewnej dekompozycji trajektorii pro-
cesu, ktéra wyznaczona jest przez momenty zatrzymania opisujace czasy pierwszego wyjscia
i wejécia dla pewnych obszaréw sferycznych w R® scentrowanych w érodku uktadu wspéi-
rzednych. Zastosowany przez nas schemat pochodzi z prac [18, 47] i ma charakter iteracyjny.
Dla dostatecznie duzego ng € N i n,k € IN takich, ze n,k > ng okreSlamy (zob. [H1, s.
1371-1372))

xE]Rd:k—1<|a:|§k}, gdy k> ng+2,

Ry = JJE]R.d:l.’L"S’n()—f'].}, gdy k=mno+1,
xele:IchSno}, gdy k= ny,

D {xE]Rd:]:zz|>n—2}, gdy n>ng+2,

"t Hid: gdy- ne {n07n0 +’l},

oraz

og, :=inf{t >0:X; € Ry} (czas pierwszego wejécia procesu do Ry),
mp, = inf{t > 0: X; ¢ D,} (czas pierwszego wyjscia procesu z Dp).

Wspomniana dekompozycja oparta jest na iteracji scenariusza, w ktérych proces opuszcza
dopelnienie pewnej kuli (tj. zbiér D,) wskakujac do jednego z obszaréw Ry, K < n — 2
(wewnatrz tej kuli). Dokladniej, dla n —2 > k > ng oraz t > 0 definiujemy

S(nk,1,t) = {X,, € Ry,on, <t},
. n—=2

Stnk,Lt)= | Sm.p,l—18)NS[pk 1,8, [>1.
p=k+2

Zdarzenie S(n, k, 1,t) opisuje scenariusz, w ktérym proces trafia w zbiér Ry w chwili wyjscia
ze zbioru D,, przed czasem t. Kolejne zdarzenia S(n,k,[,t) sa zdefiniowane indukcyjnie,
poprzez l-krotna iteracje tego scenariusza. Dla przykiadu, jesli k +2 < p < n—2, to
zdarzenie S(n,p, 1,t) N S(p, k, 1,t) odpowiada dokladnie tym trajektoriom procesu, ktére
najpierw trafiaja w zbiér R, w chwili wyjécia z D, a nastepnie opuszczajac zbiér D, (ktéry
jest nadzbiorem R,) trafiaja w Ry, przy czym wszystko to dzieje si¢ przed chwilg t.
Struktura iteracyjna powyzszego schematu pozwala na efektywne wyszacowanie prawdo-
podobienstw poszczegdlnych scenariuszy dla procesu, ktérego trajektorie zabijane sg przez
potencjat schrédingerowski. :

Lemat 5 ([H1, Lemma 3.6]). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego o nie-
skoniczonej mierze Lévy’ego v(dz) = v(z)dz takim, ze zaloZenia (A1)-(A8) sq speinione i
niech V € XP. Wowczas istnieje ng € N i stata C > 0 takie, ze dlan — 1 < |z| < n,
ng<k<n-—2,nkleNit>0 mamny .

C
< viz — z)dz.
~ 2 infy>n-2 V(y) /Rk ( )

E* [S(n, k,1,t); e~ (/2 s B v(Xa)ds

Powyzsze oszacowanie udowodnione jest przez indukcje ze wzgledu na [ € IN i jest oparte na
zastosowaniu nieréwnoéci splotowej w (Al.c). Kluczowa jest tu weryfikacja tezy indukcyjne;j
dla | = 1. Jest to wniosek z nastepujacego lematu.
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Lemat 6 ([H1, Lemma 3.5]). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego o nie-
skoriczonej mierze Lévy’ego v(dz) = v(z)dz takim, se zatozenia (A1)-(A8) sq spetnione.
Wéwczas istnieje ng € N, stata C > 0 1 parametr 8y > 0 takie, ze dla wszystkich 6 > 6o,
n—1<lz|]<n,n<k<n-2 nkeN, orazt >0 mamy

E® [TDn <t, X, € Ry e_eTDﬂ} < g/ v(z — z)dz.
o 0 Ry
Lematy 5-6 uogélniaja analogiczne oszacowania w pracy [47], w ktdrej zaproponowany zostat
powyzszy schemat. Nasz dowdd Lematu 6 jest nowy i istotnie rézni sie od tego w cytowanej
pracy. Kluczowy krok oparty jest na zastosowaniu Lematu 4 oraz pewnego oszacowania
samopoprawiajacego. Argument ten wymaga nieréwnoéci splotowej w (Al.c). Ze wzgledu na
nasze zastosowania istotne jest, ze state w powyzszych oszacowaniach nie zaleza od czasu t.

IT. Punktowe oszacowania funkcji wlasnych dla V € X%

Przypomnijmy, ze jedli V € X, to operatory T}, t > 0, pdlgrupy Feynmana—Kaca sg zwarte,
spektra T; i H skladajg sie z przeliczalnie wielu izolowanych wartosci witasnych o skoiczo-
- nych krotnosciach, a odpowiadajgce im funkcje wlasne {¢n}, ., tworzg baze ortonormalng w
L*(R4, dx). W szczegdlnodei, istnieje niezdegenerowany stan_podstawowy H. Ten rozdzial
jest po$wiecony prezentacji dwustronnych doktadnych oszacowan tempa zaniku w nieskon-
czonosci funkceji wlasnej stanu podstawowego g oraz gérnych oszacowan pozostatych funkeji
wlasnych ¢,. Wyniki te zostaly uzyskane w pierwszej czeéci pracy [H1].

Motywacje i wczeéniejsze wyniki. Zbadanie wtasnosci lokalizacyjnych i geometrycznych
funkcji wtasnych, poodobnie jak zbadanie struktury spektrum i wtasnosci wartoéci wlasnych,
jest jednym z najwazniejszych wyzwan analizy spektralnej. Przypomnijmy, ze w nierelaty-
wistycznych (lokalnych) i quasi-relatywistycznych (nielokalnych) modelach mechaniki kwan-
towej funkcje wlasne ¢, sg rozwigzaniami niezaleznego od czasu réwnania Schrédingera z
operatorem energii H (lub, po prostu, zagadnienia wiasnego dla hamiltonianu H). Koduja
one pelng informacje o tzw. stanach stacjonarnych uktadu. W szczegblnosei ich kwadraty
sg gestosciami prawdopodobienstwa, lokalizacji czastek w przestrzeni konfiguracyjnej. Znajo-
moéé tempa zaniku funkcji wlasnej stanu podstawowego o w nieskoniczonosci okazuje sie by¢
takze kluczowa dla zrozumienia wlasnosci ewolucyjnych pétgrupy {7; : ¢ > 0} w dtugim ho-
ryzoncie czasowym. Jedli pélgrupa {T; : t > 0} jest mocno ultrakontraktywna (zob. Definicje
10 (iii) ponizej), to prawdziwa jest faktoryzacja

eo(z)poly), t>to, z,y€RY, (15)

: Ut(ﬂf,y) = e_AOt
co oznacza, ze o opisuje tu zachowanie przestrzenne jader u;(z,y) dla duzych czaséw (za-
gadnienie to bedzie oméwione bardziej szczegblowo w nastepnym rozdziale).

W przypadku klasycznych operatoréw Schrodingera —A + V, gdzie A jest laplasjanem,
istnieje kilka modeli, dla ktérych funkcje wtasne moga by¢ wyznaczone jawnie. Gdy V' € X,
to najbardziej znanym przykladem jest oscylator harmoniczny, dla ktérego funkcje witasne
sg tzw. funkcjami Hermite’a. Istnieje bardzo obszerna literatura dotyczaca oszacowah za-
chowania asymptotycznego funkcji wiasnych dla klasycznych operatoréw Schrodingera (np.
[2, 19, 65] oraz [67]). Z punktu widzenia tego osiagniecia naukowego, najcickawsza wydaje sie
praca Carmony [19], gdzie odpowiednie oszacowania punktowe uzyskiwane byly metodami
probabilistycznymi, przy uzyciu klasycznego wzoru Feynmana-Kaca. Warto zauwazy¢, ze
wyniki uzyskiwane metodami probabilistycznymi byly na ogét ogélniejsze i wymagaly mniej
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zatozen, niz te uzyskiwane metodami analitycznymi [66]. W pewnym sensie podejécie pro-
babilistyczne zrewolucjonizowalo éwezesne spojrzenie na te zagadnienia ([67, punkt (V), s.
3]). Wspélng cecha funkcji wlasnych klasycznych operatoréw Schrédingera z potencjatami
Kato-rozkladalnymi jest to, ze zanikajg one w nieskonczono$ci nie wolniej niz wykladniczo
([19, Proposition 3.3]) oraz [65, Theorems C.3.3-C.3.4]).

Problem lokalizacji funkeji wlasnych dla nielokalnych operatoréw Schrédingera z poten-
cjatami z klasy V € K byt takze badany. Jak wiadomo, nie mozna w tym przypadku
liczy¢ na uzyskanie jawnych wzoréw dla funkcji wlasnych. Pewne wzory asymptotyczne w
przypadku H = v/—A + |z|? zostaly uzyskane w [52]. Stynna praca Carmony, Mastersa
i Simona, oparta w caltosci na technikach probabilistycznych, zawiera wynik wiazacy wy-
ktadniczy zanik funkcji wlasnych z istnieniem momentu wykladniczego miary Lévy’ego [20,
Proposition IV.4]. Dokladniej, dla szerokiej klasy proceséw Lévy’ego i potencjatéw V € X
zachodzi implikacja: jesli ¢ jest funkcja wlasna H 1 [, e’vly(dy) < oo dla pewnego b > 0,
to istnieja stale C1, Cy > 0, dla ktérych Jo(z)| < Cre=¢2l#l, 2 € RY. W pézniejszym okresie,
badane byty gtéwnie wlasnodci zaniku ¢y w nieskoficzonosci 1 to w écistym zwigzku z mocng
ultrakontraktywnoécig, pétgrupy {7} : t > 0}. Kulczycki i Siudeja zajmowali sie w [47] przy-
padkiem relatywistycznych proceséw a-stabilnych (o € (0,2)) i nieujemnych potencjaléw
z pewnej podklasy X o dostatecznie regularnym wzroécie w nieskoriczonoéci. Przy zalo-
zeniu, ze potgrupa {71} : ¢t > 0} jest mocno ultrakontraktywna, uzyskali oni dokladne dwu-
stronne oszacowania @y w nieskoficzono$ci. Zdaniem autora, niezwykle waznym wkiadem
do tej tematyki jest tez praca Kwasnickiego [48], w ktérej znaleziono doktadne dwustronne
oszacowania g w nieskoriczono$ci i zastosowano je do uzyskania charakteryzacji mocnej ul-
trakontraktywnoéci dla izotropowych pélgrup stabilnych na nieograniczonych podzbiorach
R?. Nie dotyczy ona bezpoérednio pétgrup schrodingerowskich, ale do$¢ naturalna adapta-
cja technik dowodowych z tego artykutu pozwolila na uzyskanie réwnie mocnych wynikow
dla pétgrup Feynmana—Kaca izotropowych proceséw stabilnych, zwiazanych z tzw. ulam-
kowym operatorem Schrédingera (ang. fractional Schrédinger operator) [D3, D1]. Kluczowy
pomyst Kwagnickiego polegat na pionierskim zastosowaniu tzw. brzegowej nieréwnosci Har-
nacka (udowodnionej wezeéniej w [14]) do uzyskania pewnych starategicznych oszacowan
funkcji a-harmonicznych, ktére pojawiajg sie naturalnie w obrebie tego zagadnienia. Obie
prace [47, 48] byly inspiracjg dla naszych badan w [H1].

Nasze rezultaty. Celem pracy [H1|, ktéra zainicjowata jednotematyczny cykl publikacji pre-
zentowany w tym autoreferacie, bylo zbadanie whasnoéci tempa zaniku funkeji wlasnej stanu
podstawowego ¢p w nieskoficzonosci oraz wtasnoéci mocnej ultrakontraktywnoéci pétgrupy
{T} : t > 0} dla mozliwie jak najszerszej klasy proceséw Lévy’ego ze skokami i potencjatéw
z klasy K. Chodzilo o zrozumienie jak wlasnoéci te zalezg od procesu i potencjatu, a wige
takze o unifikacje znanych dotychczas wynikéw. Ten cel udalo nam sig zrealizowaé w klasie
proceséw posiadajacych wilasnosé bezposredniego skoku, ktéra okazuje sig by¢ optymalng dla
naszych rezultatéw. Zawiera ona zaréwno izotropowe skokowe procesy stabilne, jak i procesy
o wykladniczych intensywnosciach dalekich skokéw takie jak relatywistyczne procesy stabilne
i (wyktadniczo i podwykladniczo) temperowane procesy stabilne. Podkre$lmy tez, Zze nasze
rezultaty dotyczg dowolnych potencjaléw z klasy K i nie wymagaja zadnych dodatkowych
zatozen na regularnoé¢ péigrupy.

Pierwszym gléwnym wynikiem prezentowanego cyklu prac jest nastepujace gérne oszaco-
wanie punktowe dla nieujemnych funkeji borelowskich ¢ na R%, ktére spetniaja nastepujacy
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warunek: dla pewnego A > 0 zachodzi nieréwnosé
o(z) < MTip(z), dla wszystkich >0 i z € R (16)

Twierdzenie 7 ([H1, Theorem 2.1]). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego
o nieskoriczonej mierze Lévy’ego v(dzx) = v(z)dx takim, ze zalozenia (A1)-(A8) sq speinione
i niech V € K. Jedli o jest nieujemna i ograniczong funkcjg borelowskq na R? spetniajgcg
warunek (16) dla pewnego X > 0, to istniejg state C = C(N) ¢ R = R()\), dla ktérych

o(z) < Clelyv(z), |zl = R.
Zauwazmy, ze gdy funkcja borelowska spelnia réwnanie
p(z) = NTyp(z), t>0, z€RY, (17) -

dla pewnego A > 0, to |p| spelnia warunek (16). Pozwala to poprawié oszacowanie gbrne
uzyskane w Twierdzeniu 7 dla funkcji spetniajacych (17), nawet je$li zmieniajg znak.

Twierdzenie 8 ([H1, Theorem 2.2]). Niech {X:}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego
o nieskoriczonej mierze Lévy’ego v(dx) = v(z)dz takim, ze zalozenia (A1)-(A8) sq spetnione
i miech V€ X. Jedli o jest ograniczong funkcig borelowskq na R? spetniajacg warunek (17)
dla pewnego A > 0, to istniejg stale C = C(A) i R = R(\), dla ktérych

()] < Cllelly Ghnl(z) v(z), |zl = R.
Jedli ponadto, ¢ jest dodatnia, to istniejg state C = ‘6'(/\, ¢) i R=R()\ @) takie, e
o(z) > 5’Gg(w,1)1(x)u(x), |z| > R.

t
Przypomnijmy, ze Gg(m)l(z) =E* [ng(“) e Jo V(Xo)ds gy |

Gtéwne idee dowodéw Twierdzen 7 - 8 beda oméwione pod koniec tego rozdziatu. Naj-
pierw skupimy sie na zastosowaniu tych wynikéw do uzyskania punktowych oszacowan funkcji
wiasnych operatora H. Poniewaz dla kazdego n > 0 takiego, ze 7+ Ao > 0 (w szczegdlnoscei
n+ A, >0,n=1,2,..) prawdziwe sa réwnosci

13
6—(A"+n)t(pn(ﬂ3) _ e“”tTttpn(x) — = [6_ N (V(Xs)-i-n)dswn(Xt)} . Te€ Rd, t>0,

kazda funkcja wlasna ¢, speinia warunek (17) wzgledem poétgrupy Feynmana—Kaca z prze-
sunigtym potencjalem V' +n i A= A, + 7. Prowadzi to wprost do nastepujacego wniosku.

WNIOSEK 9 ([H1, Theorems 2.3-2.4]). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego

o nieskoniczonej mierze Lévy’ego v(dx) = v(x)dx takim, ze zatozenia (A1)-(A83) sq speinione i

niech V € K. Wéwczas dla kazdego n € {0,1,2,3,...} orazn > 0, spetniajgcego nieréwnoscé
Ao + 1 > 0, istniejg state C = C(n,n) i R= R(n,n), dla ktérych

Z

lon(z)| < CGRH () v(z), |z| > R.

Co wiecej,
po(z) < Gl 1(z) v(z), |z] > R.
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Tempo zaniku funkcji wiasnej stanu podstawowego ¢y w nieskoniczonoscei jest zdeterminowane
przez iloczyn v(z) i Ggg”l)l(:f;). Pierwsza z tych funkcji opisuje intensywno$¢ skokéw wyj-
Sciowego procesu Lévy’ego. Druga za$ moze zostal zinterpretowana jako $redni czas wyjscia
z kuli B(z, 1) procesu startujacego z z, ktérego trajektorie sa zabijane z intensywnoscia usta-
long przez potencjal V +n (przypomnijmy, ze V' > 0 poza zbiorem ograniczonym). Mozna
sprawdzié¢ (por. [H1, (3.2)]), ze istnieje stala C' > 1, ktéra spelnia

1

1 1 Vi
< GLTM1(z) < C- )
() infyep(z) V(y)

C SupyEB(m,l) V(y) Bl=D) N

dla dostatecznie duzych x. Pozwala to uczynié¢ oszacowanie we Wniosku 9 bardziej jawnym
(zob. [H1, Corollary 2.2]), ale przede wszystkim daje jego pelng faktoryzacje, ktéra pozwala
oceni¢ jak tempo zaniku ¢y w nieskoficzonosci zalezy od potencjatu i od wyjéciowego procesu.
W szczegblnodci, jesli istnieje stata C' > 1, dla ktorej supyep1y V(y) < Cinfyepey V(y),
dla |z| > R, to dostajemy
v(z)
T) <
900( ) V(I),
Oszacowania funkcji wlasnej stanu podstawowego operatora H przedyskutowane powyzej sa
kluczowe do uzyskania dalszych wynikéw w pracach [H1, H4] (bedzie to oméwione bardziej
szczegblowo w nastepnym rozdziale).
Odnotujmy jeszcze jedna, doéé zaskakujaca, konsekwencje oszacowan we Wniosku 9 (zob.
[H1, Corollary 2.1]): dla kazdego n > 1 istnieje stata C' = C(n) taka, ze

|z] > R+ 1.

len(2)] < Cipo(z), =€ R (18)

Oznacza to, ze funkcje wlasne nielokalnych operatoréw Schrédingera z dowolnymi potencja~
tami z klasy K zanikaja w nieskoniczonoéci nie wolniej niz funkcja wlasna stanu podsta-
wowego. Co ciekawe, taka wlasnosé nie jest ogblnie prawdziwa dla klasycznych operatoréw
Schrédingera postaci —A + V, gdzie V € K. Najprostrzym kontrprzykladem jest tu przy-
padek kwantowego oscylatora harmonicznego (tj. V(z) = |z|?), w ktérym funkcje wiasne sg
dane jawnie i nie speiniajg (18) z zadnymi statymi.

Omoéwimy teraz gtowne idee dowodéw Twierdzen 7-8, ktére prowadza bezposrednio do
gltéwnego wyniku zaprezentowanego w tym rozdziale. Przypomnijmy, ze te rezultaty to
odpowiednio Twierdzenia 2.1 i 2.2 w pracy [H1], a ich dowody znajduja si¢ na stronach
1377-1383 cytowanej pracy.

Zaznaczmy najpierw, ze Twierdzenie 7 jest wynikiem podstawowym dla dalszych rozwa-
zah w pracach [H1, H4] (w naturalny sposéb motywuje tez pytania, ktére stawiamy w [H3]).
Byt to bez watpienia najbardziej pracochtonny krok w naszych badaniach. Podstawowa
trudnoéé polegala na tym, ze oczekiwaliémy wyniku, ktéry méwi, iz tempo zaniku funkcji
() w nieskoficzonosci jest kontrolowane dokladnie przez intensywnoé¢ skokéw procesu v(z).
Chcieliémy obja¢ naszymi badaniami jak najszerszg klase proceséw, w tym relatywistyczne
i temperowane procesy stabilne, dla ktérych zanik v(z) w nieskoriczonodci jest rzedu wy-
kladniczego. Przypomnijmy, ze dla takich proceséw pewne niedoktadne oszacowania gérne
zostaly uzyskane przez Carmoneg, Mastersa i Simona. Jednak trudniejsze pytanie czy funk-
cja @(x) jest majoryzowana dokladnie przez v(z) pozostawalo bez odpowiedzi. Dotychczas
nie byly znane metody, ktére pozwalalyby na uzyskiwanie takich oszacowan w przypadku
intensywnogci skokéw, ktére zanikajs w nieskoficzonosci szybciej niz wielomianowo. Ponizej
opiszemy pomyst, ktéry doprowadzit nas do rozwiagzania tego problemu.
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W toku badan okazalo sie, ze mozliwe jest wykazanie nastepujacego oszacowania: dla
dostecznie duzego ng > 0 istnieje stata C' > 0 taka, ze

i 27t
w(ﬂ?)SCllew(/' u(z—w) lel>me+s peN.  (19)

yl<no

Wilasnoéé ta jest juz wystarczajaca dla dowodu Twierdzenia 7, poniewaz stata C jest jedno-
stajna takze ze wzgledu na p. Oczekiwana nieréwnosé z tezy twierdzenia jest bezpoSrednia
konsekwencjg przejécia granicznego p — oo i zastosowania zalozenia (Al.b). Argument in-
dukeyjny prowadzacy do (19) jest oparty na subtelnym oszacowaniu samopoprawiajacym
(ang. self-improving estimate). Punktem wyjscia jest tu warunek (16) oraz dekompozycja
trajektorii procesu oméwiona w poprzednim rozdziale, dzigki ktérym mozemy napisaé nie-
réwnosci (por. [H1, (3.11) i oszacowanie powyzej])

o(z) < Tp(z) <E {TDH >te” fJ(V(X“’)—'\)dSSD(Xt)]

n—2 o

+ Y SE [S(n,k,l,t),TDk >tieh <V<Xs)—”dsga(Xt)} (20)
k=ng+2 =1 .
no+1 o

+> > E [S(H, k,1,t); e fJ(V‘XS"”dsw(Xt)} ’

k=ng =1

dlat>0,n—1< |z|] <nidostatecznie duzych liczb naturalnych n. Przypomnijmy, ze dla
k=mngik=no+ 1 przyjmujemy, ze Dy = R? (a wiec TDpy = TDpgs1 = 00). Oznacza to, ze
po dojsciu do odpowiedniego zbioru Ry, oraz R,,+1 proces moze juz dowolnie ewoluowaé do
chwili t. W szczegblnosei jego trajektorie moga trafi¢ do obszaru, gdzie potencjat V, nie jest
oddzielony od zera, a nawet do noénika V_. W konsekwencji, ostatnie sktadniki w powyzszej
sumie muszg by¢ traktowane indywidualnie.

Dowéd oszacowania (19) skiada sie z dwich etapéw. Najpierw uzasadniamy zgdang
nieréwnoé¢ dla p = 1. Warunek, ze V(z) — oo, gdy |z| = oo, oraz Lemat 5 pozwalajs na
efektywne wyszacowanie wartoéci oczekiwanych po prawej stronie (20).

Po wysumowaniu odpowiednich ograniczen gérnych wzgledem [ i k£ i uporzadkowaniu
wszystkich sktadnikéw prowadzi to do nastepujacej nieréwnodci

. y)dy) , (21)

ly|<no

o(@) < ol ( (L+Cy) +€C,

prawdziwej dla wszystkich ¢ > 0, n — 1 < |z| < n 1 dostatecznie duzych liczb naturalnych n,
z jednostajnymi staltymi. Biorac

1
— ] . _ 1 >0 22

otrzymujemy oczekiwang nier6wno$¢ (19) dla p = 1. Zauwazmy, ze przy pierwszym skiad-
niku sumy po prawej stronie oszacowania (21) stoi e=“*, podczas gdy przy drugim skladniku,
zawierajacym juz catke flylSno v(z —y)dy, mamy e (dodatnia stata w wykltadniku, pojawia-
jaca sie tu z koniecznoéci, jest konsekwencjg braku kontroli nad wartoéciami potencjatu w
kulach B(0,ng) i B(0, 1o+ 1), o ktérej juz wspomnieliémy powyzej). Oznacza to, ze (22) jest
rzeczywiscie najbardziej optymalnym wyborem ¢ w pierwszym etapie naszego rozumowania.
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W drugim etapie sprawdzamy krok indukcyjny. Wychodzac od ograniczenia (19) dla
pewnego p i korzystajac z oszacowania (20), poprawiamy (19) zwickszajac zakres sumowa-
nia w potedze do p + 1. Argument jest tu oparty na podobnym pomyéle, jak w pierwszym
etapie. Jest jednak bardziej subtelny i skomplikowany technicznie. Poszczegélne skladniki
sum po prawej stronie oszacowania (20) sg szacowane podobnie, przy pomocy Lematu 5,
z uwzglednieniem oszacowan wartoSci ¢ w obrgbie zbioréw Dy. Wladciwe wysumowanie
wszystkich sktadnikéw wzgledem k& wymaga jednak do$é subtelnych przeksztatcedn wyste-
pujacych tu calek wielokrotnych z miar Lévy’ego, ktére oparte s na zamianie kolejnoéci
catkowania i nieréwnosci splotowej w zatozeniu (Al.c) oraz monotonicznosci profilu gestosci
miary Lévy’ego. Podobnie jak w pierwszym etapie, finalne oszacowanie znéw uzyskane jest
poprzez odpowiedni wyboér t. Zaproponowana przez nas procedura indukcyjna pozwala uzy-
ska¢ wynik w Twierdzeniu 7 poprzez przeliczalnie wiele iteracji oszacowania (20). Nieréwnosé
splotowa w zaltozeniu (Al.c), wyznaczajaca klase proceséw o wiasnoéci bezposredniego skoku,
ma znaczenie strukturalne dla tego rozumowania.

Przejdziemy teraz do oméwienia dowodu Twierdzenia 8. Poniewaz funkcja ¢ spelnia wa-
runek (17) dla pewnego A > 0, to zapisujac te réwnoéé w réwnowaznej postaci e Mp(z) =
Tip(z), t > 0, i catkujac jej obie strony wzgledem ¢ na péliprostej (0, 00), uzyskujemy odpo-
wiednig tozsamo$¢é punktows dla operatora potencjatu ¢(z) = AGVp(z), z € R?. Stosujac
nastepnie wzér (14) dla f = ¢ i D = B(z, 1), uzyskujemy réwnosé

2 [ — [B@Y Vs
p@) = AGlanyp@) + BF e BV x, D, seRL (@3)
Mamy wiec
lo(2)] < AGY )l () + E° [e— JoPe vxads |¢<XTB(M)|] = I+1I, zecR%

Skladnik I szacujemy najpierw z gory przez /\G’g(m)l(rc) SUDye B(z,1) le(y)|, & nastepnie ko-
rzystamy z wyniku w Twierdzeniu 7 i zalozenia (Al.b). To daje juz wlasciwe oszacowanie
gérne dla I. Oszacowanie gorne sktadnika /1 dostajemy w dwoéch krokach, wykorzystujac
nieujemnoé¢ V na B(z, 1), wynik w Twierdzeniu 7, zalozenie (Al), wzér Ikedy-Watanabe
(13) oraz oszacowanie funkcji harmonicznych w Lemacie 4. ‘

Punktem wyjscia dla oszacowania dolnego w przypadku, gdy ¢ jest dodatnia jest réw-
no$é (23). Wiaéciwg nieréwnosé uzyskujemy tu poprzez pominigcie pierwszego skiadnika i
zastosowanie wzoru Ikedy-Watanabe do drugiego sktadnika, po uprzednim zawezeniu obszaru
catkowania.

Dodajmy, ze gdy profil ggstosci miary Lévy’ego nie ma wlasnosci (Al.c), to funkcja wia-
sna stanu podstawowego (g nie spetnia oszacowania gornego, ktére zostalo zaprezentowane
powyzej. Nie zostalo to przedyskutowane w pracy [H1], ale mozna to sprawdzié przy pomocy
analogicznego rozumowania jak w dowodzie Twierdzenia 19 ponizej.

ITI. Wiasnos$ci typu mocnej kontraktywnosci i dominacja przez ¢

W tym rozdziale bedziemy nadal zaktadaé, ze V € X, co gwarantuje zwartos¢ operatoréw
T, dla wszystkich ¢ > 0. Omoéwimy tu wyniki dotyczace wlasnosci tzw. mocnej kontrak-
tywnoéci pétgrup Feynmana—Kaca zwigzanych z nielokalnymi operatorami Schrodingera, w
tym warunki wystarczajace i dostateczne oraz charakteryzacje mocnej ultrakontraktywnosci
i hiperkontraktywnoéci, a takze wnioski wyptywajace z tych rezultatéw. Wyniki te zostaly
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uzyskane w drugiej czeci pracy [H1] oraz w pracy [H4), ktéra zamyka prezentowany tu cykl
publikacji.
Definicje, motywacje i wczeéniejsze wyniki. Przypomnijmy, ze Ao i o oznaczajg od-
powiednio warto$¢ i funkcje wiasng stanu podstawowego operatora Schrédingera H, zas
{’f} . t > 0} jest pélgrupa Feynmana—Kaca warunkowang, przez stan podstawowy, ktora
zostata zdefiniowana w (11). Przypomnijmy, ze p(dz) = @5(z)dz.

Nasze rozwazania w tym rozdziale koncentruja. si¢ wokot nastepujacych wlasnoéci.

DEFINICJA 10 (Wlasnoéci kontraktywnoéci).

(1) Pétgrupa {NTMt . t > 0} jest superkontraktywna, jesli dla kazdego p € (2,00) it >0
operatory T : L2(R%, p) — LP(RY, ) sq ograniczone. Mowimy wéwczas, Ze wyjéciowa
pétgrupa {T; : t > 0} jest mocno superkontraktywna (ang. intrinsically supercontrac-
tive; w skrdcie ISC). '

(ii) Pélgrupa {T; : t > 0} jest hiperkontraktywna, jesli dla kazdego p € (2,00) istnieje
t, > 0 takie, ze dla wszystkich t > t, operatory T, : L2(R%, u) — LP(RY, p) s¢ ograni-
czone. Méwimy wéwczas, Ze wyjsciowa péigrupa {T} : t > 0} jest mocno hiperkontrak-
tywna (ang. intrinsically hypercontractive; w skrécie [H C).

(i) Pélgrupa {T; : t > 0} jest ultrakontraktywna, jesli dla kazdego t > 0O operatory
T, + L2(R%, ) — L°(R%, ) s¢ ograniczone. Mowimy wéwezas, ze wyjéciowa pol-
grupa {T; : t > 0} jest mocno ultrakontraktywna (ang. intrinsically ultracontractive;
w skrécie IUC).

(iv) Pétgrupa {T; : t > 0} jest asymptotycznie ultrakontraktywna, jesli istnieje too > 0
takie, ze dla wszysthich t > to operatory Ty : L*(R?, p) — L>®(RY, 1) sg ograniczone.
Méwimy wéwczas, ze wyjéciowa potgrupa {Tt : t > 0} jest asymptotycznie mocno ul-
trakontraktywna (ang. asymptotically intrinsically ultracontractive; w skrdcie AT ue).

Zauwazmy, ze W (ii) i (iv) wystarczy zaklada¢, ze zadana ograniczono$é¢ zachodzi tylko dla
pewnych t,, %, > 0. Dzigki wlasnosci pélgrupowej i tak rozszerza sig ona odpowiednio do
wszystkich ¢ > t, it > to. Wlasnodci (4)-(ii1) pojawity si¢ w literaturze w konktekscie
klasycznych operatoréw rézniczkowych. Mocna hiperkontraktywnos¢ zostata wprowadzona,
przez Nelsona [54], a mocna ultrakontraktywnogé pojawia si¢ po raz pierwszy w pracach
Daviesa i Simona [28], Davisa [26] i Bafiuelosa [4] (zob. takze [5]). Wtasnosc (iv) nie byla
rozwazana w kontekécie operatoréw lokalnych. Zostata zbadana po raz pierwszy w pracy [D1]
dla utamkowych operatoréw Schrodingera. Trzeba zaznaczyé, ze AIUC jest réwnowazna do-
kiadnym dwustronnym oszacowaniom (15) oraz nieréwnosci la(t, z,y) — 1] < Cle=M—2o)t,
t > to, z pewna statg C > 01ty > 0, ktéra implikuje bardzo mocng wilasnoéé jednostajnej
ergodycznoéci (zob. np. [D1, Lemma 4.1]). W kontekscie naszych wynikéw, ktére beda zapre-
zentowane ponizej, wartym odnotowania jest fakt, ze w przypadku klasycznych operatoréw
Schrodingera istnieje naturalna hierarchia pomiedzy wlasnosciami (7)-(4): TUC jest moc-
niejsza od ISC, a ISC jest mocniejsza od THC. Ponadto wiadomo, ze AIUC jest mocniejsza
od IHC. Moze to by¢ zilustrowane przy pomocy nastepujacego przykiadu: dla klasycznej pot-
grupy schrédingerowskiej zwigzanej z operatorem H = —A+ |z|* log(1 + |z|)#, &> 0,8 >0,
wiadomo, ze [28]:

e gdy a > 2 lub o =2, f > 2, to zachodzi IUC;

e gdy =2, 0 < B <2, to zachodzi ISC, ale nie 1UC;

e gdy o = 2, B = 0 (oscylator harmoniczny), to zachodzi THC, ale nie ISC;
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e gdy o < 2, to nie zachodzi nawet THC.

Sprawdziliémy tez w [H4, Example 4.4], ze gdy a = 2, f = 0 (oscylator harmoniczny), to nie
zachodzi AIUC. Co ciekawe, IUC dla operatoréw —A +V zostala w peini scharakteryzowana
dopiero w roku 2009 w przypadku potencjaléw V, ktére maja profile niemalejace [3] (por.
(25) i Wniosek 16 ponizej).

Wrhasnoéei (4)-(111) byty juz czeSciowo badane takze w przypadku nielokalnym: IUC we
wspomnianych juz pracach [47, D3], a AIUC w [D1]. Pewne wyniki dotyczace IUC, ISC oraz
[HC zostaly tez uzyskane przy pomocy form Dirichleta w przypadku pélgrup Feynmana—
Kaca dla pewnej klasy niejednorodnych przestrzennie proceséw Markowa [21].

Nasze rezultaty. Zaprezentujemy teraz nasze wyniki, ktére opisuja zdefiniowane powy-
zej wilasnoéci. Chronologia tych badaf byla nastepujaca: najpierw w [H1] zajmowali$my
si¢ przypadkiem p = co (mocna ultrakontraktywno$é, w tym asymptotyczna) dla proceséw
z wlasno$cig bezposredniego skoku, a nastepnie zauwazyliSmy w [H4], ze wyniki te rozsze-
rzajg sie takze na przypadek p € (2,00) (hiper- i superkontraktywnos¢). Dodajmy, ze nasze
gléwne twierdzenia w pracy [H4] zostaly najpierw uzyskane dla znacznie szerszej klasy pot-
grup, a dopiero potem zostaly zastosowane w przypadku pégrup Feynmana—Kaca proceséw z
wlasnoscia bezposredniego skoku. Pomimo tych rozbieznosci, ponizej bedziemy starali si¢ za-
prezentowaé materiat z prac [H1] i [H4] jako jedng sp6jng caloéé. Ponadto, dla uproszczenia,
nasza prezentacja ograniczy si¢ do pélgrup zwigzanych z procesami Lévy’ego ze skokami.

Waznym krokiem w kierunku uzyskania jawnych warunkéw koniecznego i wystarczajacego
dla wlasnosci mocnej kontraktywnosci pétgrup Feynmana—Kaca w pracach [H1] i [H4] jest
obserwacja, ze wlasnosci ograniczonoéei operatoréw T, : L2(R%, u) — LP(RY, 1) moga, zostaé
réwnowaznie scharakteryzowane przez pewne wiasnoéci ilorazéw Ti1/o.

DEFINICJA 11 ([H4, Definition 2.1] Wlasnoéci dominacji przez stan podstawowy).
Niech p € (2, 00].

(i) Méwimy, ze operator T; jest LP-dominowany przez stan podstawowy (ang. LP-ground
state dominated; w skrdcie LP-GSD), jesli
Ti1

— € Lp(]R‘d7 /’L)
Yo

(i) Pétgrupa {T; : t > 0} jest LP-dominowana przez stan podstawowy (w skrdcie LP-GSD),
jesli dla kazdego t > 0 operatory T; sqg LP-dominowane przez stan podstawowy.

(iii) Moéwimy tez, ze pdlgrupa {T; : t > 0} jest asymptotycznie LP-dominowana przez stan
podstawowy (w skrécie LP-AGSD), jesli istnieje t, > O takie, ze dla kaidego t > t,
operatory T; sqg LP-dominowane przez stan podstawowy. Jesli konkretna warto$¢ liczby
t, jest istotna, to wéwczas, dla podkreslenia tego faktu, piszemy (t,, LP)-AGSD.

W naszej pierwszej pracy [H1] rozwazaliémy jedynie przypadek p = oo i dlatego pisaliémy
krétko AGSD i GSD zamiast L®-AGSD i L*°-GSD (por. [H1, Definition 2.3]).
Wspomniana powyzej obserwacja jest treScig ponizszego lematu.

Lemat 12 ([H4, Lemma 2.1)). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego o
nieskoriczonej mierze Lévy’ego absolutnie cigglej wzgledem miary Lebesgue’a. Zatézmy, ze
(A2) zachodzi dla pewnego ty, > 0 i niech V € K. Niech ponadto p € (2,00]. Rozwazmy
dwie ponizsze wlasnosci.
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(1) Operator Ty jest LP-GSD dla pewnego t > 0.
(2) Operator T, jest ogmmczony 2z LE(R%, u) do LP(R®, ) dla pewnego t > 0.
- Wéwezas: ‘
(1) jedli (1) zachodzi dla pewnego t = s > 0, to (2) zachodzi dla t = s + ty;
(i) jesli (2) zachodzi dla pewnego t = s > 0 oraz
w;_ﬁ € LY(R4, dz), ' (24)
to (1) zachodzi dla t = 2s.

Zaznaczmy, ze [H4, Lemma 2.1] zostal formalnie sformutowany jedynie dla p € (2, 00),
ale argument dla p = oo jest taki sam (w warunku (24) stosujemy wéwczas konwencje, ze
1/o0 = 0). Przypadkiem p = oo zajmowaliémy sie w pierwszej pracy z cyklu. Taki fakt nie
zostal tam sformutowany jako odrebny lemat, ale réwnowazno$é warunkéw (1) i (2) w tym
przypadku zostala wykazana (i jednocze$nie zastosowana) w dowodzie [H1, Theorem 2.5].
Zalozenie (24) (tzn. po € L*(RY dz) bylo tam automatycznie spelnione, ale oszacowania s
bardzo ogdlne.

Dalsza dyskusja warunku (24) zostala zawarta w [H4, Remark 2.1]). Jest on speniony
dla bardzo szerokiej klasy pétgrup lokalnych i nielokalnych operatoréw Schrodingera.

Ostatecznie uzyskujemy nastepujace twierdzenie charakteryzacyjne, ktére wynika z Le-
matu 12.

Twierdzenie 13. Przy zalozeniach Lematu 12 zachodzq nastepujgce implikacjé.

(1) (IHC © LP-AGSD) Jedli pélgrupa {T; : t > 0} jest LP-AGSD dla wszystkich p €
(2,00), to jest ona tez IHC. Jedli pélgrupa {T} : t > 0} jest IHC oraz 3 € L*(R%, dx),
dla pewnego § € (0,1), to jest ona tez LP-AGSD dla wszystkich p € (2,00).

(i) (ISC i LP-GSD) Jedli pélgrupa {T; : t > 0} jest LP-GSD dla wszystkich p € (2,00),
to jest ona tez ISC. Jesli pélgrupa {T} : t > 0} jest ISC oraz ¢} € L*(R%,dx), dla
pewnego 6 € (0, 1), to jest ona tez LP-GSD dla wszystkich p € (2, 00).

(iii) (AITUC i L*-AGSD) Jedli potgrupa {T; : t > 0} jest L*°-AGSD, to jest ona tei
AIUC. Jedli pétgrupa {T; : t > 0} jest AIUC oraz o € L*(R?,dz), to jest ona tez
L>*-AGSD.

(iv) (IUC i L*®-GSD) Jesli pstgrupa {T; : t > 0} jest L®-GSD i sup,egapi(z) < 00
dla kazdego t > 0, to jest ona tez IUC. Jesli pélgrupa {T; = t > 0} jest IUC oraz
@o € L*(RY, dz), to jest ona tez L®-GSD.

Podpunkty (i) i (ii) powyzszego twierdzenia sa szczegdlng wersja [H4, Theorems 2.1-
2.2|, sformutowang dla proceséw Lévy’ego ze skokami. Wyniki (iii)-(iv) uzyskuje sic w tej
ogoblnosci dokladnie tak samo jak w [H1, Theorem 2.5], ktére zostato od razu udowodnione dla
klasy proceséw z wlasnoécig bezpoéredniego skoku. Przypomnijmy, ze dla tej klasy warunek
wo € L*(RY, dz) jest spetniony automatycznie.

Podstawowa korzysé wyplywajaca z powyzszych charakteryzacji jest taka, ze zamiast
bada¢ wlasnosci kontraktywnosci pétgrup warunkowanych, wystarczy zbadaé wtasnosci LP-
dominacji dla wyjéciowych pdlgrup, ktére moga by¢ czesto efektywnie zbadane przy pomocy
technik probabilistycznych.
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Zaprezentujemy teraz znalezione przez nas warunki wystarczajace i konieczne dla LP-GSD
i LP-AGSD w przypadku, gdy zatozenia (A1)-(A3) sg spelnione. Sa to nasze gléwne wyniki
na ten temat uzyskane w pracach [H1] i [H4]. Pierwsze z twierdzen laczy rezultaty uzyskane
w [H1, Theorems 2.6 (1) i 2.7 (1)] oraz [H4, Proposition 3.2].

Twierdzenie 14 (Warunki wystarczajace dla LP-GSD i LP-AGSD). Niech {X}i0
bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego o nieskoriczonej mierze Lévy’ego absolutnie cigglej
wzgledem miary Lebesgque’a, ktory speinia zatozenia (A1)-(A3). Niech ponadto V € K.

(1) Jedli istniejg state C >0 ¢ R > 0 takie, Ze
@) s xR
|log v()]
to dla kaidego p € (2, 00] pdtgrupa {T; : t > 0} jest (to, LP)-AGSD, gdzie to = 4/C.
(i) Jesli
jal—o0 | log v/ ()]
to dla kazdego p € (2, 00] pélgrupa {T}: t > 0} jest LP-GSD.

)

Kolejne twierdzenie taczy wyniki uzyskane w [H1, Theorems 2.6 (2) i 2.7 (2)] oraz [H4,
Theorem 3.1]. Oznaczmy V;*(z) = sup,epn V(y), r > 0.

Twierdzenie 15 (Warunki konieczne dla LP-GSD i LP-AGSD). Niech {X:}i>0 bedzie

symetrycznym procesem Lévy’ego o nieskoriczonej mierze Lévy’ego absolutnie cigglej wzgledem
miary Lebesgque’a, ktéry spetnia zatozenia (A1)-(A83). Niech ponadto V € K.

(i) Jedli dla pewnego p € (2,00] pdlgrupa {Ti : t > O} jest LP-AGSD, to dla kazidego

r € (0,1) istniejg state C > 0 1 R > 0 takie, ze '
V()
| log v(z)]|

(ii) Jesli dla pewnego p € (2, 00] pétgrupa {T; : t > 0} jest LP-GSD, to dla kazdego r € (0,1)

N ALC)
B, Tog )] ~ *°

>C, |z|>R.

Uzytecznoéé powyzszych wynikéw polega gltéwnie na tym, ze wszystkie warunki sa wyra-
zone bezpogrednio w jezyku intensywnosci skokéw v(z) i potencjatu V(z).

Zauwazmy, ze dzicki Twierdzeniu 13 nasze Twierdzenia 14-15 dajg w rzeczywstosci wa-
runki dostateczne i konieczne dla wszystkich whasnosci kontraktywnosci z Definicji 10. Co
wiecej, dla dostatecznie regularnych potencjatéw V', prowadza one do bardzo zaskakujacych
wynikéw charakteryzacyjnych (por. [H1, Corollary 2.3] oraz [H4, Theorem 3.2]). Zdefiniujmy
dwie nastepujgce podklasy funkcji V : R? — R:

VeV, <= istnieja r€(0,1) i R>0 takie, ze V'(z) <xV(z), dla |z| > R;

V eV, <= istnieja niemalejaca funkcja f : (0,00) = (0,00) i R >0 (25)
takie, ze V(z) < f(|z]), dla |z| > R.
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WnI0SEK 16 ([H4, Corollary 3.2] Réwnowazno§é wlasno$ci mocnej kontraktywno-
$ci). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycanym procesem Léuy’ego o nieskoriczonej mierze Lévy’ego
absolutnie cigglej wzgledem miary Lebesgue’a, ktdéry spetnia zalozenia (A1)-(A83). Niech po-
nadto Ve KNV, wb V € XKPNVy. Zaldzmy dodatkowo, ze gestodci p(t,-) sq ograniczone
dla wszystkich t > 0. Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

(i) lim|;|_,oo % = 00.

(it) Pétgrupa {T; : t > 0} jest LP-GSD dla wszystkich p € (2, 00].
(1i1) Pétgrupa {T; : t > 0} jest ISC.
(iv) Pélgrupa {T; :t > 0} jest IUC.

WNIOSEK 17 ([H4, Corollary 3.3] Réwnowaznoéé asymptotycznych wtasnosci mocnej
kontraktywnosci). Niech {X;};>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego o nieskoriczonej
mierze Lévy’ego absolutnie cigglej wzgledem miary Lebesgue’a, ktdry spetnia zalozenia (Al)-
(A8). Niech ponadto V€ XNV, bV € XL NVy. Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

(1) Istniejg C, R > 0 takie, ze |10‘g(f()w)| > C, dla wszystkich |x] > R.

(it) Pétgrupa {T; : t > 0} jest LP-AGSD dla wszystkich p € (2, 00].
(1it) Pétgrupa {T; : t > 0} jest IHC.
(iv) Pélgrupa {T; :t > 0} jest AIUC.

Powyzsze wnioski pokazuja, ze wlasnoSci analityczne pélgrup zwigzanych z nielokalnymi
operatorami Schrodingera sa istotnie rézne od wlasnosci klasycznych pétgrup schrédingerow-
skich zwiagzanych z lokalnym operatorem —A + V. Jak juz zauwazyliSmy na poczatku tego
rozdziatu, nawet w przypadku bardzo regularnych potencjaléw, dla operatoréw lokalnych
ISC jest istotnie stabszg wtasnoscig niz IUC. Ponadto, nasze wyniki dotyczace réwnowazno-
$ci AIUC oraz L*-AGSD uzyskane w [H4, Section 2] w przypadku ogdlnym pokazuja, ze dla
lokalnych operatoréw Schrodingera réwniez THC jest istotnie stabsza wlasnoécig niz AIUC
(zob. analize przypadku oscylatora harmonicznego w [H4, Example 4.4]).

Wspomnijmy tez, ze nasze wyniki zaprezentowane powyzej pozwalajg na okrelenie tzw.
granicznego albo minimalnego wzrostu potencjatu dla wlasnosci mocnej kontraktywnoéci p6t-
grup zwigzanych z nielokalnymi operatorami Schrodingera. Dokladniej, gdy intensywnosé
skokéw v(z) jest dana, to taki wzrost jest opisany przez |logv(z)|. Ponadto, nasze proba-
bilistyczne podejécie do tego problemu umozliwitlo nam podanie stochastycznej i wariacyjnej
interpretacji tych wlasnosci i wzrostu granicznego. Pewne wyniki na ten temat wraz z opisem
heurystycznym zostaly zawarte w [H1, Section 2.5].

Obszerna lista przyktadéw proceséw, dla ktérych zachodzg przedstawione powyzej wyniki,
zostala przedyskutowana w [H1, Section 4].

Oméwimy teraz krétko dowody Twierdzen 14-15. Zauwazmy, ze dzigki inkluzjom
LP(R4, ) C L®(R% ), p > 2, w pierwszym z tych twierdzen wystarczy wykazaé jedy-
nie odpowiednie implikacje dla p = oo (tj. L*°-(A)GSD pociaga LP-(A)GSD dla wszystkich
p > 2). W przypadku p = oo implikacje te stanowig czesé (1) Twierdzen 2.6 1 2.7 w pracy
[H1]. Ich dowdd wymagal sprawdzenia, ze odpowiednie zalozenie na iloraz V/|log v| pociaga
nieréwnoéci Ty1(x) < Cyp(z), z € RE, dla odpowiednio duzych (implikacja i) lub wszystkich
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(implikacja ii) t > 0, ze stala C jednostajng ze wzgledu na x. Poniewaz T;1 jest funkcjg ogra-

niczona, a g jest ciggla i Scisle dodatnia, wystarczyto udowodnié takie oszacowanie tylko dla

dostatecznie duzych z. Kluczowa byta tu znajomos¢ doktadnego dwustronnego oszacowania

o z Wniosku 9. Wraz z [H1, Lemma 3.7] pozwolita ona zredukowaé¢ problem do dowodu -
oszacowania T;1(z) < Cv(z).

Twierdzenie 18 ( [H1, Theorem 3.1]). Niech {X;}:>0 bedzie symetrycanym procesem Lévy ego

o nieskoniczonej mierze Lévy’ego absolutnie cigglej wzgledem miary Lebesgue’a, ktéry speinia

zatozenia (A1)-(A8). Niech ponadto V € K. Jesli istniejg state C > 0 1 R > 0 takie, ze
V(z)

m >C, |z] >R, (26)

to dla kazdego t > to 1= 4/C istniejq C, R > 0, dla ktérych
Til(e) < Cu(z), || > R. (27)
~ Jesli ponadto

V(z)

m ~—0
|z|—o0 ' 10g Z/(l')'

to (27) zachodzi dla wszystkich t > 0.

:OO,

Dow6d powyzszego twierdzenia (zob. [H1, s. 1385-1386]) przebiega w oparciu o schemat
podobny do tego w dowodzie Twierdzenia 7 z tg réznica, ze teraz funkcja pod wartoscig ocze-
kiwang jest réwna jeden i musimy pozyskaé¢ wiecej informacji o zaniku z samego funkcjonatu
exp(— fy V(X,)ds). Jest to mozliwe dzigki zatozeniu na iloraz v/V, dekompozycji trajektorii
procesu oraz (Al). '

Dowdd Twierdzenia 15 to bezpoérednie oszacowanie dolne wartodci oczekiwanej z funk-
cjanatu Feynmana—Kaca, przy ustalonym t > 0. Argument w istotny sposéb wykorzystuje
tez doktadne gérne oszacowanie ¢y z Wniosku 9. Dla p = oo jest to dowdd implikacji (2)
Twierdzen 2.6 1 2.7 w pracy [H1] (s. 1387), a dla p € (2, c0) dowdd Twierdzenia 3.1 w pracy
[H4] (s. 179-180).

Nalezy podkresli¢, ze dowody Twierdzeri 14-15 nie moglyby zostaé¢ przeprowadzone bez
znajomo$ci dokladnych dwustronnych oszacowan funkcji wlasnej stanu podstawowego o
zaprezentowanych w poprzednim rozdziale. Twierdzenia 7-8 sg wiec wynikami fundamental-
nymi takze dla wszystkich rezultatéw prezentowanych w tym rozdziale.

IV. Tempo zaniku funkcji wlasnych w przypadku V € XY

W tym rozdziale oméwimy wyniki dotyczace punktowych oszacowan funkcji wiasnych nie-
lokalnych operatoréw Schrédingera z potencjalami V' € X9, ktére odpowiadaja ujemnym
wartoéciom wiasnym. Wyniki te zostaly uzyskane w pracy [H3].

Motywacje i wczedniejsze wyniki. Wiadomo, ze w przypadku klasycznych operatoréw
Schrédingera —A+V w potencjatami Kato-rozktadalnymi spetniajacymi warunek V(z) — 0,
gdy |z| — oo, tempo zaniku w nieskonczonosci funkeji wlasnych odpowiadajacych ujemnym
warto$ciom wlasnym jest co najmniej wykladnicze (zob. np. [65, Theorems C.3.4-C.3.5]).
Problem lokalizacji funkcji wlasnych utamkowych i relatywistycznych operatoréw Schrodin-
gera odpowiadajacych takim wartoSciom wlasnym zostal poruszony we wspomnianej juz
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pracy Carmony, Mastersa i Simona [20]. Autorzy ci wykazali, ze w przypadku utamko-
wych operatoréw Schrédingera. H = (=A)*2 + V, o € (0,2), tempo zaniku w nieskon-
czonodci funkcji wlasnej ¢ odpowiadajgcej ujemnej wartosci wlasnej A jest dominowane
przez intensywnoéé skokéw izotropowego procesu stabilnego, tj. |¢(z)] < C(1 A |z[747%) (co
wiecej, dla funkcji wlasnej stanu podstwowego zachodzi doktadne oszacowanie dwustronne
wo(z) < 1A|z|~4%). Wyniki uzyskane przez nich dla relatywistycznych operatoréw Schrdin-
gera H = /—A 4+ m?2—m-+V, m > 0, sg juz mniej dokladne, ale prowadzg do nastepujacego
zaskakujacego wniosku: gdy |A| > m, to tempo zaniku w nieskoficzonoéci funkeji wlasnej ¢ (z)
odpowiadajacej A jest rzedu e™™* podczas, gdy dla |X| < m jest ono istotnie wolniejsze i
wynosi e”V2RAI=X kel Przypomnijmy, ze intensywnos$é dalekich skokéw dla procesu rela-
tywistycznego jest poréwnywalna z funkcjs e ™I%l|z|~(¢+2)/2) Oznacza to, ze dla |[A| < m
tempo zaniku ¢ w nieskoficzonoéci jest nadal wykladnicze, ale zalezy od |A| i jest istotnie
wolniejsze od tempa zaniku intensywnosci skokéw procesu. Zauwazmy, ze taka dychotomia
nie wystepuje w przypadku utamkowym, gdzie wielko§é |A| nie wplywa na tempo zaniku ¢
w nieskonczonosci.

Jedna z motywacji dla naszych badai prowadzacych do powstania pracy [H3] byta préba
zrozumienia tej dychotomii. A

Nasze rezultaty. ChcieliSmy zrozumiel jakie wlasnosci procesu generowanego przez L i
potencjatu V € K% gwarantuja, ze tempo zaniku funkeji wlasnych odpowiadajacych ujem-
nych wartoéciom wlasnym operatoréw —L + V wyznaczone jest przez intensywno$¢ skokow
v. Pracujac w obrebie klasy proceséw z wiasnoScia bezposredniego skoku, uzyskalidémy wy-
niki, ktére opisujg warunki dostateczne dla dominacji |¢(z)| < C(1Av(z)). Najpierw jednak
pokazaliémy, ze jesli p jest dodatnia, to automatycznie spetnia ona analogiczne oszacowanie
dolne.

Twierdzenie 19 ( [H3, Theorem 4.1]). Niech {X; }i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego
o nieskoriczonej mierze Lévy’ego v(dz) = v(z)dz takiej, ze gesto$é v(z) speinia warunek
(Al.a). Niech ponadto V € K. Zatésmy, ze ¢ € L*(RY) jest dodatnig funkcje wilasng
operatora H odpowiadajgeq wartodci wiasnej A € R. ‘

(1) Jedli zalozenie (A1.b) jest spelnione, to istniejg C, R > 0 (zalezne od \) takie, Ze

p(z) > Cv(z), |z|= R

(2) Rozwazmy dwa nastepujgce roztgczne przypadki:
(i) (A1.b) jest spetnione, ale (Al.c) nie zachodzi,

(ii) (A1.b) nie zachodzi (w konsekwencji réwniez (Al.c) nie zachodzi).

W kazdym z dwéch przypadkéw (i) oraz (i) mamy

lim sup v(z) =
|e]—00 1/(33)

Zauwazmy, ze druga czeS¢ powyzszego twierdzenia orzeka, ze poza klasg proceséw z wia-
snoécig bezposredniego skoku wlasnoéé dominacji |p(z)| < C(1 A v(z)) nie zachodzi. Jest
to wiec optymalne zalozenie dla naszych badai. Powyzszy wynik jest bezpoérednim wnio-
skiem z twierdzenia opisujacego analogiczne wlasnoéci dla funkcji (X, n)-harmonicznych [H3,
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Twierdzenie 3.1]. Twierdzenie to uzyskaliémy przy pomocy wzoru Ikedy-Watanabe oraz bez-
posrednich oszacowan wykorzystujacych monotonicznoéé profilu gestosci miary Lévy’ego.

Dowody dalszych wynikéw z pracy [H3|, prowadzace do gérnych oszacowan funkeji wla-
snych, sg znacznie bardziej skomplikowane technicznie. W szczegdélnoéci wymagaja one bar-
dziej subtelnych metod, niz te z pracy [H1], gdzie zajmowaliémy si¢ potencjatami z klasy
K. Istotnie, gdy V(z) — 0, |z| — oo, to (z dala od érodka ukladu wspétrzednych) proces,
ktérego trajektorie poddane sa dziataniu potencjatu V', zaczyna przypominaé proces wolny.
Nie wystepuje tu juz silny efekt zabijania jak w przypadku potencjatéw z klasy K, ktéry
pomaga w uzyskiwaniu oszacowan. Oddzialywanie potencjatu na trajektorie procesu moze
byé uchwycone jedynie jako subtelny efekt energetyczny, ktéry objawia si¢ w wielkoSci |A|.

Ponizsze twierdzenie orzeka, ze jesli |A| jest dostatecznie duze wzgledem wyjsciowego
procesu Lévy’ego, to tempo zaniku ¢ w nieskoriczonosci jest dominowane przez v.

Twierdzenie 20 ( [H3, Theorem 4.2]). Niech {X,}i>0 bedzie symetrycznym procesem Lévy’ego
o nieskoniczonej mierze Lévy’ego absolutnie cigglej wzgledem miary Lebesgue’a, ktory spetnia
zatozenia (A1)-(A8). Niech ponadto V € XS. Wowczas istnieje liczba no (zalezna od procesu
i niezaleina od V') taka, ze jesli ¢ € L2(R2) jest funkcjq wlasng operatora H odpowiadajgcg
wartoéci wlasnej A € (—oo, —1p), to istniejg C, R > 0 (zaleine od procesu i A), dla ktdrych

lo(@)] < Cllell,v(@), |zl = R.

Stata 7y dana przez [H3, (4.6)] moze by¢ oszacowana dla niektérych przyktadéw proceséw
Lévy’ego, ale nie jest to stala optymalna dla powyzszego wyniku. PodkreSlmy jednak, ze
rezultat ten dotyczy dowolnego procesu z wlasnoscig bezposredniego skoku.

Przejdziemy teraz do sformutowania dwéch wynikéw, ktére podaja warunki dostateczne
na wyjsciowy proces Lévy’ego, przy ktérych powyzsza wlasno§¢ dominacji przez v w nieskon-
czono$ci zachodzi dla dowolnych A < 0. Wynikajg one wprost z dwéch réznych twierdzen
opisujacych zachowanie w nieskoficzonoéci funkeji (X, n)-harmonicznych i dla prostoty sa one
sformulowane w artykule zrédlowym jako jeden rezultat (zob. [H3, Theorem 4.3]). Jednak w
tym autoreferacie, dla wiekszej przejrzystosci, zaprezentujemy je niezaleznie. Zaznaczmy, ze
wyniki te wymagajg wzmocnienia naszego zalozenia bazowego (A3). W calej pracy [H3] za-
tozenie (A3) formulowane jest dla R > 0, ale dla dowodéw tych twierdzeft musimy dodatkowo
zatozyé, ze istnieje stata C' > 0 speiniajaca

G < ¢ >1 28
x)yi%%g) B(O,s)(x, y) < W, sz 4 (28)
la—y|>s/8 :
gdzie ¥(r) = supjg<, ¥(§) (zob. [H3, (2.19)]). Warunek ten pelni w naszych badaniach
role zalozenia technicznego. W ostatnich latach nastgpit ogromny postep w teorii potencjatu
proceséw Markowa ze skokami i aktualnie wiadomo, ze warunek ten jest spetniony dla bardzo
szerokiej klasy proceséw Lévy’ego (np. dla proceséw izotropowo-unimodalnych [36, Theorems
1.2-1.3]). W naszym przypadku wiadomo, ze gdy istnieja state Cy, Cy > 0, dla ktérych

P(1 ‘
sup pi(z) < Cyt (Td/r), t>0, r>1, (29)
laf2r
oraz
1 d
pi(0) = /]R ez < G <\p;1 <€>> >, (30)
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gdzie U;1(s) = inf{r > 0 : ¥(r) = s}, s > 0, to warunck (28) jest spelniony [H3, Lemma
2.2].

Pierwsze z naszych twierdzen dotyczy klasy proceséw, ktérych intensywnoéci skokéw spe-
niaja nastepujacy warunek:

istnieje C' > 0 takie, ze dla wszystkich 7 > 1 mamy

v(iz —y) < Cvu(z), oile |y| <r oraz |z|> 2r. (31)

Mozna sprawdzié, ze przy zalozeniu (Al.a) warunek (31) jest automatycznie spetniony, jesli
profil g ma wlasnoéé podwajania (ang. doubling), tzn. istnieje stata C > 1 taka, ze g(r/2) <
Cyg(r), r > 1. Jest to zatem typowa wlasnosé gestosci Lévy’ego, ktérych profile zanikaja w
nieskoficzonosci wielomianowo.

Twierdzenie 21 ([H3, Theorem 4.3 (1)]). Niech {X;}:i>0 bedzie symetrycznym procesem
Lévy’ego o nieskoriczonej mierze Lévy’ego absolutnie ciggtej wzgledem miary Lebesgue’a, ktory
spelnia zatozenia (A1)-(A8) (dla R > 0). Niech ponadto V € XY. Jesli dodatkowo warunki
(28) 7 (31) sq spetnione i p € LE(RY) jest funkcig wlasng operatora H odpowiadajgcg wartosci
wilasnej A < 0, to istniejg C, R > 0 (zalezne od procesu i \), dla ktérych

0(2)] < Cllgll, v(z), |o| > R.

Gdy gesto$é miary Lévy’ego zanika w nieskoficzonoéci szybciej niz wielomianowo (w szcze-
gblnoéci nie spetnia warunku (31)), to analiza zachowania furikeji wlasnych ¢ operatora H dla
malych || jest bardziej skomplikowana. Kolejny uzyskany przez nas wynik dotyczy sytuacii,
gdy ‘

2
/R JalPv(da) < oo (32)
i wymaga pewnej dodatkowej regularnosci gestosci przejscia procesu:

istniejg, C' > 1 oraz R > 0 takie, ze p(t,z) < Cp(t,y) (33)
dla wszystkich t > 01 |z| > |y| > R spelniajacych |z —y| < 1.
Przy zalozeniu (32) mamy ¥(r) < r2, dla r bliskich 0. Warunek (30) jest wigc teraz zawsze
spelniony i (28) redukuje si¢ do (29).
Warunek dostateczny w naszym nastepnym twierdzeniu bedzie wyrazony przy pomocy
dwbch funkcji, ktére opisujg system dalekich skokéw wyjsciowego procesu Lévy’ego: dla
1 <8 < 83 < 83 < oo okre$lamy

Ja— v(z — y)v(y)dy
K¥(s1) 1= sup ZE=yzenlpl>e 34
1 ( 1) JCKIZI:l l/(iE) ( )
oraz
KX (s1,82,83) == 1inf {C > 1:v(z—y) < Cu(z), |y <s1, 52 <|z] < s3}. (35)
Bedziemy zaktadaé, ze
istnieje K1 > 2 takie, ze limy_yeo K7 (r018) K5 (5, K18,00) = 0 (36)
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oraz

istnieje kg < 0o takie, ze dla kazdego s; > 1 mamy limsup,_,., K (s1,8,00) < ka.

(37)

Szersza dyskusja wiasnoéei funkeji KX i K¢ wraz z interpretacjs heurystyczng obydwu wa-
runkéw (36) i (37) zostala zawarta w [H3, Section 2.2]. Dodajmy, ze funkcja KiX(s) okazala
sie by¢ takze bardzo cennym narzedziem w naszej pracy [P9], gdzie zbadaliémy asymptotyke
przestrzenng w nieskonczonodci jader ciepta dla jednorodnych operatoréw nielokalnych.

Twierdzenie 22 ([H3, Theorem 4.3 (2)]). Niech {X;}i>0 bedzie symetrycznym procesem
Lévy’ego o nieskonczonej mierze Lévy’ego absolutnie cigglej wzgledem miary Lebesque’a, ktéry
spetnia zalozenia (A1)-(A8) (dla R > 0) oraz (29), (32)-(33). Niech ponadto V € X8. Jesli
warunki (36)-(37) sqg spetnione i o € L?>(R?) jest funkcig wtasng operatora H odpowiadajgcg
wartosci wlasnej A < 0, to istniejg C, R > 0 (zalezne od procesu i \), dla ktérych

lo(@)] < C el v(z), 2] = R.

W [H3, Section 4.3] zawarliémy bardziej szczegétows dyskusje otrzymanych oszacowan dla
réznych typow intensywnosci skokow i zilustrowaliémy je przykitadami. Ta ilustracja poka-
zuje, ze gdy intensywno$¢ dalekich skokéw procesu zanika wolniej niz wyktadniczo, to tempo
zaniku funkcji wtasnych H odpowiadajacych ujemnym wartoéciom wlasnym jest dominowane
w nieskoficzono$ci przez te intensywnosé (por. [H3, Corollaries 4.1-4.2 oraz Remarks 4.2-4.3]).
Gdy jednak rzad zaniku v w nieskoficzonosci jest wykladniczy lub szybszy, to dominacja ta
ulega przetamaniu i pojawia si¢ zmiana jako$ciowa tego tempa wzgledem v. W przypadku
wykladniczym, o ile proces ma wlasnoé¢ bezposredniego skoku, wystepuje dychotomia, ktora
zostata odnotowana we wspomnianej juz pracy [20] dla procesu relatywistycznego [H3, Co-
rollary 4.3]. Dokladniej, |\| jest dostatecznie duza wzgledem wyjéciowego procesu, to zanik
funkcji wlasnej jest nadal dominowany przez v. Jeéli jednak A jest wartoScia wlasng stanu
podstawowego (tzn. A = Xg), ktéra lezy blisko spektrum istotnego [0,00) operatora H, to
tempo zaniku jest wolniejsze, a jego rzad zalezy istotnie od |A| (zob. tez opis heurystyczny
mechanizmu powstawania tej dychotomii w [H3, s. 651, drugi akapit]). Dodajmy, ze istot-
no§é¢ zatozenia (36)-(37) w Twierdzeniu 21 zostala przetestowana w [H3, Proposition 4.2] dla
pewnej klasy proceséw.

Oméwimy teraz krétko dowody powyzszych oszacowan gérnych. Za kazdym razem, sto-
sujac reprezentacje [H3, (4.5)], sprowadzamy problem do znalezienia gérnego oszacowania
dla pewnej szczegblnej funkeji (X, n)-harmonicznej okreslonej w [H3, (3.13)], dla pewnego
n € (0, |A]). Metody szacowania takich funkcji wypracowane w [H1] okazaly si¢ jednak nie-
wystarczajace do uzyskania takich wynikéw w przypadku potencjatéw z klasy K%. Argument
w pracy [H3] oparty jest na nowym pomysle, ktéry prowadzi do Lematu 23 sformulowanego
ponize;j.

Przypomnijmy, ze funkcje KX, K3® zostaly zdefiniowane w (34)-(35). Dla s; > 1 oraz
89 > 281 okre$lamy

hl(X: 51,82) = KQX(SlaSQaOO) {C (X, %) (é(X,Sl) |B(0, Sl)l + EO[TB(O,Zsl)]> + 1} )

C(X,51) C(X,51) + E%7R0,2s1)] sup v(y)

81
Jyl>%

+ sup v(y),
lvl> 3%

h2(Xa51) =C (Xa %)
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gdzie
O(X>S) = }2£ ”qu“oo: fq(l) = j(‘Z/S)v s> 0,

={feC*RY): f(z) =1dlaz e B(0,1/2), f(z) =0 dlaz € B0,1)°i0< f <1},

oraz

C E° [TB(oz )] $1 81 2
C(X,s1) 1= G50 “_S.L<KX<_ 51 )) |
o) eveBb0) oo 8) * ’B 0,8 ’ 2 \g 27

lz—y|>s1/8

Oznaczmy tez na moment przez C; stalg ustalajace poréwnywalnosé w zatozeniu (Al.a).

Lemat 23 ([H3, Lemma 3.2]). Niech n > 0 i niech {Xi}i>0 bedzie symetrycznym procesem
Lévy’ego o nieskonczonej mierze. Léuy’ego absolutnie cigglej wzgledem miary Lebesque’a, ktéry
spetnia zalozenia (A1)-(A8) (dla R > 0). Zalozmy) ponadto, ze istniejg r1 > 1, o > 21
oraz r3 > 1o takie, Ze

20{1 hl(X, 7'1,?"2) le(Tz) + hz(X,'T'l) IB(O,T‘Q)I K;{(TQ,T;% OO) < 7. (38)

Wéwczas dla kazdej ograniczonej funkcji f > 0, ktdra jest (X,n)-harmoniczna w zbiorze
B(0,7)¢, dla pewnego r > 0, istriiejg C2, R > 0 (zalezne od procesu i n), dla ktérych

f(@) < G flloov(z) |z 2 R.

Struktura warunku (38) jest zdeterminowana przez oszacowanie supreméw funkeji (X, n)-
harmonicznych w [H3, Lemma 3.1, ktére jest z kolei wersja gbrnego oszacowania w |15,
Lemma 3.2 (b)] wyspecjalizowang do zastosowania w przypadku procesu, ktérego trajektorie
sg zabijane z intensywnoscia dana przez potencjal V' taki, ze V(z) — 0, gdy |z| — oo.
Zrozumienie tej struktury w naszym przypadku oraz uzyskanie oszacowan w tych dwéch
lematach (tj. [H3, Lemmas 3.1-3.2]) bylo jednym z dwéch najbardziej technicznych krokéw w
pracy [H3]. Trzeba zaznaczy¢, ze praca [42] (dotyczaca dosé obszernej klasy proceséw Fellera)
réwniez zawiera pewne oszacowania funkcji harmonicznych w nieskoficzonoéci. Nie moglismy
jednak zastosowaé tych wynikéw w naszych badaniach ze wzgledu na duze ograniczenia na
tempo zaniku intensywno$ci skokéw rozwazanych tam proceséw.

Dowéd Twierdzenia 20 odwoluje sie¢ bezpoérednio do Lematu 23, podczas gdy dowody
Twierdzen 21 i 22 wymagaja pewnego przygotowania. Krokiem posrednim sg tu odpowied-
nio [H3, Theorem 3.2] (dajace gérne oszacowanie funkeji (X, n)-harmonicznych w przypadku
(31)) oraz [H3, Theorem 3.3| (dajace gérne oszacowanie od razu dla funkeji zdefiniowane;
przez [H3, (3.13)] przy zalozeniu (32)-(33)). Dowdd ostatniego z tych twierdzen to druga
najbardziej techniczna cze$é omawianej pracy. Zastosowanie Lematu 23 (a doktadniej sub-
telna struktura funkcji po lewej stronie nieréwnoéci w warunku (38)) wymaga tu pewnej
" regularyzacji gesto$ci miary Lévy’ego.

Na. koniec tego rozdziatu wspomnijmy, e techniki dowodowe oparte na Lemacie 23 moga
by¢ takze zastosowane do uzyskiwania podobnych wynikéw dla klasy potencjatéw X (np.
Twierdzenia 7). Zostalo to przedyskutowane w [H3, Section 4.5].

V. Oszacowania jader ciepta

W tym rozdziale zaprezentujemy wyniki uzyskane w pracy [H2|. Sg to dokladne oszacowania
gestosci przejécia dla proceséw Lévy’ego z wiasnoécia bezposredniego skoku dla ograniczonego
horyzontu czasowego. Praca ta powstata jako druga w prezentowanym tu cyklu artykutéw.
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Nie dotyczy ona bezposrednio wlasnosci pélgrup Feynmana—Kaca, ale motywacje do uzyska-
nia tych wynikéw (a co wazne, takze nadzieja na ich uzyskanie) wypltynely wprost z pracy
[H1]. Wiasnoéé bezposredniego skoku okazala sig zalozeniem strukturalnym w [H1] i nasze
dalsze badania péigrup Feynmana~Kaca wymagaly pewnej ogdlnej systematycznej wiedzy o
wlasnoéciach takich proceséw. Dla przykiadu, wyniki z pracy [H2] byly wazne dla naszych
rozwazail w [H3], szczegélnie w przypadku miar Lévy’ego, ktére majg skonczony drugi mo-
ment. Umozliwiajg one sprawdzenie, ze zalozenie (Al) oraz pewna dodatkowa informacja
o zachowaniu profilu g blisko 0 implikujg pozostale zatozenia (A2)-(A3) oraz warunki (28),
(33), nawet w przypadku, gdy proces jest nicizotropowy [H3, Proposition 3.2).

W pracy [H2] zajmujemy sie nieco inng klasa proceséw Lévy’ego niz w [H1], [H3] i [H4]:
zakladamy, ze A=01ib € R? jest dowolnym wektorem. Oznacza to, ze wykladnik Lévy’ego-
Chinczyna procesu {X;}i>o0 przyjmuje postaé (por. (1))

P(€) = —i& b+ / (1= %Y it - ylpey(y)) v(dy), £e€R (39)

Zawsze zakladamy, ze v(R%) = co. Nasze najogdlniejsze oszacowanie dopuszcza sytuacje, gdy
miara Lévy’ego v nie jest symetryczna i absolutnie ciggla wzgledem miary Lebesgue’a. Jed-
nak najmocniejszy wynik charakteryzacyjny, ktéry zostanie zaprezentowany jako pierwszy,
wymaga, by v byla symetryczna i miata gestos¢.

Oznaczmy
U(r) =sup Ry(§), =>0.
lElsr
Zauwazmy, ze U jest funkcjg ciggla i niemalejaca. Ponadto, skoro v(R?) = oo, to

sup,so ¥Y(r) = oo. Dodatkowo, niech ¥~!(s) = sup{r > 0 : ¥(r) = s}, s > 0. Wygod-
nie jest takze przyjaé oznaczenia

1 b— fr5|y|<l yl/(dy) gdy r < 17
h(t) = T y b,,- = b : gdy .= 1, (40)
v (?) b+ ficy<ryv(dy) gdy r>1

oraz vy (z) = v(2)L{z)2r}, 7 > 0.
Ponigsze twierdzenie charakteryzuje pewien typ oszacowari jader p;(z) w przypadku, gdy
miara Lévy’ego jest symetryczna i absolutnie ciggla, a jej gestos¢ ma profil nierosnacy.

Twierdzenie 24 ([H2, Theorem 1]). Niech v(dz) = v(z)dz bedzie miarg Lévy’ego takg, Ze
V(R%) = oo, v(y) = v(—y) oraz v(z) < f(|z|), = € R?\ {0}, dla pewnej nierosngcej funkcji
f: (0,00) = (0,00). Zaldzmy ponadto, ze b € RY. Wowczas nastepujgce warunki (1) i (2)
8¢ réWNnowWazne. '

(1) Istnieje ro > 0 oraz stale C, C' > 0 takie, ze

() v % 12y (2) < Cw(2), Jo] 2 2o,
(b) T(1/|z|) < Clz|iv(z), 0 < |z| < 2ro.

(2) Istnieje to, 0 > 0 oraz state Cy — Cy, takie, ze dla wszystkich t € (0,t,] mamy
CLIA®)]) ™ < py(z 4 th) < Ca [R()] 7%, t € (0,t0], |z| < Oh(2),
oraz

Cotv(z) < plx+th) < Cytrv(z), te(0,t], |z|>8h(t).
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Powyzszy wynik daje doktadne dwustronne oszacowania dla matych czaséw w szerokiej pod-
klasie pétgrup proceséw Lévy’ego z wlasnoscig bezposdredniego skoku, ktérymi zajmowalismy
sie¢ w pozostatych pracach [H1|, [H3] oraz [H4] z omawianego tu cyklu artykutéw. Sg to w
szczegblnoei relatywistyczne i temperowane procesy stabilne [H2, Example 2|. Co wazne,
jest to takze wynik charakteryzacyjny, ktéry pokazuje, ze poza tg klasg procesow zachowanie
pi(z) jest inne [H2, Example 5].

Zaznaczmy, ze poszukiwanie dokladnych oszacowan i przyblizen asymptotycznych dla
jader ciepta nalezy obecnie do gléwnego nurtu badan nad wlasnoSciami operatoréw nielo-
kalnych i ich pétgrup ewolucyjnych (w ostatnich latach uzyskano bardzo wiele niezwykle
mocnych i uzytecznych oszacowan [12, 22, 43, 44, 45, 53]). Nasze rezultaty takze wpisuja
sie w ten trend. Co ciekawe, uzyskana przez nas charakteryzacja dotyczy takze proceséw,
ktérych miary Lévy’ego majg skoficzony drugi moment (oznacza to, ze |Ry(€)] < C|€)? dla
maltych £). Ten przypadek nie byt jak dotad dobrze zbadany. Dodajmy, ze doktadne osza-
cowania z pracy [H2] byly nam niezbedne do uzyskania jeszcze dokladniejszych wynikéw
asymptotycznych w pracy [P9], ktéra bedzie oméwiona ponizej. ‘

Zauwazmy, ze warunki (1.a) i (1.b) dotyczg roztacznych zakreséw z. Dowdd powyzszego
twierdzenia takze sktada si¢ z dwéch czeéci, odpowiednio dla matych i duzych |z| (por. [H2,
Theorems 2-3]). Naszym najwazniejszym wkiadem jest wykazanie, ze przy pewnej dodatko-
wej wiedzy o zachowaniu R w nieskoficzonoéci (odpowiedni warunek jest sformutowany w
postaci zalozenia (E) ponizej), jednostajna poréwnywalno$é p;(z + tb) < tv(z) dla matych
t i duzych z jest réwnowazna warunkowi (1.b), a wigc wlasnoéci bezposredniego skoku (por.
(Al.c)). Jest to treécia [H2, Theorem 3]. Zasadniczym krokiem jest tu dowdd, ze wiasnosé
bezposredniego skoku rzeczywiécie pocigga oszacowanie pi(z + tb) < Ctr(x) dla matych t i
duzych z. Uzyskaliémy znacznie ogdlniejsza wersje tego wyniku [H2, Theorem 4]. Dopusz-
cza ona niesymetryczne miary Lévy’ego, ktére moga by¢ nawet singularne wzgledem miary
Lebesgue’a. Sformutujemy teraz zalozenia potrzebne do zaprezentowania tego twierdzenia,

(E) Istnieja C' > 0 oraz t, > 0 takie, ze

/m e ™I de < CIRE]™™ !, 1€ (0t

(D) Istnieje funkcja nierosnaca f : (0, 00) — (0, 00), liczba v € [0, d] oraz stata C' > 0 takie,
7€

v(A) < Cf(dist(4, 0))(diam(A))”,
dla kazdego zbioru borelowskiego A C R%, ktéry speknia dist(A4, 0) > 0.

Symbol diam(A) oznacza tu $rednice zbioru A, a dist(A,0) jego odleglosé od 0. Ostatnie
zatozenie uogélnia naturalnie wlasno$é bezpoéredniego skoku (Al.c) (zob. [H2, Lemma 3]).

(C) Istnieja state C,C' > 0 oraz ro > 0 takie, ze dla wszystkich |z| > 2ry i r € (0,70] mamy
/ Fly — 2l v(dy) < CUQA/T) f(ll) 1 f0) < QU
lz—y|>ro, [y|>r

dla f iy spelniajacych warunek dominacji (D).
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Twierdzenie 25 ([H2, Theorem 4|). Niech v bedzie miarg Lévy’ego takq, ze v(RY) = oo i
niech zatozenia (E), (D) oraz (C) bedg spetnione dla pewnego t,, majoranty f oraz vy i ro.
Wowczas istnieje stata C > 0 taka, zZe :

pe(T + thuy) < C't [h(t)]"’_‘if(|x|),v lz| > 47y, t € (0,9],
gdzie to :=1t, A —lI/(—ll/r—g)

Powyzsze twierdzenie moze by¢ zastosowane do wyznaczenia gérnego oszacowania dla pdlgrup
pochodzacych od tzw. produktowych oraz dyskretnych miar Lévy’ego [H2, Examples 2-3].

Dowé6d Twierdzenia 25 wykorzystuje pewns ogdlng metode, ktéra opiera sie na oszaco-
waniach pétgrup miar poissonowskich postaci

oo n 5Nk

_ . %
P = el Z »;L—F, t,r >0,
n=0 ' : )

gdzie 7, (dy) = 1pone:(y) v(dy) [H2, Lemma 4]. Podejécie to byto zastosowane we wczeéniej-
szych pracach Bogdana i Sztonyka [16] i Sztonyka [68]. W ogdlnosci rozwazane przez nas
miary Lévy’ego nie maja wlasnosci podwajania i uzyskanie doktadnych oszacowan wymagato
istotnych modyfikacji tej metody, w tym zlokalizowania miar na kulach o staltym promieniu.

Jednym z gtéwnych krokéw byto wyznaczenie doktadnych oszacowan dla splotéw obcie-
tych miar Lévy’ego, ktore sg nastepnie dziedziczone przez pdigrupy.

Lemat 26 ([H2, Lemma 2]). Niech v bedzie miarg Lévy’ego takg, se v(RY) = oo i niech
zatozenia (D) oraz (C) bedg spelnione dla pewnej majoranty f oraz liczb «y i ro.

(a) Istnieje stata C > 0 (zaleina od ry) taka, ze

/lm—y|>ro fly — 2))7™(dy) < (CU (1/r))" f(|z]), |z| > 3ro, 7€ (0,m0), n € IN.
| (41)

(b) Dla kazdego ograniczonego zbioru borelowskiego A C RY, dla ktérego dist(A,0) > 3ro,
mamy

7 (4) < G U1 f(dist(A,0)) (dism(A))T, re (O, neN,  (42)
z pewng staty C zaleing od rq oraz [diam(A)/ro].

Dokiadno$é powyzszych oszacowan goérnych jest przez nas rozumiana w ten sposéb, ze jesli
zalozenia (C) i (D) sa spelnione z profilem f, to odpowiednie ograniczenia sg dziedziczone
przez sploty miar Lévy’ego z tym samym profilem f, a nie tylko z pewng jego dylatacja.

W dowodzie Twierdzenia 25 wazne sg tez obserwacje z [H2, Lemma 1], ktére wynikaja
bezposrednio z zatozenia (C).

Dowéd Lematu 26 jest indukeyjny. Wiasnoéé (a) jest naturalnym uogélnieniem warunku
(C) i wynika z faktu, ze pierwsza nieréwnoé¢ z tego warunku moze by¢ efektywnie iterowana
przy pomocy (D). Wilasnoéé (b) jest natomiast uogélnieniem warunku (D) do dowolnego
splotu. Argument jest tu bardziej subtelny i polega na sprawdzeniu kroku indukcyjnego
dla dist(A, 0) > 3ry — ro/2" zamiast dist(A4,0) > 3ry. Wykorzystuje on uzyskana wczesniej
wlasnosé (a). Lemat 26 uogélnia wiec pare naszych kluczowych zalozen (C) i (D) na dowolne
sploty.
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5. Omoéwienie pozostatych osiggnieé¢ naukowo-badawczych

Poza czterema pracami, stanowigcymi jednotematyczny cykl publikacji, po uzyskaniu stopnia
doktora opublikowalem jeszcze dziesie¢ artykuléw, jeden jest aktualnie w druku, a kolejne
dwa zostaly wystane do redakeji. Lacznie jestem autorem lub wspétautorem 21 artykutéw.
Liczba cytowain, wedlug bazy Web of Science (na dzien 03.01.2019), jest réwna 91 (62 bez
autocytowan) za$ h-indeks (indeks Hirscha) wynosi 6. Sumaryczny impact factor czasopism
dla czterech. publikacji wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego, wedtug listy Journal Ci-
tation Reports wynosi 4,022, a sumaryczny impact factor czasopism dla wszystkich publikacji
wynosi 18,577, zob. Tablice 1.

Tablica 1: Impact factor czasopism wedtug listy Journal Citation Report zgodnie z rokiem
opublikowania (lub z roku 2017 dla publikacji z 2018 roku).

praca czasopismo data publikacji impact factor
[H1]  Annals Probab. 2015 1,734
[H2]  J. Anal. Math. 2017 0,592
[H3]  Potential Anal. 2017 0,852
[H4]  J. Spectr. Th. 2018 0,844
[P1]  J. Evol. Eq. 2013 0,643
[P2]  Rev. Math. Phys. 2013 1,448
[P3] CAIM 2014 -
[P4]  Stoch. Proc. Appl. 2015 1,193
[P5]  J. Math. Anal. Appl. 2015 1,014
[P6]  Phys. Rev. E 2017 2,284
[P7]  J. Math. Anal. Appl. 2016 1,064
[P8]  Stoch. Proc. Appl. 2018 1,051
[P9]  Trans. Amer. Math. Soc. 2018 1,496
[P10] Potential Anal. 2018 0,852
[P11] Commun. Contemp. Math. 2018 1,155 2
[D1]  Stoch. Proc. Appl. 2012 0,953
[D2]  Studia Math. 2012 0,549
[D3]  Potential Anal. 2010 - 0,853
[M1]  Prob. Math. Stat. 2010 -
Suma; 18,577

Lista pozostatych prac po uzyskaniu stopnia doktora:

[P1] K. Kaleta, P. Sztonyk, Upper estimates of transition densities for stable dominated
semigroups, Journal of Evolution Equations 13 (3), 633-650 (2013)

[P2] K. Kaleta, M. Kwaénicki, J. Malecki, One-dimensional quasi-relativistic particle in the
boz, Reviews in Mathematical Physics 25 (8), 1350014 (2013)

[P3] J. Lérinczi, K. Kaleta, S.0. Durugo,‘ Spectral and analytic properties of non-local
Schridinger operators and related jump processes, Communications in Applied and In-
dustrial Mathematics 6 (2), 534 (2014)

2praca [P11] zostata prayjeta do druku w listopadzie 2018
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[P4] K. Kaleta, K. Pietruska-Patuba, Integrated density of states for Poisson-Schrédinger
perturbations of subordinate Brownian motions on the Sierpiriski gasket, Stochastic
Processes and their Applications 125 (4), 1244-1281 (2015)

[P5] K. Kaleta, P. Sztonyk, Estimates of transition densities and their derivatives for jump
Lévy processes, Journal of Mathematical Analysis and Applications 431 (1), 260-282
-~ (2015) |

[P6] K. Kaleta, J. Lérinczi, Transition in the decay rates of stationary distributions of Lévy
motion in an energy landscape, Physical Review E 93, 022135 (2016)

[P7] K. Kaleta, M. Kwasnicki, J. Malecki, Asymptotic estimate of eigenvalues of pseudo-
differential operators in an interval, Journal of Mathematical Analysis and Applications
439 (2), 896-924 (2016)

[P8] K. Kaleta, K. Pietruska-Patuba, Lifschitz singularity for subordinate Brownian motions
in presence of the Poissonian potential on the Sierpinski gasket, Stochastic Processes
and their Applications 128 (11), 3897-3939 (2018)

[P9] K. Kaleta, P. Sztonyk, Spatial asymptotics at infinity for heat kernels of pseudo-
differential operators, Transactions of the American Mathematical Society, published
online, https://doi.org/10.1090/tran/7538

[P10] K. Kaleta, K. Pietruska-Patuba, The quenched asymptotics for nonlocal Schrédin-
ger operators with Poissonian potentials, Potential Analysis, published online,
https://doi.org/10.1007/s11118-018-9747-x

[P11] K. Kaleta, J. Lérinczi, Typical long time behaviour of ground state transformed jump
processes, Communications in Contemporary Mathematics, w druku (2018), tekst do-
stepny na arXiv:1806.10657

[Prel] K. Kaleta, J. Lérinczi, Zero-energy bound state decay for nonlocal Schrédinger opera-
tors, 1-35, wystana (2018), tekst dostepny na arXiv:1804.04245

[Pre2] K. Kaleta, M. Olszewski, K. Pietruska-Patuba, Reflected Brownian motion on simple
nested fractals, 1-37, wystana (2018), tekst dostepny na arXiv:1804.04228

Méj dorobek naukowy dopeiniajg jeszcze cztery publikacje (trzy pierwsze weszty w skiad
rozprawy doktorskiej, a ostatnia powstata na podstawie pracy magisterskiej). Te prace nie
beds oméwione ponizej.

[D1] K. Kaleta, J. Lérinczi, Fractional P(¢),-processes and Gibbs measures, Stochastic Pro-
cesses and their Applications 122 (10), 3580-3617 (2012)

[D2] K. Kaleta, Spectral gap lower bound for the one-dimensional fractional Schrédinger
operator in the interval, Studia Mathematica 209, 267-287 (2012)

[D3] K. Kaleta, T. Kulczycki, Intrinsic ultracontractivity for Schrédinger operators based on
fractional Laplacians, Potential Analysis 33 (4), 313-339 (2010)

[M1] K. Kaleta, M. Kwaénicki, Boundary Harnack inequality for a-harmonic functions on
the Sierpiriski triangle, Probability and Mathematical Statistics 30 (2), 353-368 (2010)

Przedstawie teraz wyniki uzyskane w pracach [P1]-[P11] oraz [Prel]-[Pre2].
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Asymptotyka przestrzenna jader ciepta w nieskonczono$ci

W pracy [P9] zbadaliémy asymptotyke przestrzenng w nieskoficzonosci jader ciepta dla szero-
kiej podklasy nielokalnych operatoréw pseudorézniczkowych L postaci (3). Dokladniej, po-
daliémy warunki dostateczne, przy ktérych mozna wyznaczyé granice ilorazéw %, teT,
9 € E, y € R? gdzie v jest gestoéciag miary Lévy’ego, T' C (0, 00) jest zbiorem ograniczonym,
a E jest podzbiorem sfery jednostkowej $%~!, d > 1. Ponizej przez T'g := {y:y/|y| € E}
oznaczaé bedziemy stozek uogélniony wyznaczony przez zbiér E C $¢. Zakladamy, Ze
A=01lubinfig=1 - AE > 0, a v(dz) = v(z)dz i istnieje nierosnacy profil f, ktéry dominuje
gestos¢ v(x) (f musi by¢ dostatecznie dobrze dopasowany do v w otoczeniu zera) i spelnia
warunek:

Jrs=vi>r f(lz = y1) £ (lyl)dy
K(r) := sup —¥2" _ N 0, gdy r — oo. (43)

Dodatkowo zakladamy, ze istnieje niepusty i ograniczony zbiét T' C (0,00) i stata C' > 0
takie, ze

1 d+1
/}Rd e IORO-640) )¢\ 4 < © (\11‘1 (2» ", ter

gdzie U(r) = supjg<, R(Y(E) — € - AE) oraz U~1(s) = sup{r > 0: ¥(r) = s}, dlar,s > 0.
Wéwezas nasze gtéwne twierdzenie [P9, Theorem 1] orzeka, ze jeéli dla pewnych E C $¢°!
oraz k > 0

lim w =0 4y cRY HcE, (44)

oraz infgzer, % > 0, to dla wszystkich t € T, § € E oraz y € R* mamy tez

. p(rf0—y) 1 gdy k=0,
,.11{{.10 tv(rg) { et +a0Y)  gdy k>0, (45)
gdzie o
PE) =—€-b—¢&- AL+ (1- e + & ylpen () v(v) dy.

R4\{0}

jest wykladnikiem Laplace’a procesu Lévy’ego generowanego przez L (gdy & > 0, to warunki
(43) i (44) implikuja, ze ¥(£) jest dobrze okreslona dla ¢ = 6 [P9, Lemma 2]). Gdy granica
w (44) jest jednostajna w (8,y) € E x D, dla kazdego zbioru zwartego D C R?, to (45)
jest takze jednostajna w (t,6,y) € T x E x B(0, ), dla ¢ > 0. Jako wniosek uzyskujemy
dokladne dwustronne oszacowania jader p; w stozkach I'g, z dala od 0 [P9, Corollary 2].
Podobne wyniki zachodza dla gestoéci absolutnie ciagtych komponent ztozonych proceséw
Poissona [P9, Theorem 2, Corollary 2].

Nasza metoda jest nowa i opiera si¢ na zastosowaniu funkcji K(r), ktéra zostata wpro-
wadzona w pracy [H3] (przyp. definicje (34) powyzej). Warunek (43) uzwarca zbieznoéé w
naszych dowodach. Znane dotychczas metody nie pozwalaly uzyskiwaé takich wynikéw dla
miar Lévy’ego zlokalizowanych wykltadniczo w nieskoficzonosci. Nasze podejécie pozwala po-
liczy¢ granice (45) np. dla relatywistycznych pétgrup stabilnych (zob. dyskusje przykiadéw
w [P9, Section 6]).
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Procesy stochastyczne na fraktalach i w oSrodkach losowych

W cyklu prac [P4] i [P8] zbadaliémy pewne wlasnosci spektralne uogélnionych losowych ope-
ratoréw Schrodingera H,,, ktére odpowiadaja subordynowanym ruchom Browna (zaréwno
dyfuzyjnym jak i skokowym) ewoluujagcym w érodowisku losowym pochodzgcym od punk-
towego procesu Poissona na tréjkacie Sierpinskiego §. -Dokladniej, operator H, jest ge-
neratorem pélgrupy Feynmana-Kaca takiego procesu z niezaleznym potencjalem losowym
V(z,w) = [sW(z,y)u’(dy), gdzie W jest dwuargumentowym profilem nieujemnym na § x g,
a p¥(dy) jest losows miarg Poissona na G o intensywnoéci vm(dz), v > 0 (m oznacza tu
log 3/ log 2-wymiarows miare Hausdorffa na §).

W pracy [P4] wykazali$my istnienie tzw. catkowej gestosci stanéw (ang. integrated density
of states; w skrécie IDS) operatora H,, dla do$¢ ogdlnej klasy subordynowanych dyfuzji [P4,
Assumption 2.1 i Example 2.1] i wprowadzonej przez nas rodziny profiléw dwuargumento-
wych W [P4, (W1)-(W3) na s. 1262 oraz Section 4], ktéra zawiera funkcje singularne i o
nieograniczonym noéniku (tak ogélne potencjaty nie byly dotychczas rozwazane na fraktalach
nawet w przypadku dyfuzyjnym). Gesto$¢ standéw [ uzyskaliémy jako wspd6lng, nielosows gra-
nice empirycznych miar losowych niesionych przez spektra generatoréw proceséw zabijanych
oraz odbijanych na coraz wigkszych komérkach fraktalnych G, G, n — oo [P4, Theorems
3.1-3.2]. Zabijanie oraz odbijanie procesu odpowiada naktadaniu warunkéw typu Dirichleta
i Neumanna dla operatoréw.

W pracy [P8], przy nieco bardziej restrykcyjnych, ale do§é naturalnych zalozeniach na
proces (a dokladniej, na subordynator; zob. (L1) na s. 3906 oraz (U1)-(U3) na s. 3913),
zbadaliémy zachowanie asymptotyczne IDS w prawostronnym otoczeniu 0 = infspec H,.
Wykazali$my, ze dystrybuanta tej miary ma osobliwosé typu Lifschitza, tzn. —logl([0, A]) ~
A™7 dla pewnego v > 0, gdy A — 0% [P8, Theorems 3.3 i 4.4]. Jako produkt uboczny,
uzyskaliémy takze oszacowania dla funkcjonaléw Feynmana—Kaca, uérednionych wzgledem
procesu i ofrodka dla duzych czaséw. Obiekty te moga by¢ interpretowane jako (Srednie
wzgledem ofrodka) prawdopodobiefistwa przezycia proceséw, ktérych trajektorie zabijane sg
przez potencjaly losowe do chwili t. Zidentyfikowane przez nas zachowania asymptotyczne
zalezg od tempa zaniku W (z,y), gdy |z —y| — o0, oraz wlasnoéci dystrybucyjnych dalekiego
zasiggu procesu (opisanych formalnie przez zachowanie asymptotyczne wykladnika Laplace’a
subordynatora w otoczeniu zera). Podkre§lmy, ze nasze wyniki identyfikuja pewne istotne
przejécie jakosciowe we wlasnosciach asymptotycznych IDS oraz usrednionych funkcjonatéw,
ktére obrazuja ktéry z tych dwdch czynnikéw ma decydujacy wpltyw na te wlasnosci.

Kluczowym narzedziem wykorzystywanym przez nas w obydwu omawianych pracach sg
tzw. procesy odbijane w komérkach G,, n > 1. W przypadku dyfuzyjnym taki proces zostat
skonstruowany w pracy [56], poprzez projekcje ruchu Browna z nieograniczonego tréjkata §
na §,. W przypadku skokowym taki proces uzyskujemy bardzo naturalnie przez subordyna-
cje odbijanej dyfuzji na G,. Dzieki tej szczegdlnej konstrukeji, mozliwe byto zidentyfikowanie
relacji pomiedzy procesami odbijanymi na kolejnych poziomach G, i G,,41, co pozwolito uzy-
ska¢ monotoniczno$¢ dla uérednionych funkcjonatéw Feynmana-Kaca proceséw odbijanych
w komérkach G, z potencjatami speriodyzowanymi wzgledem oérodka (tzw. periodyzacja w
sensie Sznitmana) (zob. [P4, nieréwno$é (3.8)]). Byt to kluczowy krok w dowodzie istnienia
IDS (zbiezno$é¢ transformat Laplace’a w [P4, Theorems 3.1]) oraz w dowodzie oszacowai
gérnych ([P8, Lemma 4.4] i jego dalsze zastosowania). Innym waznym argumentem jest
udowodniona przez nas abstrakeyjna wersja twierdzenia A. S. Sznitmana, ktéra pozwala
oszacowaé warto$¢ wlasng stanu postawowego operatora Schrodingera przez wartoéé wiasnag,
stanu podstawowego pewnego operatora z warunkiem Dirichleta [P8, Theorem A.1].
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Opisane powyzej wyniki i metody bardzo mocno zalezg od specyficznej geometrii tréjkata
Sierpinskiego (np. istnienie odpowiedniego ciagu proceséw odbijanych). Chcemy jednak uzy-
skaé ich odpowiedniki dla bardziej skomplikowanych geometrycznie przestrzeni fraktalnych.
W pracy [Pre2] opisaliémy bardzo ogdlng klase fraktali zagniezdzonych (ang. nested fractals),
dla ktérej istnieje naturalna projekcja, ktéra pozwala skonstruowaé pozadany cigg proceséw
na komérkach rzedu n [Pre2, Definitions 3.1-3.3 oraz Theorems 4.1-4.2].

Nielokalny Paraboliczny Model Andersona (PAM)

W pracy [P10] zajmowali$my sie symetrycznymi, mocno fellerowskimi procesami Lévy’ego ze
skokami {X;};>¢ ewoluujacymi w ogrodku losowym w R® indukowanym przez (niezalezny od
procesu) potencjat losowy typu poissonowskiego postaci V¥(z) = [ga W(z — y)u®(dy), gdzie
W jest profilem nieujemnym na R%, a u“(dy) jest losowa miarg Poissona o intensywnosci pdz,
z parametrem p > 0. W ogélnoéci nie wymagaliémy absolutnej ciggloéci miary Lévy’ego, ale
zawsze zakladaliémy, ze symbol 9 spetnia e %0 ¢ L'(RR¢) dla pewnego t; > 0, co daje
duzg regularnosé gestosci pi(z) dla duzych czaséw. Nasze gléwne wyniki to oszacowania
agymptotyczne dla zmiennej losowej ‘

u(t,z) = E, {e" Jo VW(X'”)ds} , . (46)

gdy t — o0, prawie na pewno wzgledem w, tj. wzgledem osrodka losowego (ang. quenched
behaviour). Asymptotyka zmiennej u*(¢,z) po udrednieniu wzgledem oérodka (ang. anne-
aled) dla proceséw Lévy’ego ze skokami zostata zbadana w duzej ogdlnoécei przez Donskera
i Varadhana oraz Okure. Asymptotytka prawie pewna, ktorg zajeliémy sie w omawianej
pracy, byla otwartym problemem przez prawie 40 lat (nawet w przypadku skokowego izo-
tropowego procesu stabilnego). Zaznaczmy, ze wielko$¢ u“(t, z) jest prawdopodobienstwem
przezycia do chwili ¢ procesu startujacego z x, ktérego trajektorie sg zabijane z intensywnoscig
zdeterminowang przez potencjal V¥, Jest ona rozwigzaniem probabilistycznym zagadnienia
parabolicznego Oyu = —H,u, u(0,z) = 1, gdzie H, := —L + V* jest nielokalnym losowym
operatorem Schrédingera opartym na generatorze L procesu {X;}i>o.

Nasze pierwsze gtéwne wyniki to [P10, Theorems 3.1 i 4.1], ktére dajg dosé ogdlne osza-
cowania gérne i dolne. Pierwszy z tych wynikéw wymaga pewnej informacji o tempie zaniku
ogondéw rozktadu zmiennych X; i o zachowaniu asymptotycznym IDS operatora H,. Dru-
gie twierdzenie wymaga pewnej informacji o zachowaniu wartoSci wlasnej stanu podstawo-
wego dla procesu zabijanego w duzych kulach oraz zatozenia, ze noénik W jest ograniczony.
W [P10, Section 5] najpierw udawadniamy szereg wynikéw pomocniczych, ktére pozwalaja
sprawdza¢ ogblne zalozenia z poprzednich twierdzeh dla pewnej szerokiej klasy proceséw,
a nastepnie wykorzystujemy te rezultaty do wyznaczenia profili asymptotycznych n(t) oraz
jawnych statych Cy, Cy > 0, ktére spetniajg,

1 Wit x) 1 Wit
0y < liminf LB G2 g 0BE(G2)

< —C.
oo 7(t) oo () T 7

prawie na pewno wzgledem w, dla dowolnego ustalonego € R%. Wyniki te zilustrowali$my
dla klasy izotropowych proceséw unimodalnych w [P10, Table 1]. Na uwage zastuguje fakt, ze
udato nam sie zidentyfikowaé dwa przejsicia jakosciowe tempa wzrostu funkeji n, ktore zalezg
od tempa zaniku intensywnoéci dalekich skokéw procesu (zob. bardziej szczegblows dyskusje
[P10, s. 6]). W szczegblnoéei, gdy tempo zaniku tej intensywnosci jest rzedu co najmnie;
e_“"x'ﬂ, ¢, B > 0 (np. relatywistyczne procesy stabilne), to C) = Cy, tzn. policzylidmy granice
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lim; oo l°g’;?t()t’z), prawie na pewno wzgledem w. Profil 7(¢) jest w tym przypadku taki sam,

jak dla ruchu Browna. Co ciekawe, nie jest to prawda dla dowolnych miar Lévy’ego, ktoére
maja skoficzony drugi moment.

Procesy skokowe warunkowane przez stan podstawowy

W pracy [P11] badaliémy zachowanie asymptotyczne proceséw warunkowanych przez stan
podstawowy (zwigzanych z nielokalnymi operatorami Schrédingera H = —L + V), startu-
jacych ze swoich rozkladéw stacjonarnych p(dz) = 3(z)dz. Analogiczny problem zostal
zbadany przez Rosena i Simona w jednym wymiarze dla klasycznego operatora Schrodingera
—A+V w przypadku, gdy potencjat V jest wielomianem parzystego stopnia [59]. Ze wzgledu
na ograniczenia natury technicznej nasze rozwazania ograniczaja do analizy fluktuacji §la-
déw trajektorii dla czaséw naturalnych. Pierwsze wyniki to oszacowanie rzedu fluktuacji
(twierdzenie typu LIL) [P11, Corollary 3.1] (wynikajace bezpoérednio z odpowiedniego testu
catkowego typu Kotmogorowa [P11, Theorem 3.1]) uzyskane w doéé duzej ogélnoéci (jedy-
nym warunkiem jest tu istnienie niezdegenerowanego stanu podstawowego, ktéry gwarantuje
istnienie procesu warunkowanego). Drugim wynikiem jest ogélna regula poréwnawcza w
[P11, Theorem 3.2]. Dalsze rozdzialy, [P11, Sections 4.2-4.3 i 4.4], zawierajg bardziej szcze-
gotowe wersje tych wynikéw, wyspecjalizowane do analizy przypadkéw proceséw z wiasnosciag,
bezposredniego skoku z potencjalami V € K oraz V € X%. Kluczowe znaczenie majg tu
nasze oszacowania funkeji wlasnej stanu podstawowego z prac [H1] i [H3], kt6ére pozwalajg na
uchwycenie bezposredniej zaleznosci profiléw asymptotycznych od potencjatu i intensywnoSci
skokéw wyjsciowego procesu Lévy’ego.

Praca [P6], opublikowana w czasopiémie fizycznym, zawiera szerszg dyskusje naszych wy-
nikéw dotyczacych lokalizacji stanéw podstawowych dla nielokalnych operatoréw Schrédin-
gera w odniesieniu do proceséw warunkowanych. Celem tej pracy bylo zakomunikowanie
i rozpowszechnienie tych rezultatéw wéréd specjalistéw pracujacych w obrebie fizyki staty-
stycznej.

Stany o zerowej energii i zero-rezonanse operatoréw Schrodingera

W pracy [Prel] rozwazaliémy problem podobny do tego w [H3], ale w sytuacji krytycznej,
tzn. gdy warto$é wlasna A = 0. Dokladniej, zbadaliémy wlasno$ci lokalizacyjne (oszacowanie
tempa zaniku w nieskoficzonoéci) rozwigzan réwnania Hy = 0, dla nielokalnych operato-
réow Schrodingera H = —L + V, gdzie L jest generatorem symetrycznego procesu Lévy’ego
spelniajacego zalozenia (A1)-(A3), a V € X%. Z powodu ograniczen natury technicznej mu-
sieliémy tez zakladaé, ze gestosé miary Lévy’ego ma wlasnoéé podwajania. Gdy ¢ € L%(R?),
to ¢ jest funkcjg wlasng operatora H odpowiadajace zerowej wartosci wtasnej. Poniewaz 0
lezy na brzegu spectrum istotnego H, nie jest to juz izolowana warto$¢ wtasna. Istniejg tez
rozwigzania o ¢ L?2(RY) takie, ze p € LP(RY), dla pewnego p > 2, ktére nazywane sa zero-
rezonansami (ang. zero-resonances). Kluczowym argumentem jest tu jeszcze bardziej sub-
telna wersja Lematu 23, ktéra pozwala uzyskiwaé oszacowania funkcji (X, V)-harmonicznych,
uwzgledniajac tempo zaniku samego potencjatu V' w nieskoficzonoéci. W [Prel, Section 3]
udowodniliémy pewne, dostatecznie doktadne gérne i dolne oszacowania samopoprawiajace,
ktére dopasowane sa do oszacowan poczatkowych funkeji (X, V)-harmonicznych otrzymanych
we wspomnianym lemacie. Pozwolito nam to uzyskaé oszacowania gérne dla |p| (oraz dolne
w przypadku, gdy ¢ > 0), ktére w niektérych przypadkach sg dokladne. Odnotowaliémy
tez dwa przejScia jakoSciowe tempa zaniku || w nieskoriczonoéci, ktére zalezg od zachowa-
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nia funkeji U(1/|z|)/V (z) oraz catkowalnoéci ilorazu v(z)/V (z) w nieskoriczonodci (dyskusja
wraz z przykladami i interpretacja heurystyczng zostaly zawarte w [Prel, Section 6]).

Oszacowania poélgrup fellerowskich, w tym proceséw Lévy’ego

W pracy [P1] udowodniliémy oszacowanie gérne dla jader catkowych pétgrup fellerowskich,
ktére opisuja ewolucje niejednorodnych przestrzennie skokowych proceséw Markowa w R,
tzw. proceséw typu Lévy’ego [17]. Intensywnodci skokéw f(z,y) rozwazanych proceséw muszg,
spetniaé pewne warunki regularnosci (w tym mie¢ pewne wlasnosci symetrii). Najwazniejsze
z nich to istnienie dostatecznie gtadkiego profilu ¢ i statych M, ¢ > 0 takich, ze

f(a:,y) < MM x 7'£ Yy, oraz inf f(l‘,y)

, ——=dy > er™%, 1€ (0,1),
Ix _ yld+a z€RE J|z—y|>r ¢(I$ - y’) Y ( )

dla pewnego «a € (0,2). Zaktadamy, ze ¢ jest funkcja dostatecznie gtadka, stata w otoczeniu
zera i zanikajaca dostatecznie regularnie w nieskoficzonoéci. W szczegélnosci ¢(r)r~¢~* musi
spetniaé warunek splotowy jak w zatozeniu (Al.c). _

Gléwny wynik to nastepujace oszacowanie dla jader catkowych (gestoéci prawdopodo-
biefistw przejscia) rozwazanych pélgrup: istniejg stale Cy, Cy > 0 takie, ze

p(t,z,y) < C1e* min <t“d/°‘, %) , z,yeRY t>0.
Co ciekawe, rezultat ten pokrywa tez sytuacje, gdy ¢(r) jest rzedu e 77, dla pewnych
c > 01~ > 0 (np. niejednorodne przestrzennie procesy typu-relatywistycznego i tempe-
rowane). Dodajmy, ze przy naszych zalozeniach powyzsze ograniczenie jest doktadne dla
malych ¢ w tym sensie, ze funkcja wystepujaca po prawej stronie wyznacza ostre dwu-
stronne oszacowanie dla gestosci przejécia izotropowego procesu Lévy’ego o mierze Lévy’ego
v(dz) = Cé(|z|)|z|~¢~*dz, ktéry majoryzuje rozwazany proces Markowa.

Praca [P5] zawiera gérne i dolne oszacowania gestosci prawdopodobiefistw przejécia oraz
oszacowania gérne na ich pochodne wzgledem argumentu przestrzennego dla doéé szerokiej
klasy proceséw Lévy’ego ze skokami. Pierwszy wynik, [P5, Theorem 1], daje oszacowanie
gbrne przy pewnych zalozeniach na wyktadnik Lévy’ego-Chinczyna oraz na miare Lévy’ego.
Rezultat ten mozna zastosowaé dla szerszej klasy proceséw, niz omawiane powyzej wyniki z
pracy [H2], ale daje on na ogét istotnie mniej doktadne oszacowania. Drugie twierdzenie, [P5,
Theorem 2], daje oszacowania dolne dla gestosci procesu przy znajomosci dolnego oszacowania
jego miary Lévy’ego na kulach. Co wazne, wynik ten ma charakter lokalny. Oszacowania
gérne dla pochodnych gestosci przejécia zostalty uzyskane w [P5, Theorem 3.

Asymptotyka Weyla dla operatoréw nielokalnych

Praca [P2] dotyczy pewnych subtelnych wlasnosci hamiltonianu opisujacego energie jedno-
wymiarowej czastki quasi-relatywistycznej w nieskoniczonej studni potencjatu. Podstawowym
celem badan byt opis struktury spektrum operatora (—h2c?d?/dz? + m?c*)/? 7 warunkami
Dirichleta polozonymi poza ustalonym przedzialem prostej rzeczywistej (tzw. zewnetrzne
warunki Dirichleta). Symbol ¢ oznacza tu predkoéé wiatla, m — masg czastki, a i jest zredu-
kowang stata Plancka. Uzyskane wyniki to wzory asymptotyczne typu Weyla dla kolejnych
wartoéci wlasnych A, tego operatora (z ktérych wynika jednokrotnodé wszystkich wartodci
wiasnych), gdy n — oo, a takze jednostajne oszacowania norm L™ i L? wszystkich funk-
c¢ji wlasnych zalezne od dlugosci przedziatu. W pracy [P7] wyniki te zostaly uogdlnione
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na przypadek operatoréw postaci ¢(—A), gdzie ¢ jest zupelnag funkcjs Bernsteina taka, ze
Ap(A) = 00, gdy A = co. Metody dowodowe w tych pracach opierajg sig na nowych tech-
nikach zaproponowanych przez Kwasnickiego [49], ktére polegaja na aproksymacji funkeji
wlasnych rozwazanych operatoréw przez uogéinione funkcje wlasne.
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