STRESZCZENIE ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
'TREES, IDEALS
AND CARDINAL INVARIANTS OF THE REALS’

ALEKSANDER CIESLAK

Celem zaprezentowanej pracy jest analiza wspdlezynnikéw kardyvnalnych powig-
zanych z wybranymi rodzajami drzew oraz definiowalnymi idcalami na zbiorach
przeliczalnych. Praca sklada si¢ z trzech gléwnych rozdzialéw. Plerwszy zawiera
liste typéw badanych drzew wraz z ich podstawowymi wlasnodciami, oraz kal-
kulacje wspdlczynnikéw kardvnalnych powigzanych z Borelowskimi idalami tych
drzew. Do badanych drzew naleza uogdlnicnia drzew Sacksa, Millera 1 Lavera, oraz
pseudo-drzewa. powigzane z idealemn domkuietych zbioréw miary zero. Rozdzial
drugi zawiera oszacowania wspolczyvnnikéw kardynanych idealdéw drzewiastych dla
wspowmnianych tvpdw drzew. Gléwny nacisk polozony jest na addvtywnosei, co-
veringi, kofinalnodci, 'incompatibility shrinking number’ oraz ’antichain number’.
Rozdzial trzeci zawiera analize wspdlczynikéw kardvnaluych powiazanveh z ide-
alami na zbiorach przeliczalnych. Gléwny nacisk polozony jest na w-wersje kla-
sychnveh spélczynnikéw, +-coveringl oraz wielkosci antylancuchéw algebry P(w)
modulo ideal. Przeanalizowany zostaje réwniez ideal splitujacy. Zaprezentowana
praca kontunuuje watki badane przez takich matematykdéw jak Brendle, Hrusdk,
Khomskii, Sabok. Spinas, Steprans, Rostanowski, Wohofsky czy Zapletal.

W rozdziale pierwszym wspomniane zostaja wszystkie podstawowe definicje po-
trzcbne w zaprezentowancj pracy. W szczegdlnoscl, przvpomnianc zostaja klasvezne
wspolezynniki kardynalne, systemy relacyjne, podstawowe pojecia zwiazane z ide-
alami na zbiorach przcliczalnych oraz podstawowce definicje dotyczace drzew czy
forsingu.

Rozdzial drugi zawicra podstawowc definicje dotyezace drzew i idcaléw drzewia-
stych. Dyvskutowane s3 nastepujace tvpy drzew:

— dwa typy drzew dodajace liczbe "bounded infinitely equal” - TEF oraz Sg,

— dwa typy drzew dodajace liczbe "infinitely equal” na przestrzeni Baire’a -
IE oraz FM,

— drzcwa Millera oraz Lavera splitujace pozytywnic wzgledem idcaldw T -
M oraz L g,

— drzewa “splitting tree” SP dodajace “splitting real’ oraz drzewa EDp doda-
jace 'bounded eventually different real’,

— schematy Hurewicz - pojecic pscudo-drzewa powiazanc 2 idcalem domknig-
tvch zhioréw miary zero.

Dla kazdego ze wspomnianych typdw drzew zaprezentowana zostaje fuzja, ciagle
czvtanie nazw, powiazana dychotomia oraz policzone zostaja wspélczynniki czesci
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Borelowskiej ideatu drzewiastego.

Rozdzial trzeci zawicra rozwazania dotyvezace wspélezynikéw kardynalnych ide-
aléw drzewiastych dla wspomnianych typow drzew. W sekeji pierwszej dowodzone
jest ze typ liczby dodawancj przez forcing drzewiasty implikujec ograniczenia gérne
na ‘covering number’ powiazanego idealu. Dowiedzione zostaje. ze typ drzew L
nigdy nic dodaje ‘random real’ oraz zc Lep,,, ma wlasnosci Lavera. Pokazujemy
rowniez, ze dla idealéw mizernych 7. zaréwno L 7 jak i M » dodaje ’groupwise dense
real’. Jako wnisek otrsymujemy ze dla takich idealéw niesprzeczna jest nieréwnoéé
cov(Z(T)) < add(M). W sekcji drugiej rezwazany jest ‘incompatibility shrinking
number’ is(T) . Wspélczynnik ten odgrywa istotna rola w badaniu addvtywnosci,
kofinalnoéci oraz "antichain nunber’. Dowodzimy, ze

— ¢s(T) = add(AM) dla typéw drzew dodajacy liczbge Cohena.

— is(T) 2 cov(M) dla drzew [Ef oraz Sg.,

— ¢s(T) z min{b, cov’ (7))} dla dizew M5 i L7,

~ 15(T) 2 min{b, cov{Zz(T))} dla drzew M.
Sckeja trzecia zawicra szereg oszacowan dolnych dla ’antichain numbers’ a(T) dla
rozwazanych typow drzew. W szezegblnodci dowodzimy, ze:

— cov(M) < a(Sp). a(lER).

- min{is*(ERr), cov(M)} < a(EDy),

- min{b, cov(Zp(M 7))} < a(M7)

- p < a(Pg).
W sekcji czwarte] rozwazane zostaja addytywnoscel ideatéw drzewiastvch. Wyniki
te] sekeji sa nogdlnieniamy znanych metod. Przy zalozenin cov{M) = ¢, dowodzimy
ogélne twicrdzenic moéwiace, Ze istnicnic projckeji drzew na system relacyiny R,
w naturalny sposob daje oszacowanie gérne add(Z(T)) postaci b, (R). Nastepnie
dowodzimy, Zc:

- IEr i Sp maja b-projekcje oraz s-projekcie,

- M7 i L7 maja b-projekcje,

— M_; ma s-projekcje,
W sekeji piatej dowodzimy wiecej oszacowan na addytywnosé idealéw drzewiastych.
Rezultaty tej sekeji stanowia nogdélnienia klasyeznveh dowodéw dla drzew Sacka,
Millera oraz Lavera. Wpierw dowodzimy, ze nieréwnosé t < add(L ) zachodzi dla
idealow F,. Pokazujemy, ze ‘nigdzie-dystrvbutywnosé’ drzew T daje naturalne osza-

T

cowanie gérne dla add(Z(T)), a nastepnie dowodzimy, 7e:

— [Ef oraz Sp sg b-nigdzie-dystrybutvwne,

— M7 oraz L7 sa hy-nigdzie-dystrybutywne dla mizernych idealéw posiada-

jacych drzewo bazowe.

Uzywajac tych rezultatéw dowodzimy niesprzecznosé add(Z(T)) < cov(Z(T)). W
ostatniej, széste] sekeji analizowane sa kofinalnosci idealéw drzewiastych przy urzy-
ciu metod wypracowanych w pracy autoréw Brendle Khoiwnskii. Wohiofsky, W szcze-
gélnoSci dowodzimy, ze typ drzew L 7, gdzie 7 jest nigdzie-maksymalnym P-ideatemn,
ma wiasnos¢ ‘constant or 1-1 property’, by jako wniosek otrzvmaé nieréwnosé
cof(Z(L 7)) > c.

Rozdzial czwarty zawiera rozwazania dotyczace wspotezynnikéw kardynalnych
definiowalnych idealdéw na zbiorach przeliczalnych. W sekcji pierwszej gromadzimy
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wszystkie klasvezne idealy rozwazane w tej pracy. Glownie s3 to idealy Borelowskie.
analitvezne P-idealy oraz idealy typn F,. W tej sekcji wyliczone zostaja w-wersje
klasycznych wspélezynnikéw tych idcaléw. W sckeji drugicj oraz trzecicj rozwaza-
ne sg dwa szczeglne idealy, “splitting ideal’ oraz ’infinitely equal’ ideat. Wyliczone
zostaja ich wspéiczynniki kardynalne oraz ich pozycja w porzadku Katctova. Jako
rezultat. otrzymujemy nowe ograniczenie gérne coveringu ideatu zhioréw asvmpto-
tycencj gestosei zero. W sckeji czwartej badany jest wspolezynnik covy oraz do-
wodzone sa kolejne rezultaty dotyczace coveringéw wvbranych idealtéw. W sekeji
piatej podane zostaje oszacowanie dolne dla wspéiczynnika “antichain number’ al-
gebry P(w)/J. Jako wuiosek otrzymujemy wzmocuienie oszacowania Steprans’a na
‘antichain number’ idealu nwd.

Giéwny wkiad tej pracy stanowi:

¢ wyizolowanie oraz analiza wspélczyunika kardynaluego ‘incompat ibility shrin-
king number’. ktérego wyliczenie daje czesciowe rozwiazanie problemu po-
stawionego przez badaczy Brendle, Khomskii and Wohofsky,

e kalkulacja wspélezynnikéw Borelowskiej czesci idealéw drzewiastych drzew
M7 oraz L7,

* analiza wspélczynnikéw kardynalnych idealéw drzewiastych,

® wyliczenie w-wersji klasycznych wspélezynikéw idealéw na zbiorach przeli-
czalnych,

® oszacowanie dolne dla 'antichain number’ algebry P(w)/J dla szerokiej
klasy idealéw definiowalnych. W szezegélnosci dowodzimy, ze a(nwd) >
add(M) co wzmacnia oszacowanie podane przes Stepréans inna metoda niz
ta opracowana przez Cancino Manriquez’a,

e analiza idealu ’splitting ideal’, ktéra prowadzi do nowego oszacowania gor-
nego coveringu ideatu zbiorow asymptotyezne] gestodei zero.






