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The Hardy-Stein identity captures the disintegration of the energy of a function from the
IP-space. By energy, we mean the p-norm of a function. Originally, the Hardy—Stein identity
was derived by Stein in his book [6, pp. 86-88] for the Laplace operator, employing the chain
rule for that operator. The study of a non-local instance of the Hardy—Stein identity is quite
new. We may refer to Bafuelos, Bogdan, and Luks in [1] for the identity for Lévy-type operators
on a Euclidean space. The Hardy—Stein identity can be investigated using both analytical and
probabilistic approaches. The authors of [1] utilized the former. For the probabilistic approach,
we may refer to Bafiuelos and Kim [2], where It&’s formula was employed.

The author employs the theory of regular Dirichlet forms to generalize the previous results.
A regular Dirichlet form is a closed, non-negative, symmetric, Markovian bilinear form &(u,v),
with domain D(£) dense in L2-space, which possesses a core. The class of regular Dirichlet forms
is in a one-to-one correspondence with a specific class of symmetric Markov processes known as
symmetric Hunt processes.

One of the main results from the theory of Dirichlet forms is the Beurling-Deny formula,
which provides the unique decomposition of a regular Dirichlet form £ into three parts: the
strongly local part £(9, the jumping part with the jumping measure J, and the killing part with
the killing measure k. These parts respectively describe the diffusive, jumping, and the killing
behavior of the Hunt process associated with £. This formula reads
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for all continuous (in general quasi-continuous) functions u and v from the domain D().

In the present dissertation, the Sobolev—Bregman form (or shortly p-form) is employed as an
extension of the Dirichlet form to L? for 1 < p < co. This notion has appeared in the literature
defined only for pure-jump Dirichlet forms; see [4, 3]. The author proposes a general definition
of the p-form using the approximation form of the Dirichlet form.

One of the main results of the dissertation is the Beurling—Deny formula for the Sobolev—Breg-
man form. The main advantage of this result is its validity for any regular Dirichlet form with-
out requiring additional assumptions. Utilizing this result, the following general Hardy—Stein
identity for all regular Dirichlet forms is proved:
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Here, the function F,(a,b) = |b|P — |a|P — pa®~ (b — a) is the so-called Bregman divergence,
where a{") = |a|” sgn(a) is the French power. The family (P;);>o of operators is the semigroup
associated with the Dirichlet form.

Another result of the dissertation is the proof of the polarized analog of the Hardy—Stein
identity for pure-jump Dirichlet forms. To achieve this, the author study the polarized version
of p-form.

1



2 AUTHOR: MICHAE GUTOWSKI

In the last chapter of the dissertation, the author follows [1, 5] and utilizes the obtained results
to derive LP-bounds of non-local Littlewood—Paley square functions. To adapt the approach
from the mentioned papers to a more general setting, the Revuz correspondence is utilized.
Additionally, the dissertation introduces new examples where Littlewood—Paley estimates do
not hold and identifies an irreparable error in the paper [5].
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Tozsamos¢ Hardy’ego—Steina odzwierciedla rozpraszanie sie energii danej funkcji w czasie.
Przez energie rozumiemy tutaj p-ta norme tej funkcji na przestrzeni LP. Oryginalnie, tozsamosé
Hardy’ego—Steina zostala udowodniona przez Steina w jego ksigzce [6, pp. 86-88] i dotyczyta
operatora Laplace’a. Do dowodu uzyto reguty taricuchowej dla laplasjanu. Badania nad przypad-
kiem nielokalnej tozsamosci Hardy ego—Steina sa stosunkowo nowe, a jako przykiad mozna tu
podaé prace Bafiuelosa, Bogdana i Luksa [1], gdzie wyprowadzono te tozsamosé dla operatoréw
Lévy’ego na przestrzeni euklidesowej. Badanie tozsamosci Hardy'ego—Steina moze przebiegaé
przy uzyciu metod zaréwno analitycznych jak i probabilistycznych. Autorzy [1] uzyli pierwszego
z nich. Jako przypadek uzycia w tym kontekscie metod probabilistycznych, mozemy wymienié
prace Bafiuelosa i Kima [2], gdzie dow6d opiera sie o wzér Ito.

Zeby uogélnié¢ uzyskane do tej pory wyniki, autor niniejszej rozprawy opar! sie na teorii form
Dirichleta. Przez regularng forme Dirichleta rozumiemy domknieta, nieujemna, symetryczna,
markowska oraz posiadajaca rdzeri forme dwuliniowa &(u, v) o dziedzinie D(£), ktéra jest gesta
w przestrzeni L2. Warto tutaj wspomnieé, ze istnieje bijekcja miedzy klasa regularnych form
Dirichleta a pewng klasg symetrycznych proceséw Markowa nazywang symetrycznymi procesami
Hunta.

Jednym z kluczowych twierdzen teorii form Dirichleta jest wzo6r Beurlinga—Deny, ktéry mowi,
ze kazda regularna forma Dirichleta ma jednoznaczny rozklad na trzy sktadniki: sktadnik silnie
lokalny, sktadnik skokowy z miarg skokéw J i sktadnik zwiazany z zabijaniem z miarg zabijania
k. Skladniki te odzwierciedlaja kolejno ciagle, skokowe i zwigzane z zabijaniem zachowanie sie
procesu Hunta powigzanego z formg Dirichleta £. Wzér ten brzmi nastepujaco:

E(u,v) = E9(u,v) // z))(v(y) — v(z)) J(dz,dy) +/u(x)v(a:)k(dx)
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i zachodzi dla wszystkich ciagtych (w ogélnosci kwaziciggtych) funkcji u i v z dziedziny D(E).

W niniejszej rozprawie uzyto tak zwanej formy Sobolewa—Bregmana (w skrocie p-formy), ktéra
jest uogodlnieniem formy Dirichleta na przestrzen LP, gdzie 1 < p < oo. Pojecie to pojawiato
sie wczedniej w literaturze jedynie w kontekscie czysto skokowych form Dirichleta; patrz [4,
3]. Autor rozprawy zaproponowal ogélng konstrukcje p-formy uzywajac form aproksymujacych
forme Dirichleta.

Jednym z gléwnych wynik6w niniejszej rozprawy jest wzor Beurlinga—Deny dla form Sobole-
wa—Bregmana. Najwazniejsza zalety tego wyniku jest to, iz wzoér ten dziala w pelnej ogélnosci
— jest spelniony dla kazdej regularnej formy Dirichleta, bez zadnych dodatkowych zalozeil. Przy
uzyciu tego wyniku, zostala udowodniona nastepujaca ogélna tozsamos$é Hardy’ego—Steina dla
dowolnej regularnej formy Dirichleta:
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Tutaj, funkcja Fp(a,b) = [b|P — |a|P — pa?~1 (b — a) to tak zwana dywergencja Bregmana, na-
tomiast ol = |a|” sgn(a) oznacza francuska potege. Przez operatory P; rozumiemy poélgrupe
zwigzang z forma Dirichleta.

Kolejnym wynikiem rozprawy jest dowdd spolaryzowanej tozsamosci Hardy’ego—Steina dla
czysto skokowych form Dirichleta oraz zbadanie wlasnosci spolaryzowanego odpowiednika
p-formy.

Ostatni rozdzial niniejszej rozprawy zawiera zastosowanie podejécia z prac [, 5] i przy uzyciu
uzyskanych wczesniej wynikéw, otrzymanie oszacowan p-tych norm dla funkcji kwadratowych
Littlewooda—Paleya. Aby zaadaptowaé podejscie z wymienionych wyzej prac do bardziej ogdl-
nego przypadku zastosowano miary Revuza i ich relacje z funkcjonatami addytywnymi. Dodat-
kowo, w niniejszej pracy przedstawiono przyklady operatoréw, dla ktérych nie da sie uzyskaé
oszacowania p-tych norm oraz wskazano nienaprawialny blad z artykutu [5].
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