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Méj wkiad w [H1], [H3] oraz [H4] opisali wspétautorzy prac w zataczonych deklaracjach. Lista pozosta-
tych artykutéw oraz jednego preprintu znajduje si¢ w rozdziale 4.3.11. Opisy [H1]-[HS] oraz pozostatych
prac sa umieszczone odpowiednio w rozdziatach 4.3.6-4.3.10 oraz 4.3.12-4.3.18 ponizej.
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4.3. Opis osiagnigcia naukowego. Niniejsza praca habilitacyjna wnosi wktad w rozwdj teorii operatoréw
maksymalnych, bedacej czgsScia matematyki teoretycznej. Historycznie operatory maksymalne kojarzone sa
z analiza harmoniczna, ale ich wptyw jest widoczny w wielu innych galteziach matematyki, takich jak analiza
rzeczywista i zespolona, réwnania rézniczkowe, teoria ergodyczna czy teoria prawdopodobienstwa.

Gdy w 1930 r. brytyjscy matematycy Godfrey Harold Hardy i John Edensor Littlewood wprowadzili po-
jecie funkcji maksymalnej, zob. [34], postuzyli si¢ jezykiem krykieta, co nie powinno dziwi¢, biorac pod
uwage jak wielkim fanem owego sportu byl pierwszy z nich. Gtéwna idea, cho¢ sformutowana dos$¢ skrom-
nie jako uporzadkowanie wynikéw graczy krykieta w najkorzystniejszej kolejnosci, a do tego nazwana przez
autoréw ,,na pierwszy rzut oka dos¢ sztuczna”, zostala przez nich opisana jako ,,zawierajaca istotng nowos¢”
niezbgdna do rozwiazania konkretnego fundamentalnego problemu w teorii funkcji. Niedtugo potem, wraz
z odkryciem nowych intuicyjnych dowodéw twierdzenia ergodycznego Birkhoffa i twierdzenia Lebesgue’a
o rézniczkowaniu, uzyteczno$é operatorow maksymalnych byta juz niezaprzeczalna. Obecnie funkcje mak-
symalne s3 w matematyce powszechne i same w sobie stanowig obszar zainteresowania badaczy.

Artykuty [H1]-[HS5], ktére stanowia fundament pracy habilitacyjnej, przyczyniaja si¢ do zrozumienia
operatorow maksymalnych oraz ich znaczenia w matematyce.

W [H1] udowadniamy, ze klasyczny operator niescentrowany na prostej rzeczywistej jest ciagty na prze-
strzeni funkcji o skoiiczonym wahaniu. To bardzo wazny wynik, jako ze funkcje maksymalne sa budowane
ze Srednich funkcji wyjSciowych, a proces usredniania powinien wspélgra¢ z mierzeniem wahania. Gtéwny
wynik [H1] byt problemem otwartym, zob. [23], a jego scentrowana wersja pozostaje nierozwiazana.

W [H2] i [H3] operatory maksymalne sg uzyte do zbadania problemu rézniczkowania pod znakiem catki
w kontekscie nieskoriczonego wymiaru. W [H2] odpowiadamy na pytanie zadane w [31], dotyczace tego za-
gadnienia w przypadku waznej bazy rézniczkowania rozwazanej w [61]. W tym celu korzystamy z narzedzi
probabilistycznych, traktujac wspétrzedne punktu jako realizacje niezaleznych zmiennych losowych. Z kolei
w [H3] rozwijamy to podejscie, badajac zwiazek migdzy operatorami maksymalnymi i liczba wymiaréw dla
konkretnych baz rézniczkowania, ktére pojawity si¢ w wyniku analizy przeprowadzonej w [H2].

Celem [H4] jest otrzymanie maksymalnych oszacowan ze stalymi, ktére nie daza do nieskoniczonosci
wraz ze wzrostem wymiaru, skupiajac si¢ na operatorach scentrowanych zwiazanych z wypuktymi syme-
trycznymi podzbiorami przestrzeni skoficzonego wymiaru. Gtéwnym wynikiem [H4] jest stwierdzenie, ze
kazde takie oszacowanie maksymalne w kontekScie dyskretnym implikuje analogiczne oszacowanie w kon-
tekscie ciaglym bez zwigkszania stalej. To wazny wynik, ktéry jest rtéwniez ostry, poniewaz dzigki pewnym
wczesniejszym twierdzeniom wiadomo, ze odwrotna implikacja nie moze by¢ prawdziwa, zob. [18].

W [HS5] zaglebiamy si¢ w nierdwnosci maksymalne oraz ich wzmocnienia w ramach uktadéw ergodycz-
nych. Omawiamy rolg tych nieréwnosci w dowodzeniu punktowej zbieznosci réznych Srednich ergodycz-
nych, a takze znaczenie samej ergodycznosci w tym kontekscie. Ponadto usprawniamy narzgdzie stuzace
do przeprowadzenia waznej redukcji w kontekscie hipotezy Furstenberga—Bergelsona—Leibmana, zob. hi-
poteza 4.1, jednego z gtéwnych probleméw otwartych w teorii ergodycznej, ktéry byl promowany przez
Furstenberga i zostal sformutowany przez Bergelsona i Leibmana w ich przetomowe;j pracy [20].

Jak wynika z powyzszych dyskusji, wptyw prac [H1]-[HS] wychodzi poza teori¢ operatoréw maksymal-
nych czy nawet cala analiz¢ harmoniczna. Zawarte tu odkrycia maja znaczenie dla teorii r6zniczkowania,
geometrii wypuktej, teorii ergodycznej i teorii prawdopodobienistwa.

4.3.1. Plan opisu. Niniejszy opis bgdzie przebiegal wedtug nastepujacego planu.
Rozdziaty 4.3.2-4.3.5 petnia funkcje wprowadzenia do teorii operatorow maksymalnych. PodzieliliSmy
je na cztery bloki, przy czym kazdy zajmuje si¢ funkcjami maksymalnymi z nieco innego punktu widzenia:

e klasyczne operatory maksymalne w analizie harmonicznej,
e operatory maksymalne w teorii rézniczkowania,

e operatory maksymalne w geometrii wypuklej,

e operatory maksymalne w teorii ergodycznej.

Ta lista nie zawiera wszystkich ciekawych aspektow, ale obejmuje wszystkie tematy omawiane pdZnie;j.
Rozdziaty 4.3.6—4.3.10 stanowia trzon rozprawy habilitacyjnej. Kazdy z nich opisuje wyniki otrzymane
w jednym z artykutéw [H1]-[HS5], ktdre sktadaja si¢ na wspomniane wcze$niej osiagnigcie naukowe.
Rozdziaty 4.3.11-4.3.18 zawieraja moje inne wyniki naukowe. Wigkszo$¢ z nich uzywa obiektéw zdefi-
niowanych wczesniej. Wyjatkiem jest rozdziat 4.3.11, w ktérym wiele nowych poje¢ wymaga wyjasnienia.
Robimy to zwigzle, aby uniknaé zbytniego skupiania si¢ na temacie spoza gléwnego kierunku badawczego.
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4.3.2. Operatory maksymalne typu Hardy’ego—Littlewooda. Operatory maksymalne f — M f sa wazny-
mi obiektami w analizie matematycznej. Zazwyczaj, dla danej nieujemnej funkcji f, funkcja maksymalna
M f obliczona w punkcie « jest supremum $rednich wartosci f branych wzgledem pewnej rodziny otoczefi
punktu z. Stad widaé, ze operatory maksymalne stuza dostarczaniu ograniczen gérnych dla wartosci innych
istotnych obiektéw w analizie, réwnaniach rézniczkowych, fizyce itp. W rzeczy samej, wiele prac dotyczy
nier6wno$ci maksymalnych, a wiele innych wykorzystuje te nieréwnosSci w powiazanych problemach.

Najbardziej klasycznymi operatorami maksymalnymi sa niewatpliwie te Hardy’ego—Littlewooda, wyste-
pujace w literaturze w dwoch wersjach, scentrowanej i niescentrowanej. Zatézmy, ze mamy dana przestrzeri
metryczno-miarowq X, czyli trojke (X, p, 1), gdzie X to niepusty zbidr, p to metryka, zas 1 to miara bore-
lowska. Zatézmy warunek 0 < p(B(z,7)) < oo dla wszystkich x € X oraz r € R, gdzie

B(z,r)={y € X : p(z,y) <r}

jest kulg otwartq o Srodku w x i promieniu . Funkcja borelowska f: X — R jest lokalnie catkowalna, gdy
/ g |f] dp < oo dla wszystkich kul otwartych B C X (ta definicja rézni si¢ od klasycznej, ktéra zamiast kul
otwartych uzywa zbioréw zwartych). Klase wszystkich takich f oznaczamy L] (X).Dla f € L] (X) okre-
Slamy funkcje maksymalne Hardy’ego-Littlewooda, scentrowang M f i niescentrowanq Mx f, wzorami

¢ p(m) ! / S /
@)= U ) S 1 0 Maf ()= oy A e X,
gdzie drugie supremum jest wzigte po wszystkich kulach otwartych B C X zawierajacych x.

W szczegblnym przypadku przestrzeni n-wymiarowych R™ lub Z", n € Z,, z metryka euklidesowa
i miarg Lebesgue’a piszemy po prostu Mg, i Mgn lub M7, i Mzn. Pojecie Mg, siega czaséw Hardy’ego
i Littlewooda [34], za$ wersje¢ n-wymiarowa M, wprowadzit Wiener [69].

Wiadomo, ze 0 < M5 f < My f dla wszystkich X i wszystkich dopuszczalnych f. Oprécz tego M5 f =

Sl Mxf = Mx|f|, co wskazuje, Ze czgsto wystarczy pracowaé z nieujemnymi funkcjami f. Oba
operatory sa podliniowe, czyli mamy M%(f + g) < MSf + MSg i Ms(cf) = eMS f dla wszystkich
¢ € [0, 00) i wszystkich dopuszczalnych f i g oraz podobnie dla M. Jesli ponadto X jest dublujqca, czyli

@ w(B(w,2r)) < Cu(B(w,7)), w€X,reRy,

dla pewnej uniwersalnej statej C' € R4, to wéwezas My f < C' M f dla pewnej statej C’ € R zalezacej

tylko od C. Klasyczne przestrzenie R™ i Z™ z metryka euklidesowa i miara Lebesgue’a sa dublujace.
Kolejnym krokiem w badaniu wtasnosci operator6w maksymalnych jest sprawdzenie ich ograniczonosci

na przestrzeniach Lebesgue’a £P(X). Dla danego p € [1, oo] pytamy, czy nieréwnos¢ mocnego typu (p,p)

4.2) ||Mf||ﬁp(3\‘:) < C(Map)HfH[,p(f)’ S £p(%)’

zachodzi z pewna stala C(M, p) € Ry, gdzie M € { M5, Mx}. Oczywiscie oba operatory sa ograniczone
na £>°(X) ze stata 1, czyli (4.2) zachodzi dla p = oo i dla wszystkich X z C'(M$%, 00) = C(Mx,00) = 1.
Ponadto twierdzenie Hardy’ego—Littlewooda—Wienera [69] daje (4.2) dla M., n € Z,, oraz wszystkich
p € (1, 00]. Dowdd korzysta z lematu pokryciowego Vitalego [68], a standardowe metody daja to samo dla
wszystkich X spetniajacych (4.1) oraz dla obu operatoréw M$. i M.

W przypadku granicznym p = 1 zwykle nie spodziewamy si¢ otrzymac (4.2). Jesli przyktadowo 0 <
Jgn [f] < 00,10 [o, [Mn f| = 00. Z tego powodu zasadne jest bada¢ nieréwnosé stabego typu (p, p)

4.3) A{MS > INYP <CM DI fllerys  f € LP(X), A€ Ry,

dla kazdego p € [1, o¢], gdzie przyjmujemy, ze (4.3) jest rownowazne (4.2), gdy p = oo. Korzystajac z [68]
mozna udowodni¢ (4.3) dla wszystkich p € [1, o] oraz obu operatoréw M. i Mz, gdy X spetnia (4.1).

Gdy (4.1) nie zachodzi, analizowanie funkcji maksymalnych jest trudniejsze. Dla R™ z metryka eukli-
desowa i dowolng miarg Radona operator scentrowany spetnia (4.2) dla wszystkich p € (1,00] i (4.3) dla
wszystkich p € [1, oo] dzigki odpowiednim lematom pokryciowym. To samo dotyczy operatora niescentro-
wanego dla n = 1. Mimo to Sjogren [63] pokazat, ze dla R? z metryka euklidesowa i miara gaussowska
du(x,y) = exp{—(2? + y?)/2} dz dy operator niescentrowany nie spetnia (4.3) dla p = 1. Waznym kro-
kiem w kierunku opracowania zadowalajacej teorii operatoréw maksymalnych w kontekscie niedublujacych
przestrzeni X byto wprowadzenie przez Nazarova, Treila 1 Volberga [56] tzw. zmodyfikowanych operatoréw
maksymalnych oraz pokazanie ich dobrych wiasnosci. Po wigcej informacji na temat operatoréw Hardy’ego—
Littlewooda na przestrzeniach niedublujacych X odsytamy do rozdziatu 4.3.12.
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4.3.3. Operatory maksymalne stowarzyszone z bazami rozniczkowania. Jednym z wazniejszych wnioskéw
z dobrych wiasnosci Mpn jest prosty dowdd twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowaniu. Lebesque [45] po-
kazal, ze jesli f € Lioc(R), to dla prawie wszystkich z € R™ zachodzi nastepujacy warunek. Jesli (By)rez,
jest ciagiem kul euklidesowych zawierajacych x o promieniach dazacych do 0, to

4.4) f(z) = lim — 7

gdzie |E| jest n-wymiarowa miarg Lebesgue’a zbioru mierzalnego £ C R”. Wiadomo nawet, ze prawie
kazdy x € R" jest punktem Lebesgue’a funkcji f, czyli dla kazdego (By)rez, jak wyzej zachodzi

(4.5 im —— [ [f = f(2)] =

To stwierdzenie pozostaje prawdziwe, gdy kule zastapimy hiperszescianami o bokach réwnoleglych do osi.
Wspdlczesne wersje dowodu wygladaja nastgpujaco. Oczywiscie (4.4) i (4.5) sa spetnione dla kazdego z,

gdy f jest ciagla. Jesli f jest lokalnie catkowalna, ale nieciagta, to dla kazdego m € Z, mozemy znaleZé

funkcje ciagla f., spetniajaca [ B(0.2m) |f — fm| < 272™ Niech g, == (f — fn)1 B(0,2m)- Wowczas jesli

fimsup o |17 - fla) 22
k—o00 ‘Bk’ By,

dla pewnego x € B(0,m) ipewnego (By)rez, jak wyzej, to |gm, (x)| > 27 lub Mgn gy, (x) > 27™. Niech
E,,, bedzie zbiorem wszystkich takich punktéw z. Mamy |E,,| < 27"(1 + C(Mpgn, 1)) dla C(Mgn, 1))
z (4.3) dzigki nierownosci Czebyszewa i nieréwnosci stabego typu (4.3) dla p = 1. Gdy m — oo, dostajemy
(4.4)1(4.5) dla prawie wszystkich z € R™. Dowdd dla hipersze$ciandw przebiega podobnie.

Co ciekawe, jesli n > 1, to wnioski dla hiperprostokatéw zamiast kul czy hiperszeScianéw sa inne. Dla
danej funkcji f € £} (R™) zdefiniujmy

gdzie supremum jest brane po wszystkich otwartych hlperprostokatach R C R" o bokach réwnolegtych do
osi i zawierajacych x. Poniewaz Mzn jest zdominowany przez ztozenie n jednowymiarowych operatoréw
niescentrowanych dziatajacych w kierunkach osi, to Myn spetia (4.2) dla p € (1, 00]. Zatem (4.4) i (4.5)
zachodza dla prawie kazdego x € R™, gdy f € LP(R™) dla takich p. Dla p = 1 nieréwnosci (4.2) i (4.3) nie
zachodza, ale Jessen, Marcinkiewicz i Zygmund [38] udowodnili nastgpujace oszacowanie typu Orlicza

{ M f > N} < Cpo /R /A (og” £, f € £(1+ (log” £ (R, A€ Ry,

ktére daje (4.4) i (4.5) dla prawie wszystkich z € R™, gdy f po zlokalizowaniu nalezy do £(log™ £)"~1(R").
Pokazali tez, ze z punktu widzenia (4.4) oraz oszacowan dla Mg~ jak wyzej potega n — 1 jest optymalna.
Zatem (4.4) zachodzi lub nie, w zalezno$ci od konkretnej rodziny zbioréw, wzgledem ktérych usredniamy
funkcje testowe, oraz klasy funkcji, ktére testujemy. To stwierdzenie prowadzi do nastgpujacych pojec.
Rozwazmy przestrzeii metryczno-miarowa X jak wyzej. Zatézmy, ze dla kazdego x € X istnieje zbidr
B(x) zbioréw mierzalnych S spetniajacych x € Si0 < u(S) < co. Dlaz € X moéwimy, ze ciag (Sk)rez,
daqzy do x, jesli kazdy Sy nalezy do B(z) i Srednice zbioréw Sy daza do 0. Piszemy wéwczas S, = .
Rodzina B = |J,.x B(x) wyposazona w relacje = nazywana jest bazq réZniczkowania w X, jezeli dla
kazdego x € X zbidr ciagéw dazacych do x jest niepusty. Jesli kazdy S € B jest otwarty oraz z € S € B
implikuje S € B(x), to B nazywamy bazq rézniczkowania typu Busemanna—Fellera.
Operator maksymalny stowarzyszony z I3 wprowadzamy nastgpujaco. Rozwazmy f: X —> ]R borelowskq
i spetniajaca [ |f|dp < oo dla wszystkich S € B. Definiujemy Mg f () = supgep(y) - fs |f] du
dla wszystkich x € X. Z wtasnosci S bedzie wynikaé, ze tak naprawdg bedziemy pracowac z f € Eloc (%).
Dla danej klasy £(X) C LI (X) funkcji testowych méwimy, ze B rézniczkuje L£(X), jesli dla kazdej

loc

[ € L(X) zachodzi nastepujacy warunek. Dla prawie kazdego = € X jesli ciag (Si)rez, dazy do z, to

fu

Po wigcej informacji na temat Mg i (4.6) w kontekscie konkretnych baz B odsytamy do rozdziatu 4.3.7.

(4.6) fla) = lim —v 50 /s
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4.3.4. Operatory maksymalne stowarzyszone z ciatami wypuktymi. Przypomnijmy, ze dla kazdegon € Z,
operator M, spetnia nieréwnos$¢ mocnego typu (4.2) dla p € (1, oo] oraz stabego typu (4.3) dla p € [1, oc].
Cho¢ lemat pokryciowy Vitalego [68] implikuje (4.2) dla wskazanego zakresu n i p, to dla ustalonego p €
(1, 00) state uzyskane w ten sposéb rosng wyktadniczo wraz z n. Stein [64] udowodnit, ze ta zaleznos¢ jest
usuwalna, a optymalne stale w (4.2) sa jednostajnie ograniczone ze wzgledu na n. To otworzyto dyskusje na
temat tzw. oszacowarn niezaleznych od wymiaru dla réznych operator6w maksymalnych na R".

Dlan € Z4 niech G C R" bedzie symetrycznym ciatem wypuktym, czyli podzbiorem R", ktéry jest
ograniczony, wypukly, otwarty i symetryczny. Dla ¢ € R zadajemy operator $redniujacy MtG wzorem

1
MG f(x) = —=
! |Gt‘ Gi+x
dla kazdej f € L] _(R"). Zbiér G, = {y € R™ : "'y € G} jest dylatacja G o skali ¢, natomiast zbi6r

Gi+z:={y € R" : y — x € G;} to zbiér G, przesunigty o x. Definiujemy réwniez

M*G:Ef ‘= sup |Mth| oraz Mgch ‘= sup \MthL ECRy, ceR,.
tel te(c,00)

7, r e R",

Jesli E = R, to stosujemy skrécony symbol M&.

Przez proste poréwnanie z M., widzimy, ze MY spetnia (4.2) dla p € (1, 00] oraz (4.3) dla p € [1, 0]
z pewnymi statymi, ktore moga zaleze¢ od G i p. Dla p € (1, 00| niech C(G, p) bedzie najmniejsza stata
C (M, p), dla ktérej (4.2) zachodzi z M = ME. Podobnie definiujemy C(G, 1) uzywajac (4.3) z M = M
i p = 1. Oczywiscie C(G, 00) = 1 dla wszystkich G. Dla p € [1, 00) znane sg nastgpujace wyniki.

e Z [64] wynika, ze dla ustalonego p € (1,00) mamy sup,,¢cz, C (B™2,p) < oo, gdzie dla kazdego
n € Z. ikazdego q € [1, 00| symbol B™? oznacza otwartg kulg w £¢(R™) o promieniu 1.

e Z[11] wynika, ze dla p = 2 mamy sup,,cz, Supgcrn C(G,2) < o0.

e Z[12] lub [22] wynika, Ze dla ustalonego p € (3/2, 00) mamy sup,,cz, supgcgrn C(G,p) < o0.

e 7 [22] wynika, ze dla ustalonego p € (1, 00) mamy, ze najmniejsze state spetniajace (4.2) z M =
MSD, gdzie D := {2™ : m € Z}, sa jednostajnie ograniczone ze wzgledunan i G.

e Z[55] wynika, ze dla ustalonych p € (1,00) i ¢ € [1,00) mamy sup,,c;, C(B™9,p) < oo.

e Z[2] wynika, ze dlap = 1i ¢ = oo mamy sup,,cz, C(B™*,1) = oc.

e Z[16] wynika, ze dla ustalonego p € (1, 00) i dla ¢ = co mamy sup,,cz, C(B™>,p) < oo.

Najwazniejsze pytania otwarte w tym obszarze badani brzmig nastgpujaco.

e Czy dla ustalonego p € (1, 3/2] mamy sup,,c;, supgcrn C(G,p) < 00?

e Czydlap = 1iq=2mamy sup,cz, C(B™?,1) < c?

Bourgain, Mirek, Stein i Wrébel [17, 18, 19] zainicjowali program systematycznego badania oszacowan
niezaleznych od wymiaru dla operatoréw maksymalnych stowarzyszonych z cialami na Z". Dlan € Z,
i G C R" jak wyzej oraz t € R, zadajemy dyskretny operator sredniujacy 9t wzorem

1

G — n
mtt f(.’L‘) T #(Gt ﬂZ") y€§2n f(l' +y)7 T €L )

dlakazdej f: Z™ — R, gdzie #(F) oznacza liczbg elementéw zbioru E. Definiujemy tez
DJTEEf = sup |thf| oraz mf,Zcf = Ssup ’thf’a EC R+a IS RJrv
tekE te(c,00)

§R+ do ME. Réwniez ME spetnia (4.2) dla p € (1,00] oraz (4.3) dla p € [1,00] z pewnymi
statymi, ktére moga zalezeé od G i p. Dla p € [1, oc] niech €(G, p) bedzie odpowiednikiem C(G, p) z ME

zamiast M. Oczywiscie €(G, 00) = 1 dla wszystkich G. Dla p € [1, 00) znane s nastgpujace wyniki.

i skracamy I

e Z[17] wynika, ze dla ustalonego p € (3/2,00) i dla ¢ = oo mamy sup,,cz, €(B™*,p) < cc.
e Z [17] lub [18] wynika, ze dla ustalonego p € (1,00) idla g = oo lub dla p = ¢ = 2 mamy, ze
najmniejsze state spetniajace (4.2) z M = imfqu sg jednostajnie ograniczone ze wzgledu na n.
e Z[19] wynika, ze dla ustalonego p € (1, 00) mamy sup,,cz, supgcrn €(G,p) = oco.
Gléwnym zadaniem w tym obszarze jest pokazanie oszacowan niezaleznych od wymiaru dla szerokiej klasy
symetrycznych ciat wypuktych. Wydaje sig, ze podklasa cial 1-symetrycznych jest tu dobrym kandydatem.
Po wigcej informacji na temat oszacowar niezaleznych od wymiaru odsytamy do rozdziatu 4.3.9.
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4.3.5. Operatory maksymalne w teorii ergodycznej. Jednym z gléwnych probleméw w teorii ergodyczne;j
jest udowodnienie zbieznoSci prawie wszgdzie réznych Srednich ergodycznych, gdy parametr czasu dazy do
nieskonczonosci. Klasyczne podejscie do tego tematu zaktada dwuetapowa procedure.

(1) Znalezienie gestej klasy funkcji, dla ktérych zbiezno$¢ punktowa moze by¢ wykazana bezposrednio.
(2) Udowodnienie odpowiedniej nieréwnosci maksymalnej dla stowarzyszonych operatoréw $redniuja-
cych, ktéra implikuje, ze zbiér funkcji, dla ktérych zbieznos$¢ punktowa zachodzi, jest domknigty.
Najdonioslejszym przykladem jest punktowe twierdzenie ergodyczne Birkhoffa [9], wynikajace z twierdze-
nia ergodycznego w Sredniej von Neumanna [57] i nieréwnoS$ci maksymalnej dla jednostronnych operatoréw
Sredniujacych na Z rozszerzonej na inne uklady dzigki zasadzie transferencji Calderéna [21].

W przeciwienstwie do tego wyzej, nowe podejscie czgsto zaktada zastapienie funkcji maksymalnych pew-
nymi wigkszymi obiektami, ktore nie tylko ograniczaja supremum danego ciagu liczb, ale takze kontroluja
jego zmienno$¢é. Dzigki temu zbieznos$¢ punktowa moze by¢ wykazana dla wszystkich funkcji bezpoSrednio,
o ile te wigksze obiekty spetniaja odpowiednie oszacowania podobne do (4.2) lub (4.3).

Ostatnia idea byta kluczowa w przetomowe;j serii artykutéw Bourgaina [13, 14, 15], ktéry pokazat punkto-
we twierdzenie ergodyczne dla operatoréw Sredniujacych wzdtuz orbit z czasami wielomianowymi. Ostatnio
Krause, Mirek i Tao [43] otrzymali podobny wynik dla pewnych operatoréw dwuliniowych. Jest to znacza-
cy postep w konteksScie ogdlnej hipotezy dotyczacej zbieznosci punktowej wieloliniowych §rednich wzdtuz
wielomianowych orbit, promowanej przez Furstenberga i opisanej przez Bergelsona i Leibmana w [20].

Rozwazmy uktad dynamiczny zachowujqcy miare X, czyli czworke (X, B, u, T), gdzie (X, B, p) to prze-
strzefi mierzalna z o-skoficzong miara, a 7 = (T})ex], K € Zy, to ciag przemiennych odwracalnych
przeksztatceni zachowujqcych miare na X. Piszemy tu [K] = {1,..., K}, a ostatnie pojecie oznacza, ze
Ti: X — X sa mierzalne i u(7,, '(E)) = p(E) dla wszystkich E € B. Niech P = (Pr) ke[ K], 1€[L]>
L € 7, zawiera wielomiany n-zmiennych, n € Z, spetniajace Py ;(Z") C Z.Dla M € Z zadajemy

4.7) ALT @) = Epeppe [] AT 1 ey, zeX,
le[L]
gdzie f = (fi)ieqr) jest L-elementowa krotka ograniczonych funkcji f;: X — R, natomiast Eyey g(y)

oznacza warto$¢ oczekiwang funkcji g wzgledem rozktadu jednorodnego na skoficzonym zbiorze Y.
W odniesieniu do L-liniowych operatoréw $redniujacych (4.7) nastgpujaca hipoteze postawiono w [20].

Hipoteza 4.1. Przy zatoZeniach okreslonych wyZzej dla operatoréw (4.7) granica
li AT,P Ry
istnieje p-prawie wszedzie dla kaidej L-krotki f = ( fi)ie(r) spetniajacej fi € L>(X) dla kazdego | € [L].
Wiemy, ze hipoteza 4.1 zachodzi w kilku przypadkach, a dowody bazuja na iloSciowej informacji na temat
(A;\Z’P f(x))mez., . Ogolny przypadek, jesli jest prawdziwy, najpewniej nalezy wykaza¢ podobnie.
Majac to na uwadze, rozwazymy abstrakcyjne odwzorowanie O: RZ+ — [0, 0o}, ktére da sig przyblizaé

od dotu ciagiem (O) jez, odwzorowan zaleznych od skonczenie wielu wspétrzednych. Zatem dla J € Z,
niech O: R/ — [0, 00) bedzie mierzalne wzgledem zwyktej topologii na R”. Przyjmujemy, ze

(4.8) Onl(as)jer)) < lim Os((aj)jern) = Ollag)jezs),  Jo € L4, (a5)jez, € R+
Najwazniejszym przyktadem O jest norma supremum O.((aj)jez,) = supjez, |a;| zwiazana z opisa-

nym wyzej podejSciem klasycznym. Mozna ja przyblizy¢ od dotu przez O, j, J € Z, zadane wzorem
Ox.((a5)jers)) = maxje(s] |a;|. Inne przyktady to kwazinormy typu wariacyjnego i skokowego, zob. [40].
Gdy K =L=n=1,T1 =T 1P, =id, pojawia si¢ nastgpujacy jednostronny operator maksymalny

% Z f(me)‘, reX.

me[M]

(4.9) T2 f(x) = sup
MeZy

Mozna réwniez rozwazaé jego wersje z orbitami zaczynajacymi si¢ od x zamiast T'x. Podobnie zadajemy
operatory maksymalne dwustronne, scentrowany 77 i niescentrowany 7', odwotujac si¢ odpowiednio do
srednich po orbitach (T™x)M__, i (T™x)M"_,  edzie M, M’ € Z, U {0}.

m=
Po wigcej informacji na temat O oraz T.%, TS, T} odsytamy do rozdziatu 4.3.10.
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4.3.6. BV continuity for the uncentered Hardy-Littlewood maximal operator (praca [H1]). Ponizej sto-
sujemy notacj¢ wprowadzong w rozdziale 4.3.2.

Celem [H1] jest badanie klasycznych operatoréw maksymalnych Hardy’ego-Littlewooda pod katem re-
gularnoséci. Wykazujemy, ze M jest ciagly na przestrzeni funkcji f: R — R o skoficzonym wahaniu. Tym
samym odpowiadamy na pytanie postawione przez Carneiro, Madrid i Pierce [23].

Kinnunen [41] zainicjowal program badania regularnosci funkcji maksymalnych poprzez udowodnienie,
ze dla kazdego n € Z_ odwzorowanie

(4.10) fr= Mgnf

jest ograniczone na przestrzeni Sobolewa W' (R™) dla p € (1, 00). Nastepnie liczni autorzy przyczynili sig
do rozwoju tej dziedziny, wlaczajac w to wskazanie zwiazkéw z teorig potencjatu i réwnaniami rézniczko-
wymi czastkowymi, zob. m.in. [42], [10] i [60].

Istotny nacisk byl potozony na zbadanie ciagtosci operacji (4.10) w r6znych kontekstach. Jako ze nie
jest ona podliniowa na poziomie pochodnej, jej ciagtodci nie da si¢ wywnioskowaé z jej ograniczonosci.
Pierwszy rezultat, dajacy odpowiedZ w tym kontekscie, zostat otrzymany przez Luiro [50], ktéry pokazat, ze
(4.10) jest istotnie operacja ciagta na W'P(R™) dla kazdego n € Z, i kazdego p € (1,00).

Przypadek brzegowy p = 1 jest trudniejszy. Wynik Kinnunena tutaj nie zachodzi, poniewaz dla kaz-
dej niezerowej f € L1(R") mamy MS, f ¢ L£'(R™). Niemniej jednak, poniewaz chcemy bada¢ funkcje
maksymalne na poziomie pochodnej, naturalng wersja problemu dla p = 1 jest zbadanie odwzorowania

4.11) f=VYMf

dla f € WHL(R™), gdzie M to M, lub Mgn. Dla n = 1, ograniczonos¢ operacji (4.11) z WH(R) do
El(R) zostata udowodniona dla Mg w [67] i dla M, w [44]. Kolejna wazna praca to [3], gdzie otrzymano
Var(Mpg f) < Var(f) dla wszystkich funkcji o skorficzonym wahaniu, czyli f € BV(R). Ponadto udowod-
niono, ze My f jest absolutnie ciagta dla f € BV(R), co mozna okresli¢ mianem wilasnosci wygtadzania.

W [H1] szczegdlnie interesuje nas ciagtos¢ (4.11) dla M = Mg i p = 1. Zauwazamy, ze metody Luiro
[50] nie mogg by¢ zastosowane w naszej sytuacji, poniewaz opieraja si¢ one na ograniczonosci operatorow
maksymalnych na £P(RR), co nie zachodzi dla p = 1.

Pierwsze wyniki na temat ciaglosci dla p = 1 zostaly uzyskane w pracy [23]. Autorzy udowodnili migdzy
innymi ze operacja f — (Mgf) jest ciagta z WL(R) do L1(R), zob. [23, Theorem 1]. Rozwazali oni
réwniez przestrzeii BV (R) wyposazong w norme

[flBv(r) = |f(=00)| + Var(f)

i zastanawiali si¢, czy Mg dziala w sposdb ciagly na tej przestrzeni, zob. [23, Question B]. Gtéwny wynik
[H1] odpowiada na to pytanie twierdzaco.

Twierdzenie 4.2. Operator Mp: BV(R) — BV (R) jest ciagty.

Twierdzenie 4.2 rozszerza [23, Theorem 1], gdyz W11 (R) mozna zanurzyé¢ izometrycznie w BV (R).
Zauwazmy, ze w ogélnosci ciagtosé na BV (R) jest silniejsza niz ciagtosé na W11 (R). Tlustruje to przyktad
utamkowych operator6w maksymalnych na R, dla ktérych twierdzenie analogiczne do [23, Theorem 1]
zachodzi, zob. [51], pomimo ze odpowiednik twierdzenia 4.2 nie zachodzi, zob. [23, Theorem 3].

Aby udowodni¢ [23, Theorem 1], autorzy uzywaja regularnosci funkcji wyjsciowych. Mianowicie reduku-
ja oni swéj problem do analogicznego dla jednostronnych operatoréw maksymalnych, a nastgpnie korzystaja
z faku, ze jednostronne funkcje maksymalne sa ciagle. Ta ostatnia czg$¢ nie jest prawda dla wyjsciowych
funkcji branych z BV (R). Z tego powodu nasze metody réznia si¢ od tych opracowanych w [23].

Aby udowodnié twierdzenie 4.2, postgpujemy zgodnie z ponizszym schematem.

(1) Udowadniamy, ze jesli ciag (f;); ez, funkcji z BV(R) zbiega do pewnej funkcji f € BV(R), to
lirn Mg fj(—00) = Mg f(—o0) oraz le Var(Mpgf;) = Var(Mgf).
J—00 Jj—00

(2) Udowadniamy, ze jesli ciag (f;); ez, funkcji z BV(R) zbiega do pewnej funkcji f € BV(R), to
(Mefy)' () = (Mrf)'(z)

lim
Jj—oo
dla prawie kazdego = € {Mgf > |f|}, gdzie f jest pewnym ulepszeniem funkcji f.
(3) Korzystajac z redukcji Brezisa—Lieba [20], wyprowadzamy ciagto$¢ operatora My z (1) i (2).
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4.3.7. On differentiation of integrals in the infinite-dimensional torus (praca [H2]). Ponizej stosujemy
notacj¢ wprowadzona w rozdziale 4.3.3.

Celem [H2] jest zbadanie, czy rézniczkowanie pod znakiem catki jest mozliwe w kontekscie bazy Rubio
de Francii R na torusie T* o nieskoficzonym wymiarze. W szczegdélnosci udowadniamy, ze R nie réznicz-
kuje £°°(T*). Tym samym odpowiadamy na pytanie postawione przez Fernandeza i Roncal [31].

Badanie torusa o nieskoriczonym wymiarze T“ wynikaja naturalnie z préb uogdlnienia analizy wielowy-
miarowej na nieskoficzenie wiele wymiaréw. Istnieje wiele prac zajmujacych si¢ T w kontekscie ré6znych
dziedzin, takich jak teoria potencjatu [5, 7, 4], teoria ergodyczna [49], a takze analiza harmoniczna [61, 31].

Ostatnio Fernandez i Roncal [31] wprowadzili rozktad typu Calderéna—Zygmunta na T“ w celu zbadania
zagadnienia rézniczkowania pod znakiem catki w konteksScie tej przestrzeni. Badali oni trzy bazy:

e diadyczng baze Rubio de Francii R,

e baze Rubio de Francii R,

e rozszerzonq bazg Rubio de Francii R*.
W przypadku R dobre wlasciwosci rézniczkowania wynikaja z odpowiednich oszacowan maksymalnych
dla Mg,. Natomiast dla R* autorzy zastosowali pomyst Jessena [36, 37] w celu pokazania, Ze analogiczne
wyniki nie zachodza. Przypadek R jest trudniejszy i wiele pytan dotyczacych rézniczkowania pod znakiem
catki oraz zachowania My pozostato otwartych. W [H2] odpowiadamy na wszystkie te pytania.

Niech T bedzie przestrzenia ilorazowa R/Z lub inaczej przedziatem [0, 1] ze sklejonymi koricami. Torus
o nieskoriczonym wymiarze T% := T x T x - -- to przeliczalny iloczyn kopii T. Jest to grupa z elementem
neutralnym 0 = (0,0, .. .) i znormalizowana miara Haara, bedaca iloczynem miar Lebesgue’a na T.

Przestrzen T ze zwykla topologia produktowa jest zwarta i metryzowalna. Jej o-ciato borelowskie gene-
ruja hiperprostokaty I = [] jez. I;, gdzie I; sa przedziatami w T oraz dla pewnego jo mamy [; = T, gdy
j > jo.Dlaj € Z, niech T/* bedzie kopia ’]I“" z pominigciem pierwszych j osi, czyli T/ = TJ x T/,
Aby zdefiniowaé R, uzywamy Ry, = {0, Toreees %} k € Z,, oraz dwoch szczegblnych ciagow:

e Hy C Hy C -+ (podgrupy T* spetniajace T = ,,,c7, Hm i [Hmt1 : Hm] = 2),

e V1 2 V5 D - (zbiory otwarte zadane przez grupy ilorazowe T/ H,,,).

Tabela | pokazuje, jak generowaé H,, oraz V;,. Przez 0U ) rozumiemy element neutralny T/,

TABELA 1. Obiekty potrzebne do zdefiniowania bazy Rubio de Francii.

m H,, Vin

1 Ry x {0} (0,1/2) x Tt

2 Ry x Ry x {02} (0,1/2) x (0,1/2) x T«

3 Ry x Ry x {0} (0,1/4) x (0,1/2) x T2«

4 Ryx Ryx {0} (0,1/4) x (0,1/4) x T2«

5 Ry x Ry x Ry x {06} (0,1/4) x (0,1/4) x (0,1/2) x T3«
6 Ry x Ryx Ryx{0G} (0,1/4) x (0,1/4) x (0,1/4) x T3
7 Rgx Ry x Ry x {0G} (0,1/8) x (0,1/4) x (0,1/4) x T3«
8 Rg x Rg x Ry x {06} (0,1/8) x (0,1/8) x (0,1/4) x T3«
9 Rg x Rg x Rg x {06} (0,1/8) x (0,1/8) x (0,1/8) x T3
10 Rg x Rg X Rg x Ry x {04} (o 1/8) x (0,1/8) x (0,1/8) x (0,1/2) x T4«

Zgodnie z powyzsza notacja baza Rubio de Francii R jest zdefiniowana jako
R={z+Vy:meZy, zecT"}.

Zauwazmy, ze R jest baza typu Busemanna—Fellera po usunigciu z T% zbioru miary 0. Gtéwnym wynikiem
[H2] jest nastgpujace twierdzenie, ktére odpowiada na wszystkie pytania postawione w [31, Section 3.1].

Twierdzenie 4.3. Baza Rubio de Francii R nie rozZniczkuje £L°°(T).

Aby udowodnié twierdzenie 4.3, stosujemy podejsScie probabilistyczne i redukujemy problem do badania
pewnych zmiennych losowych rozktadu dwumianowego. Wigcej szczegdtdw znajduje si¢ w rozdziale 4.3.8.
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4.3.8. Maximal operators on the infinite-dimensional torus (praca [H3]). Ponizej stosujemy notacjg wpro-
wadzona w rozdziatach 4.3.314.3.7.

Celem [H3] jest wzmocnienie wynikéw uzyskanych w [H2] poprzez badanie pewnej klasy baz réznicz-
kowania B C R oraz usciSlenie relacji pomiedzy strukturg B i wlasnosciami operatora Mp.

Na poczatek opiszemy pomyst z dowodu twierdzenia 4.3. Rozwazmy V,,+ = (0, 2_’”2)’”2 x Tm*w,
m € Z, oraz zrzutujmy T* na pierwszych m? wspéhrzednych. Oznaczmy a,, = 2-m* zdefiniujmy

Ap = (0,04m)m2 oraz Al = (0, (1 + 1/m))m2.

Uzywajac centralnego twierdzenia granicznego (lub bezposSrednich obliczen dla zmiennych losowych z roz-
ktadu dwumianowego o parametrach m? i ﬁﬂ)’ dostajemy dla wigkszosci x € A, ze co najwyzej 4m
wspétrzednych z; spetnia x; € (cun, am (1 4+ 1/m)). Dla kazdego takiego x istnieje A7, translacja A,,,
spetniajaca x € A%, i |AZ, N Ay,| > 3(1—1/m)*™|A,,| > e710A4,,|. Stad Mgly ,(z) > e~ 10 dla wigk-
szosciz € V! i == (0, (1 + 1/m))™ x T™*«, podczas gdy limm oo [V 4l/|Vina| = oo. Biorac wiele
losowo przesunigtych struktur tego typu przy m — oo, mozemy dostaé zbiér V' C T o mierze |V| < 3,
taki ze dla prawie kazdego x € T prawa strona (4.4) dla 1y, i pewnego (Vn’;}l Jkez, = T przekracza e 19,

Waznym krokiem w kierunku zrozumienia relacji migdzy struktura B i w]iasnoéciami Mp jest zbadanie
tzw. (e, 1)-konfiguracji zdefiniowanych w [H3]. Niech ¢ € (0, 3] oraz | € Z,. Zbiér {Q¥ : i € [I]} C R
jest (g, 1)-konfiguracja, jesli istnieje zbiér A C T“ spetniajacy dwa warunki:

o |QW| = |A]oraze|A| < QW N A| < (1 —¢)|A| dlakazdego i € [I],
e zbiory QM \ 4,...,QW \ A saroztaczne.

Rozwazmy () € R majacy przynajmniej | przycigtych wspétrzednych. Dla ¢ € [I] niech QW = () 4 Q,
gdzie () == (0,...,0, (1 —¢&)|m(Q)],0,...), zas m;(Q) jest rzutem Q na i-ta wspétrzedna. Nazywamy ten
przyktad (g, 1)-konfiguracjq wokdt @Q, zob. rysunek 1.

Q® | QW ,::::"‘ i )

. o F

B p
B

E faeh A

QW :.::""' o

——————————— ' @)
em@] (1 —2)m(Q) (1-9)m(Q)

RYSUNEK 1. Po lewej rzut na pierwsze dwie osie pewnej (£, 2)-konfiguracji wokét Q € R
z dwiema przycigtymi wspéirzednymi. Po prawej rzut na pierwsze trzy osie pewnej (g, 3)-
konfiguracji wokdt innego () € R z trzema przycigtymi wspotrzednymi.

Gtéwny wynik [H3] wyglada nastgpujaco.

Twierdzenie 4.4. Niech R’ := Ro U S bedzie bazq rézniczkowania w T postaci S = | ez, S; dla
roztqcznych (g5, 1;)-konfiguracji S; wokot pewnych Q; € R, gdzie €; € (0, %} ilj € Z4. Wowczas

o My jest stabego typu (1, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy Supjez, lj < oo,

o Mg/ jest restrykcyjnie stabego typu (p,p), p € (1,00), wtedy i tylko wtedy, gdy sup;cz,, eﬁlj < 00,
gdzie dla p € (1,00) ostatnia wlasnosé oznacza, Ze (4.3) zachodzi dla indykatoréw zbioréw mierzalnych.
Stqd dla py € (1,00) mozna znalezé R', takq ze Ry C R’ C R, przy czym Mgy jest restrykcyjnie stabego

typu (p, p) dla p € [pg, ) (odpowiednio p € (pg,0)), lecz nie dla p € (1, pg) (odpowiednio p € (1, po)).
Aby udowodni¢ twierdzenie 4.4, badamy wyzsze momenty zmiennych losowych zadanych przez S;.

Oprécz tego w pracy rozwazamy oszacowania wagowe. Pokazujemy, ze jesli v jest waga Muckenhoupta
Af(']l‘“’) dlag € (1,00), to My nie jest restrykcyjnie stabego typu (p, p) wzglgdem v dlap € (1, 00).
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4.3.9. Some remarks on dimension-free estimates for the discrete Hardy-Littlewood maximal functions
(praca [H4]). Ponizej stosujemy notacj¢ wprowadzong w rozdziale 4.3.4.

Celem [H4] jest badanie zaleznoSci migdzy najlepszymi stalymi w oszacowaniach mocnego i stabego
typu dla operatoréw stowarzyszonych z ciatami na R" i Z". Otrzymujemy trzy wyniki tego typu.

Gtéwny wynik [H4] méwi, ze optymalne stale na R™ sg nie wigksze niz ich odpowiedniki na Z".

Twierdzenie 4.5. Ustalmy n € Z i symetryczne ciato wypukte G C R™. Dla kazdego p € [1, co] mamy
(4.12) C(G,p) < €(G,p).

Ponadto w przypadku kostek B™> i nieréwnosci stabego typu (1,1) mamy

4.13) C(B™™,1) = €(B™™,1).

Szkic dowodu (4.12) wyglada nastgpujaco. WeZmy niecujemna funkcje gtadka f: R™ — R prawie wybi-
jajaca C(G, p). Poniewaz na R™ dostgpne sg dylatacje, mozemy zatozy¢, ze f jest bardzo wolno zmieniajaca
sig. Sprobkujmy f w punktach kratowych i zdefiniujmy F': Z" — R. Z wlasnosci f wynika, ze normy f
oraz F sa prawie réwne. Zauwazmy, ze MC f nie moze by¢ znaczaco wigksza niz 9MC F. Istotnie, jesli f
zmienia si¢ powoli, to M f réwniez. Ponadto dla m € Z™ mamy, ze Mf F(m) nie moze znaczaco prze-
kroczy¢ F'(m), chyba ze skala ¢ jest duza. Z kolei jesli ¢ jest duza, to zbiér Gy N Z"™ staje si¢ regularny, co
powoduje, ze MY f(m) oraz M F(m) sa prawie réwne. Stad stata w nieréwnosci maksymalnej powiazanej
z F wynosi przynajmniej prawie C(G, p). Widzimy zatem, ze (4.12) zachodzi.

Ponizej zamieszczamy kilka uwag dotyczacych twierdzenia 4.5.

(i) Oczywiscie C(G,00) = €(G,00) = 1.

(i1) Nieréwnosc¢ (4.12) potwierdza znane zjawisko w analizie harmonicznej, méwiace o tym, ze znajdo-
wanie oszacowar jest trudniejsze dla operatoréw dyskretnych niz dla ich ciagtych odpowiednikow.

(iii) Z [2] wynika, ze (4.13) implikuje lim,,_,o, €(B™>°,1) = oo. Ponadto z oszacowan C(B™, 1)

uzyskanych w [35] wnioskujemy, ze wartosci €(B™°, 1) rosna przynajmniej tak szybko jak nt/4,

(iv) Z [54] wynika, ze (4.13) dla n = p = 1 implikuje €(BL>°,1) = ¢(B12,1) = %

(v) Struktura produktowa B™° oraz zalozenie p = 1 sg istotne dla dowodu (4.13). Z [19] wynika,
ze oszacowanie (4.13) dla ustalonego p € (1, 00) i wszystkich G jest falszywe. Nie wiadomo, czy
C(B™,p) = €(B™>, p) zachodzi dla p € (1, 00).

Drugi wynik [H4] dotyczy dyskretnych kul B;"? N Z" dla q € (2, 00) i duzych skal .

Twierdzenie 4.6. Niechp € (1,00) i q € (2,00). Istnieje €, , € R, taka Ze dla wszystkich n € Z.; mamy
IMES S Flleezny < Coqll fllewznys f e (z).

Dowdéd twierdzenia 4.6 opiera si¢ na metodach z [19, Section 5], nieréwnosci Hannera i uogélnionym
twierdzeniu dwumianowym Newtona. Tak naprawde mozna tez wziaé przedziat ¢ € [an, oo) dla dowolnego
a € Ry kosztem zastapienia &, , stala zalezng takze od a. Z [19, Theorem 2] wynika, ze odpowiednik
twierdzenia 4.6 dla ¢ = 2 i przedzialu ¢ € [an, c0) jest prawdziwy przy odpowiednio duzym a. Dowdd
twierdzenia 4.6 mozna tatwo dostosowac do tego przypadku.

Trzeci wynik [H4] dotyczy dyskretnych kul B, N Z" dla q € [2, o) i diadycznych skal ¢.

Twierdzenie 4.7. Niechp = 2i q € [2,00). Dla a,a’ € Ry niechD, = {t € D : an'/? <t < a/n}.
Istnieje €, , v € Ry, taka Ze dla wszystkich n € Z. mamy

||9ﬁfﬁ§:ya,f\|22(zn) < Craalfllezznys ferzm.
Ten wynik jest krokiem w kierunku udowodnienia nastgpujacej hipotezy.
Hipoteza 4.8. Niechp € (1,00) i q € [2,00]. Wowczas sup,,cz, €(B™?,p) < oo.

Twierdzenie 4.7 uogdlnia [18, Theorem 2.2] sformutowane dla ¢ = 2. Nasz dowdd opiera si¢ na metodach
z [18, Section 2]. Istotnie, wykorzystujemy niezmienniczo$s¢ B™? N Z™ wzgledem grupy permutacji [n],
a takze korzystamy z metod probabilistycznych na tej grupie, aby sprowadzié¢ problem do tzw. sztuczki
zmniejszania wymiaru, ktéra pozwala nam wyrazié¢ n-wymiarowy operator jako kombinacje operatoréw n'-
wymiarowych z wlasciwym n’ < n kosztem dopisania odpowiednio kontrolowanego btedu.
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4.3.10. Sharp constants in inequalities admitting the Calderon transference principle (praca [HS]). Po-
nizej stosujemy notacj¢ wprowadzong w rozdziale 4.3.5.

Cel [HS5] jest dwojaki. Po pierwsze udowadniamy, ze zasada transferencji Calderéna [21] moze by¢ sto-
sowana na tyle ogélnie, by objaé scenariusz zaktadany w hipotezie 4.1 z dowolnym odwzorowaniem O spet-
niajacym (4.8) oraz bez zwigkszania stowarzyszonej statej. Po drugie korzystamy z tej ostatniej informacji,
aby zauwazy¢ pewna dychotomig¢ dotyczaca optymalnych stalych w nieréwnosciach dla 7.5, TS, T2,

Dla krotki 9’ = (p, p1,...,p1) € (0,00)"+! spetniajacej p% +---+ i = % badamy nieréwnosci
IO Fs) mez) oy < C ] illexy oraz O Fa) ez )ereoiy < C T Iillericay,
lelL) le[L]

gdzie O((Far)mez, ) oznacza funkcje x — (’)((A&Pf(a:))Mez+) dla f € £P1(X) x - - x LPm(X). Niech
Cg’P(X , D, 8) oraz Cg’P(X , D, w) beda najmniejszymi statymi C' € [0, o] spetniajacymi te nier6wnosci.

Naszym punktem odniesienia jest n-wymiarowy uktad kanoniczny X, = (Z",2%" #,,T,), czyli Z"
z o-ciatem wszystkich podzbioréw, miara liczaca oraz T, = (Th.i)ic[n)» 2dzie

Tni(@1, .., Gim1, Qi Qig 1, .. Qp) = (a1, ..., ai—1,0; + 1, ait1,...ap), (a1,...,an) €Z".
Pierwszy gtéwny wynik [HS] to uogélnienie [43, Proposition 3.2(ii)].
Twierdzenie 4.9. Dia p, X, T, P jak wyZej z ustalonymi K, M, n mamy
(4.14) ChP(x,p,8) < CP (X, ys) oraz CHT(X,p,w) < ChT (X, w)
dla wszystkich O spetniajqcych (4.8), gdzie X, jest n-wymiarowym uktadem kanonicznym.

Odtad niech K = L = n = 1,7; = T i P, = id. Badamy oszacowania stabego typu (1, 1) i mocnego
typu (p,p) dla T2, Zdefiniujmy C*(X,1) = C%é,‘sd()(, (1,1),w) i C®(X,p) = C%’,lsd(é’(, (p,p),s) dla
p € (1, 00). Definiujemy C°*(X', 00) podobnie, odnoszac si¢ do nieréwnosci | 7% f || coo (x) < C| f1| zoo ()
Ponadto definiujemy tak samo C¢(X,p) i C*(X,p) dla p € [1, oo], uzywajac T i T zamiast T2°.

Niech X bedzie nietrywialny, czyli 0 < u(E) < oo dla pewnego E C X, i ergodyczny, czyli T~1(E) =
E implikuje p(F) = 01lub (X \ E) = 0. Dla takiego X méwimy, ze X ma skonczenie wiele atoméw, jesli
dzieli si¢ na roztaczne mierzalne zbiory Xo, X1,..., X7, [ € Z4, takie ze u(Xo) = 0, T(X;) C X, dla
ie[l—1],T(Xr) C Xi,izaden Xj, i € [I], nie dzieli si¢ na roztaczne zbiory o niezerowej mierze.

Dla uktadu X jak wyzej zachodzi nastgpujaca dychotomia znana jako lemat Kakutaniego—Rokhlina:

(A) zbiér X ma skonczenie wiele atoméw,

(B) dla kazdego I € Z, istnieje E; C X, taki ze 0 < u(Ej) < oo oraz T~%(E), i € [I], sa roztaczne.

Drugim gtéwnym wynikiem [HS] jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.10. Dla nietrywialnego uktadu ergodycznego X jak wyzej jesli p € {1, 00}, to C*5(X,p) =
Co(X1,p), ajeslip € (1,00), to mamy nastepujgcq dychotomig:

e jesli zachodzi (A), to C*(X,p) < C*(X1,p),

e jesli zachodzi (B), to C*(X,p) = C%(X1, p).
Podobnie jesli p = oo, to C°(X,00) = C(X1,00) oraz C*(X,00) = C*(X1,00), a jesli p € [1,00), to
mamy nastepujqacq dychotomig:

e jesli zachodzi (A), to C°(X,p) < C°(X1,p) i C*(X,p) < C*(X1,p),

e jesli zachodzi (B), to C°(X,p) = C°(X1,p) i C*(X,p) = C* (X1, p).
Jesli w szczegdlnosci zachodzi (B), to

o CO(X,1) =1, (X, 1) = 2,i Co(X,1) = BY0L 1o [54],
e CY(X,p) =cp, p € (1,0), gdzie c, € Ry jest rozwiqzaniem (p — 1)zP — pzP~t — 1 = 0, por: [33],

o C¥(X,00) =C"X,00) =C(X,00) = 1.
Aby udowodnié twierdzenie 4.10, w szczegdlnosci ostatnia cze$¢, postugujemy si¢ schematem ponizej.
(1) Pokazujemy zwiazki migdzy operatorami Hardy’ego-Littlewooda na Z i operatorami 7%, Ti¢, T}
(2) Pokazujemy, ze state Hardy’ego—Littlewooda na R i Z sa rowne dla badanych przypadkéw.

(3) Przypominamy pomysty uzyte do obliczenia statych Hardy’ego—Littlewooda na R, zob. [33] i [54].
(4) Znajdujemy ostre warunki na X’ niezbgdne do uzycia tych pomystéw w kontekscie ergodycznym.
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4.3.11. Pozostate wyniki.

[P1] D. Kosz, On relations between weak and strong type inequalities for maximal operators on non-
doubling metric measure spaces, Publ. Mat. 62 (2018), 37-54. 10.5565/PUBLMAT6211802

[P2] D. Kosz, On relations between weak type and restricted weak type inequalities for maximal operators
on non-doubling metric measure spaces, Studia Math. 241 (2018), 57-70. 10.4064/sm8724-5-2017

[P3] D. Kosz, On relations between weak and strong type inequalities for modified maximal operators on
non-doubling metric measure spaces, Forum Math. 31 (2019), 785-801. 10.1515/forum-2018-0126

[P4] D. Kosz, Dichotomy property for maximal operators in nondoubling setting, Bull. Aust. Math.
Soc. 99 (2019), 454-466. 10.1017/S000497271800120X

[P5] D. Kosz, BMO spaces for nondoubling metric measure spaces, Publ. Mat. 64 (2020), 103-119.
10.5565/PUBLMAT6412004

[P6] D. Kosz, Maximal operators on Lorentz spaces in non-doubling setting, Math. Z. 298 (2021), 1523—
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[P7] D. Kosz, Boundedness properties of maximal operators on Lorentz spaces, Ann. Fenn. Math. 48
(2023), 515-535. 10.54330/afm.131758

[P8] D. Kosz, A condition for general bases revisited: complete classification of definitions, Proc. Amer.
Math. Soc. 150 (2022), 3831-3839. 10.1090/proc/16014

[P9] D. Hanrahan, D. Kosz, Sharp estimates for Jacobi heat kernels in conic domains, J. Approx. The-
ory 293 (2023), no. 105921, 1-11. 10.1016/j.jat.2023.105921

[P10] D. Kosz, On the doubling condition in the infinite-dimensional setting, Bull. Aust. Math. Soc. 108
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[P11] D. Kosz, G. Rey, L. Roncal, Weak-type maximal function estimates on the infinite-dimensional torus,
Math. Z. 150 (2023), no. 43, 1-14. 10.1007/s00209-023-03302-w

[P12] C. Gonzélez-Riquelme, D. Kosz, The maximal function of the Devil’s staircase is absolutely conti-
nuous, J. Geom. Anal. 34 (2024), no. 131, 1-13. 10.1007/s12220-024-01562-4

[S1] D. Kosz, B. Langowski, M. Mirek, P. Plewa, Polynomial ergodic theorems in the spirit of Dunford
and Zygmund, preprint (2023), 1-26. arxiv.org/abs/2304.03802

Prace [P1]-[P7] wchodza w sktad mojej rozprawy doktorskiej i sa omawiane zbiorczo w rozdziale 4.3.12.
Pozostate artykuty [P8]-[P12] oraz preprint [S1] sa omawiane odpowiednio w rozdziatach 4.3.13—4.3.18.

4.3.12. Maximal operators in nondoubling metric measure spaces (prace [P1]-[P7]). Gdy w latach 2015-
2019 bytem doktorantem na Politechnice Wroctawskiej, gléwnym celem moich badafi byto opisanie wtasno-
$ci operatoréw maksymalnych Hardy’ego—Littlewooda w kontekscie przestrzeni niedublujacych. W 2019 r.
obronitem z wyréznieniem rozprawe doktorska Maximal operators in non-doubling metric measure spaces,
ktérej promotorem byt prof. dr hab. Krzysztof Stempak.

Rozdziat 1 jest wprowadzeniem do tematyki badan. Pozostate czgsci rozprawy omawiamy ponize;j.

W rozdziale 2 badamy nieréwnosci mocnego, stabego i restrykcyjnie stabego typu (p, p). Na pytanie

Dla jakich przedziatéw p operatory M5 i Mx spetniajq trzy wspomniane typy nieréwnosci?
udzielamy pelnej odpowiedzi, wymieniajac wszystkie mozliwosci. Rozwazamy w tym celu sze$¢ zbioréw
F(X), P (X), P (X), (%), Py (X), Br(X) € [1, 0],

oznaczajacych zakresy p, w ktérych dany operator spetnia dang nieréwnos¢, a nastgpnie opisujemy wszystkie
mozliwe ich konfiguracje. Tym samym uzupetlniamy wcze$niejsze wyniki, zob. [63] i [46, 47, 48]. Nastepu-
jace twierdzenie podsumowuje wyniki z [P1] i [P2].
Twierdzenie 4.11. Dia X zbiory PS(X), PS(X), PS(X), Ps(X), Py(X), Po(X) spetniajq ponizsze warunki.
(1) Kazdy z nich ma postac¢ {oo}, (pg, 00| lub [po, 00| dla pewnego pg € [1,00).
(2) Mamy Py(X) € PE(X), Py(X) C PS(X) oraz P,(X) C PS(X).
(3) Mamy PS(X) C Pg(X) C PF(X) C PS(X) oraz Py(X) C Py(X) C Bi(X) C Py(X).
(4) Mamy PF(X) = [1,00] = PS(X) = [1,00]| oraz P,(X) = [1,00] = Py(X) = [1, 0]
Na odwrot, kazdq konfiguracje szesciu zbiorow spetniajacych (1)—(4) realizuje pewna niedublujgca X.
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1
loc

1 1
M5 . f(x) == sup / du oraz Mgy . f(x) = sup / fldu, x € X,
wel (0= S0 B ) Sy 2l () =50 ) S

gdzie kB oznacza kulg koncentryczna z B o promieniu x razy wigkszym. Operatory tego typu wprowadzili
Nazarov, Treil i Volberg [56]. Byly one réwniez rozwazane w [62] i [65, 66]. W szczegdlnosci wiadomo, ze
M‘%’z i My 3 zawsze sa stabego typu (1, 1). W [P3] rozwazamy cztery zbiory parametréw

PS(X,k), Po(X, k), Ps(X, k), Py(X, k) € [1,00]
dla kazdego ustalonego « i opisujemy wszystkie mozliwe ich konfiguracje.
Twierdzenie 4.12. Dia X gdy x > 1, t0 PS(X, k), PS(X, k), Ps(X, k), Py (X, k) spetniajq ponizsze warunki.

(1) Kazdy z nich ma postac¢ {0}, (po, 00| lub [pg, 00| dla pewnego py € [1,0).
(2) Mamy Py(X,k) C PS(X,k) i Py(X,k) C PS(X, K).

(3) Mamy PS(X, k) C PS(X,k) C PS(X, k) oraz Ps(X, k) C Py(X,k) C Ps(X, k).
(4) Mamy PS (X, k) = [1,00] dla k > 2 oraz Py (X, k) = [1,00] dla k > 3.

Na odwrot, kazda konfiguracje czterech zbiorow spetniajqcych (1)—(4) realizuje pewna niedublujqca X.

W rozdziale 3 badamy zmodyfikowane operatory maksymalne. Dla k € [1,00) i f € L; .(X) zdefiniujmy

Rozdziat 4 jest kulminacja rozprawy. Dla ustalonego p € (1, 00) badamy wtasnosci M$, poprzez analize
jego ograniczonosci z LP4(X) do LP"(X) dla wszystkich ¢, € [1, 00]. Wprowadzamy klasg przestrzeni,
inspirujac si¢ tymi badanymi w [66], dla ktérych zakresy ograniczonosci sa bardzo szczegélne. W efekcie
przy niewielkich naturalnych zatozeniach na X opisujemy wszystkie mozliwe ksztalty zbiorow

QO (%) = {(%, 1) € [0,1)* : M jest ograniczony z £L7(X) do £P"(X)} C [0,1]°.
Nastgpujace twierdzenie podsumowuje wyniki z [P6] i [P7]. Wspomnijmy, ze to samo zachodzi dla M.

Twierdzenie 4.13. Ustalmy p € (1, 00). Niech supp(u) = {x € X : u(B(x,s)) > 0 dla kazdego s € R, }
dla danej przestrzeni X. Jesli u(X \ supp(p)) = 0, to zachodzi nastgpujqca dychotomia.
o Brzeg Wy (X) jest pusty, czyli Q% (X) = 0 lub QF; (X) = [0,1]%
e Brzeg Oy (X) ma posta¢ {6} x [0,lim, 5 F(u)] U {(u, F(u)) : u € (§,1]} gdzie 6 € [0,1] oraz
F: [5,1] — [0, 1] jest wklesta, niemalejqca i spetniajqca F(u) < u.
Na odwrdt, dla kaidej F jak wyZej istnieje taka X, Ze M jest ograniczony z LP9(X) do LP"(X) wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt (é, %) lezy na lub pod wykresem funkcji F', czyli % >0 % < F(%)

W rozdziale 5 badamy przestrzenie BMOP(X) funkcji o skoriczonej sredniej p-oscylacji dla p € [1,00)
(por. [53]). W [PS5] opisujemy wszystkie mozliwe relacje pomigdzy tymi przestrzeniami rozumianymi jako
zbiory funkcji. Zawieramy tez pewne dalsze rozwazania zwigzane z nieréwnosScia Johna—Nirenberga [39].
Twierdzenie 4.14. Dla X zachodzi nastepujqca dychotomia dotyczaca BMOP(X) dla p € [1, 00).

o Wszystkie te przestrzenie pokrywajq sie.
e Istnieje py € (1,00) (ew. py € [1,00)), takie ze BMOP(X) = BMO(X) dla p < po (ew. p < po)
oraz BMOP' (%) C BMOP?(X) dla1 < p; < ps < 00ipa > po (ew. p2 > pp).
Na odwrot, kazdq sytuacje opisang wyzej (z dowolnym pg) realizuje pewna niedublujqca X.

W rozdziale 6 przypominamy nastepujaca dychotomig. Jesli X jest dublujaca, to dla kazdej f € L (X)

loc
mamy M5 f = oo albo M f < oo prawie wszedzie, zob. [6], [32]i [1]. W [P4] badamy niedublujace X.
Twierdzenie 4.15. Mozna skonstruowac cztery niedublujqce X realizujqce kazdy ze scenariuszy w odniesie-
niu do wystgpienia lub braku wystapienia powyzszej dychotomii przy jednoczesnym badaniu MS. i Mx.

W dodatku przedstawiamy elementarny dowdd pomocniczego twierdzenia interpolacyjnego dla £P9(X)
przy stalym p. Autorowi nie jest znany zaden wczesniejszy elementarny dowdd tego twierdzenia.
Twierdzenie 4.16. Ustalmy p € [1,00), 1 < qo < q1 < 00i 1 < rg,r1 < 00 spetniajgce qo < roiqp < ri.
Dla X zatoimy, ze M jest ograniczony z LP9(X) do LP"(X) dlai € {0,1}. Dla 6 € (0, 1) niech
1 1—-0 0 1 1-6 6
= + — oraz — = .

de do qn T To 1
Wowczas M jest ograniczony z L9 (X) do LP70 (X).
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4.3.13. A condition for general bases revisited: complete classification of definitions (praca [P8]). W tym
artykule badamy operatory maksymalne stowarzyszone z bazami rézniczkowania, zob. rozdziat 4.3.3.

Duoandikoetxea, Martin-Reyes i Ombrosi [29] rozpoczeli dyskusje na temat dwunastu réznych definicji
warunku A.,. W przypadku kostek w R™ kazde dwa warunki sg réwnowazne, ale dla ogélnych baz moze
zaj$¢ rownowaznosc, jednostronna implikacja albo brak zaleznosci. Dla wigkszosci par odpowiednia relacja
zostala juz ustalona w [29]. W [P8] zajmujemy si¢ wszystkimi pozostalymi przypadkami.

Dla o-skoniczonej przestrzeni miarowej (X, X, 1) i E € X piszemy |E| = u(F). Dlabazy B C ¥, takiej
7e 0 < | B| < oo dla kazdego B € B, nastepujace definicje stwierdzenia w € A5 (X) sa rozwazane w [29].

(D1) Istnieja p € (1,00) oraz C), € R, takie ze dla p* := 1% i kazdego B € B mamy

(1B [ waw) (1817 [ W' an)" <,

(D1) Istnieja §,C € R, takie ze % <C (%)5 dla kazdego B € B i kazdego u-mierzalnego £ C B.

(D2) Istnieje C' € R, takie ze dla kazdego B € B mamy

\B|_1/wd,u§Cexp{B|_1/logwdu}.
B B

(D2) Istnieje C' € R, takie ze dla kazdego s € (0,1) i kazdego B € B mamy

1/s
|B\1/ wdu§C<\Bll/deu> .
B B

(D3) Istnieja ¢ € (1,00) oraz C, € R, takie ze dla kazdego B € B mamy

1/
(]B|_1/ wqdu> qSCq|B\_1/ wdp.
B B

(D3) Istnieja 6, C' € R, takie ze % <C (%)6 dla kazdego B € B i kazdego p-mierzalnego E C B.
(D4) Istnieja o, B € (0, 1), takie ze dla kazdego B € B i kazdego p-mierzalnego F C B mamy

|E| < a|B] = u(E) < Bu(B).
(D4) Istnieja o, 3 € (0, 1), takie ze dla kazdego B € B oraz wp = w(B)/|B| mamy

{x € B:w(x) <awp}| < B|B|.
(D5) Istnieje C' € Ry, takie ze dla kazdego B € B mamy

wp < Cinf{t e Ry : 2{z € B:w(z) > t}| < |B|}.

(D6) Istnicje C' € Ry, takie ze dla kazdego B € B mamy [, wlog™ (w/wp)du < Cw(B).
(D7) Istnieje C' € R, takie ze dla kazdego B € B mamy [5 Mp(wlg)du < Cw(B).
(D8) Istnieja C, 3 € R, takie ze dla kazdego B € B jesli A > wp, to

w{r € B:w(z) > A\}) <CA{z € B:w(z) > B}
Z [29] wynika, ze (DI) i (DI) sa réwnowazne dla kazdego I € [4]. W [P8] dostajemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4.17. Tabela ponizej opisuje, czy (DI) z pierwszej kolumny implikuje (DJ) z pierwszego rzedu
dla kazdej pary {1,J} € [8]2. Symbol [ - | oznacza, ze wynik nie byt wezesniej znany.

— [y | 02| D3) | (D9 | D5) | D6) | (D7) | (DY)
oy | v | v | x| v ] v]x |wm]|«x
2| x | v | x| v ] v ] x| wm]| «x
)| x | x | v ] v x| v]m]| «x
Yy | x | x | x| v | x| x| x
ms) | x || x| v | v ] x| «x
me)| x | x | x| v | x| v || x
on| x | x | x| x| x| x| v ]| x
o) | x | x | v ]| v x| v]m]|v
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4.3.14. Sharp estimates for Jacobi heat kernels in conic domains (praca [P9]). W tym artykule nie badamy
operatoréw maksymalnych.

W [P9] podajemy prawdziwie ostre oszacowania dla jadra ciepta Jacobiego na wielowymiarowym stozku
i jego powierzchni. Laczymy tu teori¢ wielomianéw Jacobiego na stozku zbadang przez Xu [70] z pewnymi
nowymi metodami opracowanymi przez Nowaka, Sjogrena i Szarka [59] dla sferycznego jadra ciepta.

Opiszmy teori¢ zgodnie z [28, Section 3] i [70, Section 1]. Dla odpowiedniej wagi @ na dziedzinie 2 C
R™ mozna zbudowaé bazg ortogonalng wielomianéw w przestrzeni £2(€2, w). Dla kazdego r € {0, 1, ...},
niech V, (w) bedzie podprzestrzenia przestrzeni £2((2, @) rozpieta przez wszystkie wektory bazowe bedace
wielomianami stopnia 7. Wéwczas rzut ortogonalny proj,.: £2(Q2, ) — V(=) przyjmuje postaé

proj, f(z) = /Q F () Pr (w2, ) de(y)

dla pewnej funkcji P, (co; -, ) : Q2 — R zwanej jadrem reprodukujqcym V,(w). Zat6zmy, ze mamy liniowy
operator rézniczkowy drugiego rzgdu D, ktérego funkcjami wlasnymi sa wszystkie wielomiany bazowe,
a wartosci wiasne AP zaleza tylko od r. Dla 7 € (0, c0) definiujemy jadro ciepta powiazane z D wzorem

o

he(w;x,y) = Z e T P (w;x,y).
r=0
Dla wielowymiarowego stozka i jego powierzchni obiekty te zostaty wprowadzone w [70]. Niech

Vil = {(2,t) e R" xR : ||z|| < t, t €[0,1]} oraz W, (z,t) = (t* — Ha:HQ)“*%(l —t)7

beda stozkiem i powiazana waga, gdzie ||z|| := ||z |2, za$ p € [0, 00) iy € [—3, 00) sa ustalone. Wéwczas
(1= t)(t07 +2(x,Vo)0h) + > _(t—27)02, = 2> 20,05, + (2 + )0y — v((x, V) + t0;)
i i<j

to powiazany operator D, -, gdzie V, to gradient w kierunku x, za$ v := 2 + v + n + 1. Podobnie niech
Votl = {(z,t) e R*xR: ||z =t, t € [0,1]} oraz ¢, (t) =t "1(1—¢t)
beda powierzchnia stozka i powiazana waga, gdzie y € [—%, o0) jak wyzej. Wowczas
H1— )02+ (n—1—t(n+)0 +t A
to powiazany operator D.,, gdzie Aém) to operator Laplace’a—Beltramiego na sferze S"~! w kierunku z.
Gtéwny wynik [P9] wyglada nastgpujaco (pomijamy szczegétowy opis FP;).

Twierdzenie 4.18. Dlan € Z, \ {1} i (x,t), (y,s) € V" niech I :== \/1 —t/1 — 5, Iy := /st + (z,y)
oraz Iy = /12 — ||z|2\/s2 — ||ly||%. Jadro ciepta h (W, ~; (x,1), (y, s)) na V"1 jest poréwnywalne z

_n+l

T (L4 7) T (I +7) P (L) I+ 7) P exp { — Larceos® (I3/2 + I3/2)Y% + 1)}
dlat € (0,1)i (z,t), (y,s) € V'L, za§ jadro ciepta h.(p.; (1), (y,8)) na Vit jest poréwnywalne z
T2 (I + T)_’Y_%(IQ +7) 2+ exp { — Larccos? ((122/2)1/2 + 1)}
dlat € (0,1]i (z,t), (y,s) € VoL Gdy 7 € [1,0), oba jadra sq poréwnywalne z 1.

Ponizej zamieszczamy kilka uwag dotyczacych twierdzenia 4.18.

(a) Podane oszacowania sg ostre z doktadnoscia do statych. Jak dotad tylko dla kilku przestrzeni otrzy-
mano tak precyzyjny wynik. Inne rezultaty tego typu mozna znaleZé w [26], [58] i [52].

(b) Wielowymiarowe stozki tacza wlasnosci geometryczne odcinkéw i kul euklidesowych. Dlan = 1
zanika komponent euklidesowy i problem upraszcza sig, por. [70, Section 2.5].

(c) Oszacowania dla 7 € (0, 1] sa nowe, za$ przypadek 7 € [1, 00) wynika z ogdlnej teorii. Dla danego
T € Ry te same wyniki zachodza w zakresach (0,7 i [T, 0o) z pewnymi statymi zaleznymi od 7.

(d) Dowdd opiera si¢ na wyrazeniu badanych jader ciepta w terminach jadra ciepla zwigzanego z kla-
sycznymi rozwinigciami Jacobiego na [—1, 1]. Nasladujemy tu dowdd z [59], jednak okazuje sig, ze
n-te sktadniki w naszych jadrach odpowiadaja 2n-tym sktadnikom w klasycznym jadrze ciepta. Na
szczeScie mozemy sztucznie doda¢ sktadniki nieparzyste do wzordw, poniewaz ich catki wynosza 0.
To zjawisko nie wystgpowato w kontekscie przestrzeni badanych w [59].
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4.3.15. On the doubling condition in the infinite-dimensional setting (praca [P10]). W tym artykule nie
badamy operatoréw maksymalnych, ale badamy przestrzen T“ rozwazana w [H2] i [H3].
Kwazimetrykq na niepustym zbiorze X jest odwzorowanie p: X x X — [0, co) spetniajace trzy warunki:

e p(x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = y,

o p(x,y) = py, x),
e p(x,y) < K(p(x,z) + p(z,y)) dla pewnej uniwersalne;j statej K € [1, 00).

Jesli ostatni warunek jest spetniony dla K = 1, to p jest metryka.
Istnieje kanoniczny sposéb wprowadzania topologii 7, na X zwiazanej z p. Dlaxz € X ir € R niech

By(z,r) =={y € X : p(z,y) <r}.
Wtedy G C X jest otwarty, czyli G € T,, jesli dla kazdego = € G istnieje 7, € R, taki ze By(z,r;) C G.
Dla niepustego X, kwazimetryki p i miary borelowskiej y méwimy, ze (X, p, i) jest jednorodna w sensie

Coifmana—Weissa (por. [24]), jesli 0 < u(B,) < oo dla wszystkich kul B, C X (w szczegdlnosci kule
musza by¢ p-mierzalne) oraz istnieje C' € [1, 00), taka ze

w(By(x,2r)) < Cu(By(z,7)) re X, reRy.
W kontekscie X = T“ postawione zostato nastgpujace pytanie (por. [30, Nota 2.34]):
Czy mozliwe jest uczynienie T przestrzeniq jednorodng w sensie Coifmana—Weissa?
W [P10] pokazujemy, ze bez zniszczenia geometrycznej lub topologicznej struktury T nie jest to mozliwe.

Twierdzenie 4.19. Dla ograniczonej translacyjnie niezmienniczej kwazimetryki p na T nie da sig znaleZ¢
na o-ciele generowanym przez p, takiej ze (T%, p, ) jest jednorodna w sensie Coifmana—Weissa. Podobnie
dla kwazimetryki p na T%, dla ktorej T, pokrywa sie ze zwyktq topologiq, nie da sig znaleZ¢ miary borelow-
skiej i, takiej ze (T, p, ) jest jednorodna w sensie Coifmana—Weissa.

4.3.16. Weak-type maximal function estimates on the infinite-dimensional torus (praca [P11]). W tym
artykule badamy operatory maksymalne stowarzyszone z bazami rézniczkowania, zob. rozdziat 4.3.3.

W [P11], uzywajac pomystéw Cérdoby i Feffermana [25], znajdujemy ostre ograniczenia w nierowno-
$ciach stabego typu (p, p) dla operatora maksymalnego zwiazanego z jedna (e, [)-konfiguracja wokot QQ € R.
Twierdzenie 4.20. Niech Sy bedzie (e,1)-konfiguracjq wokét Q € R. Dla p € (1,00) niech p* = p%l
i Ap(So) = elV/P. Wowczas ismieje uniwersalna stata C' € R, dla ktérej prawdziwe sq nieréwnosci.

(1) Jesli Ap(Sp) < p*e P, to
Mo |l 2o () £rioe (1) < C-
(2) Jeslip*e P < Ay(So) < p*e o
Mol 2o (1) £ooo(rey < Cp*(log(p*/ Ap(S0)))
(3) Jesli Ay(So) > p*e?, to
Myl 2r (1) £poo (1) < CeAp(So).
(4) Dla A(Sy) = el/log(e~") bedacego stabszq wersjq A1(Sy) mamy
Mo |l 2 10g £(T)—s 2100 (1) < C(1 + A(S0))-
Podane oszacowania sq ostre 7 doktadnosciq do statych ograniczonych jednostajnie ze wzgledu na €, 1, p.
Wynika stad nastgpujacy wniosek.
Whiosek 4.21. Niech S bedzie sumq roztqcznych (e;,1;)-konfiguracji S; wokét Q; € R dla j € Z.. Niech
Ap(S) = supjez, Ap(S;) i A(S) = sup ey, A(S;). Wowczas dla p € (1, 00) mamy
Ml zp(Te)y—roo(mey < 00 = Ap(S) < 0.

Jesli w szczegolnoscie; = jﬁ ilj =47 (ew. l; = [log(j+2)j%|) dla pewnego py € (1,00), to zakresem

zbieznosci dla Mg jest doktadnie [po, 00| (ew. (po, 00]). Ponadto dla p = 1 mamy
M| £ 1og £(Tw)—croe(mey < 00 <= A(S) < oo,
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4.3.17. The maximal function of the Devil’s staircase is absolutely continuous (praca [P12]). W tym
artykule badamy gtadkos¢ funkcji maksymalnych, zob. rozdziat 4.3.6.
Z [3] wynika, ze jesli f € BV(R), to Mg f jest absolutnie ciagta. W [P12] zajmujemy si¢ pytaniem:

Dla jakich funkcji f € BV (R) otrzymujemy, ze My, f jest absolutnie ciqgta?
R

Biorac np. funkcje Heaviside’a 1 ) zauwazamy, ze jesli f € BV(R), to Mg, f. Jesli zkolei f € BV(R)
jest absolutnie ciagta, to M, f réwniez, zob. [44, Theorem 1.3]. Stad BV(R) N C(R) \ AC(R) to naturalna
klasa do zbadania, a waznym przyktadem jest funkcja Cantora h. Dzigki strukturze zbioru Cantora mamy

&h € AC(R), przy czym kluczowe jest pokazanie, ze £, = {x € R : Mih(z) = h(x)} spetnia
\h(Ep)| = 0. Rysunek 2 pokazuje, ze Srednie wartosci h na (3, 3), (2,1), (3,1) to odpowiednio 3, 3, 2.

373 2> 48
Poniewaz h i M§h sarosnace, z h(3) = 11 Mh(2) > 2 otrzymujemy, ze h(Ey) N (3, 3) = 0.
A

1
s | , /‘/
tls )
1 ][ 8 1y 7
2
1
1

12 1 2 7 8 1

9 9 3 3 9 9

RYSUNEK 2. Funkcja Cantora h i jej Srednie na (3, 2), (3,1), (5,1).

To samo podejscie dziata dla funkcji zwigzanych z miarami d-Ahlforsa. Dla zbioru domknigtego A €
[0, 1] i dodatniej miary borelowskiej  na R méwimy, ze A jest typu d-Ahlforsa wzglgdem 7, jesli n(R\ A) =
0 iistnieje C' € (1, 00), taka ze dla kazdego = € A i kazdego r € (0, 1) mamy

c 1yt < n(lz —rxz+r]) < Cr,

Moéwimy tez, ze 7 jest miara d-Ahlforsa zwiazana z A. Przyktadowo miara Hausdorffa na tréjkowym zbiorze
Cantora jest miara d-Ahlforsa dla d = log 2/ log 3. Gtéwny wynik z [P12] wyglada nastgpujaco.

Twierdzenie 4.22. Dia m € Z okreslmy g(z) := Y ;" 11;([0, x]), gdzie (11;)I"; to ciqg miar d;-Ahlforsa,
d; € (0,1), zwiqzanych z domknigtymi zbiorami E; C [0, 1]. Wowczas Mg, g jest absolutnie ciggta.

4.3.18. Polynomial ergodic theorems in the spirit of Dunford and Zygmund (praca [S1]). W tym artykule
badamy operatory maksymalne w teorii ergodycznej, zob. rozdziat 4.3.5.

W 1951 r. Dunford [27] i Zygmunt [71] niezaleznie uog6lnili twierdzenie ergodyczne Birkhoffa [9] na
przypadek wieloparametrowy z wieloma przeksztatceniami zachowujacymi miarg. Niech X = (X, B, u, T),
gdzie (X, B, 11) jest o-skoficzona przestrzenia miarowa , zas$ 7 jest rodzing K € Z, zachowujacych miarg
niekoniecznie komutujacych potokéw (T})ser, czyli T : X — X zachowuja miare oraz T}T} = Té“l dla
t,' € RiT? = id. Niech X x RX > (z,t1,...,tx) > T{' - Ti¥2 € X bedzie funkcja mierzalna.
Wéwezasdlap € (1,00) i f € LP(X) nastgpujaca granica istnieje p-prawie wszedzie

1
(4.15) lim / FTH T ) d(t, . .. k).
min{Mj,...,Mg}—oo M1 --- Mg [0,M71] % x[0,Mk] ( 1 K ) ( )
W [S1] dostajemy wielomianowe rozszerzenie tego wyniku. Dla n € Z niech R]tq, ..., t,] bedzie prze-
strzenig wielomianéw n-zmiennych P(ti,...,t,) o wspdlczynnikach rzeczywistych i n niewiadomych.

Kazdy taki wielomian identyfikujemy z funkcja R™ > (¢1,...,t,) — P(t1,...,t,) € R. Jesli P =
{P1,...,Pg} CR[ty,...,t,], to degP := max{deg Py, : k € [K]}, gdzie deg Py to stopieri P.
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Zatézmy, ze T sktada si¢ z przekszatcein komutujacych i spetniony jest warunek mierzalnosci. Dla funkcji
lokalnie catkowalnej f: X — Ri M = (Mjy,..., M,) € R} okreslamy

1 P (f) Pr(8), .\ qF
(4.16) ALP f(2) = ———— Fr oYy an re X
M My My Jjo )% [0,00] 1 K
Woéwecezas (4.16) jest wersja ciagla (4.7) z L = 1 dla n-wymiarowych prostokatéw zamiast kostek.
Teraz wprowadzimy pewne ciagte n-wymiarowe uogélnienie O z rozdziatu 4.3.5, ktére mierzy zachowa-
nie rodzin liczb (a;) jERT - Dla j,j' € RY piszemy j < j' wtedy i tylko wtedy, gdy j; < j; dla wszystkich
i € [n]. Dla parametru S € Z, definiujemy

Gs = {(ls)seis+1) CRY : [t < -+ < Ig41}

oraz, gdy Z € &g1ip € [1,00), definiujemy powigzana péinormg g-oscylacyjng wzorem

/
07((a))jery) = ( > sup aj— %I”)l ’

selS] Is<j<Is41
Gléwny wynik [S1] wyglada nastgpujaco.
Twierdzenie 4.23. Dla X i .AZV:[’P Jak wyzej jeslip € [1,00] i f € LP(X), to mamy ponizsze stwierdzenia.
(i) Jesli p € (1,00), to funkcje Az\—jpf zbiegajq w LP(X) dla min{ My, ..., My} — oc.
(ii) Jesli p € (1,00), to wartosci A;\%’Pf(m) zbiegajq dla min{ My, ..., My} — oo oraz dla pu-prawie

wszystkich x € X .
(iii) Jesli p € (1, o], to zachodzi nastepujaca nieréwnos¢é maksymalna

T7
H sup ‘AMP,HHUJ(X) < C(p, degp)”fHEP(X)-
MeRK

(iv) Jesli p € (1, 0), to zachodzi nastepujaca nieréwnosé oscylacyjna

sup sup ||OZ2(ATT £ M e R? < C(p,degP )
SeszrzegSH 1(Ag S ooy < Cp,deg P fll o)

gdzie (’)%(.AAZ’P]” ‘M e R") oznacza funkcje v — O%(Az\—jpf(x) ‘M e R%).
Stata C(p, deg P) zalezy od deg P, ale nie zalezy od wspdtczynnikow wielomianéw P

Punkty (i)—(iii) sa wnioskami z nieréwnosci oscylacyjnej (iv), poniewaz pracujemy z operatorami Sredniu-
jacymi, ktére sa jednostajnie ograniczone na £P(X’). Ta sama strategia byta uzyta w [43] w celu pokazania
punktowej zbieznoSci pewnych dwuliniowych Srednich ergodycznych z ta réznica, ze zamiast pétnormy g-
oscylacyjnej autorzy wykorzystali podobny obiekt, jakim jest pétnorma wariacyjna.

5. INFORMACJA O WYKAZYWANIU SIE ISTOTNA AKTYWNOSCIA NAUKOWA
REALIZOWANA W WIECEJ NIZ JEDNEJ UCZELNI, INSTYTUCJI NAUKOWEJ

W trakcie mojej kariery bylem zatrudniony w 2 instytucjach naukowych:

e Politechnika Wroctawska (od 2019),
e Basque Center for Applied Mathematics (2021-2023).

Ponadto odbytem § wizyt zagranicznych (Baylor University, Institute for Advanced Study, Rutgers Univer-
sity) oraz regularnie uczestnicz¢ w konferencjach o charakterze migdzynarodowym. Obecnie wspdipracuje
z matematykami z ponad 5 r6znych krajow.

Gtéwnym efektem mojej aktywnosci naukowej jest osiagnigcie opisane w rozdziatach 4.3.6-4.3.10. Do-
datkowg warto$¢ maja pozostate prace opisane w rozdziatach 4.3.12-4.3.18. Warto podkresli¢, ze aktywnos§¢é
w réznych jednostkach znajduje odzwierciedlenie w spektrum podejmowanych tematéw badawczych. Naj-
pierw poznatem klasyczna teorig¢ operator6w maksymalnych na Politechnice Wroctawskiej, co zaowocowato
artykutami [H1] oraz [H4]. Bedac w Basque Center for Applied Mathematics skupiatem si¢ bardziej na ope-
ratorach maksymalnych stowarzyszonych z bazami rézniczkowania i tutaj pracowatem nad artykutami [H2]
oraz [H3]. Inspiracje do napisania artykutu [HS] z kontekstem ergodycznym daty mi wizyty naukowe.
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6. OSIAGNIECIA W NAUCZANIU I POPULARYZACJI NAUKI

Miatem przyjemnos¢ uczy¢ ponad tysiac studentéw, odbywajac studia doktoranckie na Politechnice Wro-
ctawskiej (2015-2019) oraz pracujac tam jako asystent (2019-2020) i adiunkt (od 2020). Prowadzitem ok. 30
kurséw, w tym wyklady z analizy matematycznej oraz ¢wiczenia z algebry liniowej i analizy funkcjonalne;j.

Bytem promotorem i mentorem 3 studentéw (moja rola jest podana w nawiasie):

e Wojciech Stomian (promotor pomocniczy), rozprawa doktorska Aspects of discrete harmonic analy-
sis obroniona z wyrdznieniem, 2023.

e Adrian Kit (mentor), praca magisterska O statych izotropowych ciat wypuktych, 2023.

e Dawid Hanrahan (promotor), praca magisterska Rownanie ciepta na stozku wyrézniona Il nagroda
w Konkursie im. J6zefa Marcinkiewicza, 2021.

e Adrian Kit (promotor), praca licencjacka Problem igty Kakei i pokrewne zagadnienia optymalizacyyj-
ne, 2021.

e Wojciech Stomian (mentor), praca magisterska Transferencja oszacowari LP pomiedzy zsymetryzo-
wanymi rozwinigciami Jacobiego a transformatq Dunkla wyrézniona Il nagroda w Konkursie im.
J6zefa Marcinkiewicza, 2019.

Poza tym wyglositem kilka odczytéw popularnonaukowych podczas lokalnych konferencji dla studentéw.
Jestem tez cztonkiem Komitetu Okrggowego Olimpiady Matematycznej dla uczniéw szkét Srednich.
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