ABSTRACT OF THE DOCTORAL DISSERTATION
Title: Dynamics of countable amenable group actions

Sebastian Edward Kopacz, June 2024

This dissertation focuses on the study of the dynamics of countable amenable group
actions. The entire work consists of four chapters. The first chapter contains some backgro-
und, definitions and concepts appearing in this work; it also contains a brief and somewhat
informal discussion of the main results of the thesis. Chapters 2, 3 and 4, which can be
read separately, constitute the main part of the dissertation.

In each chapter we work with quasitilings and tilings. They allow us to use similar
techniques as in Z%actions. However, we need to adapt them properly to the different
assumptions and goals we have set for ourselves. This leads to many complicated operations
on elements of the group, for which we only know that it is amenable and countable.
Accordingly, we devote a lot of attention to developing the necessary new tools, applying
them later in reasoning analogous to those of Z?-actions. We also hope to find further
applications for such tiling and quasitiling techniques.

The first work focuses on the problem of creating a factor map from a symbolic dyna-
mical system onto a full shift. A well-known result states that any subshift of finite type
(SFT) with the action of Z and entropy greater or equal than log N factors onto the full
shift over N symbols. However, already for the Z? action, where d > 1, the assumption of
equal entropy is no longer a sufficient condition for the existence of such a factor map. In
the case of entropy greater than log N, some mixing condition (known as gluing) must be
added in order to factor a symbolic system in Z¢ onto full shift with N symbols. We use
similar methods to adapt these constructions to symbolic dynamical systems with actions
of amenable groups. We assume that X is strongly irreducible (which replaces the gluing
conditions, and allows us to discuss more general subshifts than those of finite type), that
it is non-periodic (it has non-periodic blocks for all possible sets of periods); furthermore,
we assume that the group G has the comparison property. Under these assumptions, we
create a factor map from X onto any full shift with smaller entropy (i.e. a full shift over
N symbols, where log N < h(X)).

In Chapter 3 we discuss the three classical results: the finite generator theorem of
Krieger, the homomorphism theorem of Sinai and the Ornstein isomorphism theorem for
Bernoulli shifts, classically proved by various methods. Nowadays, entropy theory has been
generalized to a larger family of groups, so that the above results have been extended to
actions of countably infinite amenable group. In the late 1990s, a paper by Burton, Keane
and Serafin presented a new approach to the proof of all three theorems, with the methods
deriving from an unpublished manuscript by Burton and Rothstein. The main idea was
to translate the statements of the theorems into the language of spaces of certain measu-
res (joinings) in product spaces, and then show that there were “many” isomorphisms (or
homomorphisms) in a suitable Baire space of measures (with some particular measures



identified with isomorphisms), which turns out to be easier than constructing an isomor-
phism or homomorphism explicitly. Such approach allows proving all three theorems in a
similar way; in such case we call them the residual theorems. All of the above was accom-
plished for Z-actions; our goal is to extend this method to actions of countably infinite
amenable groups. Here we follow similar lines to those of Burton, Keane and Serafin, al-
though we spend more time on the details and the clarity of the proof. The finite generator
theorem plays a key role, and its proof requires overcoming significant difficulties absent in
the case of Z-actions. In particular the development of markers and marker blocks becomes
much more intricate, since marker blocks must allow us to encode a quasitiling structure
leaving enough free space for other purposes.

The final chapter focuses on quasitilings and tilings. Quasitilings were introduced by
Ornstein and Weiss, as a method of dividing an amenable group into so called tiles. They
allow us to use similar methods as in the case of Z-actions, where we often partition infinite
sequences (corresponding to orbits) into blocks of finite lengths. Equivalently, this means
that we partition Z into subsets of finitely many “shapes”, and quasitilings/tilings aim to
accomplish the same for a general group. A quasitiling does not have to partition the entire
group, just “most” of it, in some well-defined sense. Tilings are “perfect” quasitilings i.e. the
tiles are pairwise disjoint, and the union of the tiles covers the whole group. Each quasitiling
corresponds to some symbolic point; the closed orbit of such a point is a symbolic dynamical
system, so we can speak of their entropy or the set of invariant measures. Downarowicz,
Huczek and Zhang proved the existence of tilings of entropy zero, with shapes that have
arbitrarily good invariance properties. However, it was unknown whether such tilings can
be chosen to be uniquely ergodic i.e. for the associated symbolic system to only support
one ergodic measure. Such a property is often useful when using (quasi)tilings to impose
external “markers” onto a dynamical system. In the present work we have been able to
construct a uniquely ergodic, zero entropy tiling of a countable amenable group G, whose
shapes have arbitrarily good invariance properties. We achieve this by creating a sequence
of tilings, for which we restrict the set of invariant measures by repeatedly replacing the
possible contents of large blocks by blocks chosen from a smaller subset of the available
possibilities. This forces the frequencies of blocks to be similar across the whole group, and
the discrepancy to be smaller when replacing larger blocks. Hence, the system generated
by the limit tiling can support only one ergodic measure.



STRESZCZENIE ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
Tytyl: Dynamika dzialan przeliczalnych grup ze $rednia
Sebastian Edward Kopacz, Czerwiec 2024

Rozprawa doktorska skupia sie na badaniu dynamiki dziatan przeliczalnej grupy ze
srednia. Catosé sklada sie z czterech rozdzialéw. Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe
informacje, definicje i pojecia pojawiajace sie w tej pracy. Zawiera rowniez krotka i nieco
nieformalng dyskusje gtéwnych wynikéw rozprawy. Rozdziaty drugi, trzeci i czwarty, ktére
mozna czytaé¢ oddzielnie, stanowia gtéwna czedé rozprawy.

W kazdym rozdziale pracujemy z kwaziparkietazami i parkietazami. Pozwalaja nam one
na uzycie podobnych technik jak w przypadku dzialania jednego przeksztalcenia. Musimy
je jednak odpowiednio dostosowaé¢ do zatozen i celow, ktére sobie postawiliSmy. Prowadzi
to do wielu skomplikowanych operacji na elementach grupy, o ktérej wiemy jedynie, ze
jest przeliczalna i éredniowalna. W zwiazku z tym poswiecamy wiele uwagi opracowaniu
niezbednych nowych metod i narzedzi, stosujac je pdzniej w rozumowaniach analogicznych
do tych dotyczacych dzialan Z?. Mamy réwniez nadzieje znalezé dalsze zastosowania dla,
takich technik zwiazanych z parkietazami i kwaziparkietazami.

Pierwsza praca koncentruje sie na problemie tworzenia odwzorowania faktoryzujacego z
dynamicznego uktadu symbolicznego na pelny shift. Dobrze znany wynik moéwi, ze dowolny
podukltad skonczonego typu (SFT) z dzialaniem liczb catkowitych i entropia wieksza lub
réwna log N faktoryzuje sie na pelny shift o N symbolach. Jednak juz dla dziatania Z¢,
gdzie d > 1, zalozenie rownych entropii nie jest juz wystarczajacym warunkiem do istnie-
nia takiego przeksztalcenia. W przypadku entropii wickszej niz log IV, nalezy dodaé jakis
warunek mieszania (znane jako sklejanie), aby méc faktoryzowaé uktad symboliczny w Z?
na pelny shift o N symbolach. Uzywamy podobnych metod, aby dostosowaé te konstrukcje
do dynamicznych uktadéw symbolicznych z dzialaniami grup ze $érednia. Zakladamy, ze
X jest silnie nieredukowalny (co zastepuje warunki sklejania i pozwala nam dyskutowaé
bardziej ogdlne poduklady niz te typu skonczonego), ze jest nieokresowy (ma nieokresowe
bloki dla wszystkich mozliwych zbioréw okreséw); ponadto zakladamy, ze grupa G ma
wlasno$é poréwnywania. Przy tych zalozeniach tworzymy odwzorowanie faktoryzujace z
X na dowolny pelny shift o mniejszej entropii (tj. pelne przesuniecie z N symbolami, gdzie
log N < h(X)).

W trzecim rozdziale omawiamy trzy klasyczne wyniki: twierdzenie Kriegera o skonczo-
nym generatorze, twierdzenie Sinaia o0 homomorfizmie oraz twierdzenie Ornsteina o izomor-
fizmie dla ukladéow Bernoulliego, klasycznie dowodzone réznymi metodami. Wspdlczesnie
teoria entropii rozwinela si¢ na wieksza rodzine grup, dzigki czemu powyzsze wyniki zostaly
rozszerzone na dzialania przeliczalnych grup ze érednia. Pod koniec lat dziewieédziesiatych
w pracy Burtona, Keane’a i Serafina zaprezentowano nowe podejscie do dowodu wszyst-
kich trzech twierdzen, przy czym metody te wywodzg sie z niepublikowanego manuskryptu
Burtona i Rothsteina. Gléwna ideg bylto przetlumaczenie twierdzen na jezyk przestrzeni



pewnych miar (joiningéw) w przestrzeniach iloczynowych, a nastepnie pokazanie, ze istnieje
swiele” izomorfizméw (lub homomorfizméw) w odpowiedniej Bairowskiej przestrzeni miar
(z pewnymi szczegdlnymi miarami utozsamianymi jako izomorfizm lub homomorfizm), co
okazuje sie tatwiejsze niz jawne konstruowanie izomorfizmu lub homomorfizmu. Twierdze-
nia zapisane w ten sposéb nazywamy twierdzeniami rezydualnymi. Takie podejscie pozwala
na udowodnienie wszystkich trzech twierdzen w podobny sposéb. Wszystko powyzsze zo-
stalo osiagniete dla dziatan Z; naszym celem jest rozszerzenie tej metody na dzialania
przeliczalnych grup ze érednig. Podazamy tu podobnymi $ciezkami jak Burton, Keane i
Serafin, cho¢ spedzamy wiecej czasu na szczegdlach oraz klarownosci dowodu. Twierdzenie
o skonczonym generatorze odgrywa kluczowsg role, a jego dowdéd wymaga przezwyciezenia
znacznych trudnosci nieobecnych w przypadku dziatan Z. W szczegélnosci budowa marke-
row staje sie znacznie bardziej skomplikowana, poniewaz bloki markeréw musza pozwolié
nam zakodowaé strukture kwaziparkietazowa, pozostawiajac wystarczajaco duzo wolnego
miejsca na pozostate cele.

Ostatni rozdziat skupia sie na kwaziparkietazach i parkietazach. Kwaziparkietaze zo-
staly wprowadzone przez Ornsteina i Weissa jako metoda podziatu grupy ze érednig na tzw.
kafelki. Pozwalaja one na uzycie podobnych metod jak w przypadku dziatan liczb catko-
witych, gdzie czesto dzielimy nieskonczone sekwencje (odpowiadajace orbitom) na bloki o
skoniczonej dtugosci. Réwnowaznie oznacza to, ze dzielimy Z na podzbiory o skonczonej licz-
bie ,ksztaltow”, a kwaziparkietaze maja na celu osiagniecie tego samego dla ogoélnej grupy.
Kwaziparkietaz nie musi dzieli¢ calej grupy, a jedynie jej ,,wiekszos¢”, w pewnym dobrze
zdefiniowanym sensie. Parkietaze sa ,idealnymi” kwaziparkietazami tzn. kafelki sg parami
rozlaczne, a suma kafelkéw pokrywa cala grupe. Kazdy kwaziparkietaz odpowiada pew-
nemu punktowi symbolicznemu; domknigta orbita takiego punktu jest dynamicznym ukta-
dem symbolicznym, wiec mozemy méwicé o jego entropii lub zbiorze miar niezmienniczych.
Downarowicz, Huczek i Zhang udowodnili istnienie parkietazu o zerowej entropii, ktérych
ksztalty majg dowolnie dobre wlasnosci niezmiennicze. Nie byto jednak wiadomo, czy jest
mozliwa konstrukcja parkietazu monoergodyczny, tj. aby powiazany system symboliczny
posiadat tylko jedng miare ergodyczna. Taka wlasno$¢ jest czesto przydatna, gdy uzywa
sie (kwazi)parkietazu do nakladania zewnetrznych ,markeréw” na uktad dynamiczny. W
niniejszej pracy udato nam si¢ skonstruowaé¢ monoergodyczny parkietaz o zerowej entro-
pii dla przeliczalnej grupy ze Srednia G, ktorego ksztalty maja dowolnie dobre wtasnosci
niezmiennicze. Osiagneliémy to poprzez utworzenie ciagu parkietazéw, dla ktorych ograni-
czamy zbiér miar niezmienniczych poprzez wielokrotne zastepowanie mozliwej zawartosci
duzych blokéw wybranymi przez nas blokami o maltej réznorodnosci. Wymusza to, aby cze-
stotliwosci blokéw byly podobne w calej grupie, a rozrzut byt mniejszy przy zastepowaniu
wiekszych blokéw. W zwiazku z tym graniczny parkietaz moze posiada¢ tylko jedng miare
ergodyczng.



