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In this dissertation, we consider objects related to nonlocal operators: Hardy inequalitics,
capacities, heat contents, and curvatures. An important common point in these topics is that
they involve applications of energy forms and semigroup theory.

Hardy inequalities are of paramount importance in harmonic analysis, functional analysis,
partial differential equations, potential theory and probability. We study Hardy inequalities
related to the so-called Sobolev—Bregman forms of the fractional Laplacian. We prove an optimal
Hardy inequality on LP(R?) and apply it to characterize contractivity of the corresponding
Feynman-Kac semigroups. Moreover, we obtain analogous inequalities‘for the half-space and
morce general convex domains, also with optimal constants.

Hardy inequalities are connected to nonlocal geometry, since they can be applied to study the
nonlocal capacities of sets. The notion of capacity has its origin in Coulomb’s law in electrostatics
and Newton’s law of universal gravitation. Capacities are defined by means of energy forms,
e.g. in the classical case by the Dirichlet energy, which is connected to classical Sobolev spaces
in R, We investigate capacities generated by nonlocal Sobolev spaces. In particular, we prove
Hardy-type inequalities to obtain Sobolev embeddings and use them to estimate the nonlocal
capacities of a ball.

An important object in nonlocal geometry is the nonlocal perimeter of a set, which approxi-
mates its classical perimeter and can be applied to recover the perimeter of the original image in
BMP-type image processing. We study notions closely connected to the nonlocal perimeter of
a set, such as its heat content and the curvature of its boundary. We investigate the asymptotic
expansion of a nonlocal heat content related to nonlocal operators as ¢t — 07. It was already
known that the first two terms in the expansion include the volume of a set and its nonlocal
perimeter and we obtain higher-order terms of the asymptotic expansion as t — 07. Our result is
new cven for the fractional Laplacian. Morcover, we obtain the scrics expansions of semigroups
belonging to a large class of unbounded zero-order Lévy operators, such as the generators of
Gamma processes and geometric stable processes.

The problem of finding a set of minimal perimeter in a region gives rise to the concept of
a curvature. We propose a definition of a nonlocal curvature which encompasses various variants
of nonlocal curvatures that have already appeared in the literature, including the fractional cur-
vature and the anisotropic fractional curvature. We study the limit behaviour of the introduced
nonlocal curvatures under an appropriate limiting procedure. This enables us to recover known
asymptotic results e.g. for the fractional curvature and obtain a new result for the anisotropic
fractional curvature, where we identify the limit object as a curvature being the first variation

of the related anisotropic perimeter.
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W ninicjszej rozprawic rozwazamy obickty zwiazane z operatorami niclokalnymi: nicréw-
nosci Hardy’ego, pojemnosci, zawartosci ciepta i krzywizny. Waznym wspélnym punktem tych
tematow jest to, ze obejmujg one zastosowania form energii i teorii pélgrup.

Nieréwnoéci Hardy’ego maja ogromne znaczenie w analizie harmonicznej, analizie funkcjo-
nalnej, rownaniach rézniczkowych czastkowych, teorii potencjatu i prawdopodobienstwie. Ba-
damy nieréwnoéci Hardy’ego zwiazane z tak zwanymi formami Sobolewa-Bregmana dla utam-
kowego laplasjanu. Dowodzimy optymalnej nieréwnoéci Hardy’ego na LP(R%) i stosujemy ja do
charakteryzacji kontraktywosci odpowiednich pélgrup Feynmana-Kaca. Ponadto otrzymujemy
analogiczne nicrownosci dla pélprzestrzeni 1 bardziej ogdlnych obszaréw wypuktych, réwnicz
z optymalnymi statymi.

Nieréwnosci Hardy’ego sa powiazane z geometrig nielokalng, poniewaz mozna je zastosowaé
do badania nielokalnych pojemnoéci zbioréw. Pojecie pojemnoéci ma swoje zrédto w prawie Co-
ulomba w elektrostatyce i prawie powszechnego ciazenia Newtona. Pojemnosci sa definiowane
za pomoca form energii, np. w klasycznym przypadku za pomocg energii Dirichleta, ktéra jest
zwigzana z klasycznymi przestrzeniami Sobolewa w R?. Badamy pojemnoéci generowane przez
nielokalne przestrzenie Sobolewa. W szczegdlnosei, udowadniamy nieréwnosci typu Hardy’ego
w celu uzyskania zanurzen Sobolewa i wykorzystujemy je do oszacowania nielokalnych pojem-
nosci kuli.

Waznym obiektem w geometrii nielokalnej jest nielokalny obwdd zbioru, ktéry przybliza jego
klasyczny obwdd i moze by¢ zastosowany do odzyskania obwodu oryginalnego obrazu w prze-
twarzaniu map bitowych. Badamy pojecia Scisle zwigzane z nielokalnym obwodem zbioru, takie
jak jego zawartosé ciepta i krzywizna jego brzegu. Badamy rozwiniecie asymptotyczne nielokal-
nej zawartosci ciepla zwiazanej z operatorami nielokalnymi gdy ¢ — 07. Wiadomo juz bylo,
ze pierwsze dwa wyrazy w rozwinigciu obejmuja objetosé zbioru i jego niclokalny obwdd, a my
otrzymujemy wyrazy wyzszego rzedu rozwiniecia asymptotycznego gdy t — 07. Nasz wynik
jest nowy nawet dla utamkowego laplasjanu. Ponadto otrzymujemy rozwinigcia szeregowe pol-
grup nalezacych do duzej klasy nicograniczonych operatoréw Lévy’ego rzedu zero, takich jak
generatory proceséw Gamma i geometrycznych proceséw stabilnych.

Problem znalezienia zbioru o minimalnym obwodzie w danym regionie motywuje pojecie
krzywizny. Proponujemy definicje krzywizny nielokalnej, ktéra obejmuje rézne warianty krzy-
wizn nielokalnych, ktére pojawity sie juz w literaturze, w tym krzywizne utamkowa i anizotro-
powa krzywizng utamkowa. Naszym cclem jest zbadanic granicznego zachowania wprowadzonych
nielokalnych krzywizn. Korzystajac z naszego wyniku, odzyskujemy znang asymptotyke m.in.
krzywizny utamkowej oraz otrzymujemy nowy wynik dla anizotropowej krzywizny utamkowej,
gdzie identyfikujemy obiekt graniczny jako krzywizne bedaca pierwszym wahaniem powiazanego

anizotropowego obwodu.



