Function spaces and the Dirichlet problem for nonlocal operators

Summary of the dissertation

Our first topic. and an important motivation, is the Dirichlet problem associated with the
nonlocal Lévy operator of the form
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where v is a syinmetric Lévy measure. We obtain the existence and uniqueness of the variational
solutions and we establish the maximumn principle which vields the suprennun norm bound for the
solutions.

Henceforth, we assume that v is absolutely continuous. The variational setting stronglv depends

on the extension and trace problem associated with the following energy form:
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where 12 is an open subset of R% We solve this problem in the fourth chapter of the dissertation,

in particular we give a sharp condition for the behavior of the traces ulpo for functions from the

Sobolev-type space which contains the functions satisfving £ u] < x. We use the methods of the
potential theory of unimodal Lévy processes and the behavior of the traces is expressed in terms

of the kernel of communication via D:
volz,w) = [ / vz —x)Gple. yiv(y —w) dydr,
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where G is the Green function of D for the operator L and z, 0 € D Furthermore, our extension
is given as the Poisson infegral and in fact we obtain a Douglas-tyvpe identity. which mayv he
understood as an energy conservation principle between a function given on D¢ and its extension.
In strict connection with these studies we investigate the harmonic functions of the operator L: we
establish their C7 regularity and we obtain the equivalence of numerous definitions of a harmonic
function.

In the fifth chapter we shift the context to the more general Tricbel-Lizorkin spaces. By nsing
analvtic methods. we determine whether the following comparability holds:
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Here # € (0, 1) and K is a kernel similar to a Lévy measure but adapted to the above non-gquadratic
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setting. We study the comparability and incomparability under varions mixes of assumptions for
the kernel A and the domain D € BY

The sixth chapter provides the Hardy—Stein and Douglas identities in the nonlinear setting
of the Sobolev=DBregman spaces. We also establish a Douglas identity with a remainder terin for
sutficiently regular non-harmonic functions and we compare various tvpes of function spaces huilt

on the non-quadratic forms introduced in the dissertation.



Przestrzenie funkcyjne i zagadnienie Dirichleta dla operatoréw
nielokalnych

Streszczenie rozprawy

Pierwszym 7 poruszanych przez nas tematéw. a takze jedna 7 waznyeh inspiracii do badan. jest
zagacduicnic Dirichleta zwiazane z niclokaluyimn operatorem Lévy'ego o nastepujacej formie:
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gdzic v jest symetryezng miara Lévy'ego. Dostajemy istnienic i jednoznacznodé rozwiazan waria-
cyjnych. oraz zasade maksimum, ktéra wykorzyvstujemy do oszacowan norm supremmn rozwiazan.
Ponizej zakladamy. Zze miara Lévy'ego ma gestoéc. Teoria rozwiazan wariacvinyeh jest Scisle
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zwiazana z zagadunienicrn rozszerzania 1 éladu dla ponizszego funkcjonatu energii:
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gdzic D jest otwartyin podzbiorem R, Te problematvke badamy w czwartvi rozdziale. podajemy
w szezegolnosel ostry warunck na zachowanic Sladéw |pe funkeji z przestrzeni typun Sobolewa
indukowancj przez warunck £, v < ~. Korzystamy tutaj z metod teorii potencjatu unimodalnyvch

procesow Lévy’ego 1 opisujemy zachowanie fladéw przy pomocy jadra komunikacii poprzez D:

volz, w) = [ / viz—r)Gple.yvly — w)dyde,
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gdzie Gp jest funkeja Greena zbhioruw D dla operatora L. oraz =, w € D. Proponowanv przez
nas operator rozszerzania to catka Poissona. Dzigki takiemu podejscin otrzvmujemy tozsamosgc
Douglasa. ktora daje 1dwnosé energii zwiazanej z ~p funkeji zadanej na D, oraz energii tyvpu Ep
jej rozszerzenia, Powyzsze rozwazania przeplataja sie moeno z badaniami funkeji harmonicznych
operatora L: dostajemy ich dwukrotng rézniczkowalnodé. oraz ustalamy rownowaznodé miedzy

wieloma definicjami harmonicznosci.

W platvun rozdziale studinjemy nieco ogolniejsze przestrzenie — Triebela-Lizorkina. Korzysta-

my 7z analitveznyeh metod w celu odpowiedzi na pytanie. kiedy zachodzi ponizsza pordwnywalnosc:
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gdzie 0 € (0. 1) a jadro A ma dos¢ podobna speeyvfike do miary Lévyvego. lecz jest zaadaptowane
do powyzszych nickwadratowych form. Pordwnywalnoesé oraz jej brak ustalamy przy wieln roznveh
uktadach zatozen na jadvo K i obszav D Z RY

Szosty rozdzial zawicra tozsamodei Hardy ego-Steina oraz Douglasa w (nicliniowyim) kontekscie
przestrzeni Sobolewa-Bregmana. Dostajemy tam ponadto tozsamosé Douglasa 7 reszta dla funkeii.
ktére nie sa harmoniczne. a na konen pordwnujemy rozne tvpy przestrzeni funkevinveh stworzonveh

na podstawic form nickwadratowych pojawiajacyeh sic w rozprawie.




