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Funkcja zeta Riemanna

Funkcja zeta Riemanna

Dla s € C, takich ze Res > 1, Riemann zdefiniowat w 1859 roku

funkcje
1
~ L

oraz pokazat, ze da sie ja jednoznacznie przedtuzy¢ analitycznie do
prawie catej ptaszczyzny, czyli C\{1}.
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Funkcja zeta Riemanna

Whtasnosci ((s)
Wiasnosci znane od dawna:
@ Dla s = 1 otrzymujemy rozbiezny szereg harmoniczny. Mozna
pokaza¢, ze ((s) wa w s = 1 biegun prosty.
@ Funkcja ((s) ma miejsca zerowe w s = —2, —4, —6, ... (s3 to
tzw. zera trywialne).

© Pozostate zera (tzw. zera nietrywialne) znajduja sie w tzw.
pasie krytycznym 0 < Re(s) < 1.
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Funkcja zeta Riemanna

Hipoteza Riemanna

Wszystkie zera funkgeji ((s) znajduja sie na tzw. prostej krytycznej
Re(s) = 1/2. Jest to stynna Hipoteza Riemanna, majaca ogromne
znaczenie w matematyce. W roku 2018 Michael Atiyah przedstawit
dowéd Hipotezy Riemanna.
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Funkcja zeta Riemanna

Funkcja ((s) a liczby pierwsze

Okazuje sie, ze funkcja zeta Riemanna ma magiczny zwigzek z
liczbami pierwszymi.
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Funkcja zeta Riemanna

Przyblizenie Gaussa
Jezeli zdefiniujemy tzw. funkcje pierwsza (prime function), ktéra
zlicza liczby pierwsze mniejsze lub réwne x:

7(x) = Card ({p: p < x}),

to zachodzi przyblizony wzér

7(x) ~ Li(x) = foo d

5 logt

podany juz przez Gaussa.
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Funkcja zeta Riemanna

Wzér Riemanna

Riemann zaproponowat doktadny wzér na nieco inng funkcje
1
P(x)= >, P
k
pk<x

gdzie sumujemy po potegach liczb pierwszych, z ktérej mozna
wyznaczy¢ m(x).
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Funkcja zeta Riemanna

Wzér Riemanna

Przy zatozeniu, ze Hipoteza Riemanna jest prawdziwa, wzoér
Riemanna mozna zapisa¢ w postaci

. . t
P(X) Zh(X)— Z 11(X )—FJ;( m—|0g2
5:¢(s)=0
dla x = 2, gdzie
, © dt
h(X) = J;) @

jest catkowym logarytmem (wartos¢ gtéwna catki wokét 1).
Sumowanie jest po nietrywialnych zerach funkcji {(s).
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Funkcja zeta Riemanna

Odkrycie Montgomery'ego i Dysona

Z kolei w roku 1973 Montgomery oraz Dyson odkryli, ze jezeli
zatozy¢, ze hipoteza Riemanna jest prawdziwa, to istnieje
zadziwiajacy zwigzek miedzy odlegtosciami miedzy sasiednimi
zerami funkcji ((s) postaci

1+.
s=_+i
5 I

a wartosciami wiasnymi obiektu z zupetnie innej bajki, tzn. duzej
hermitowskiej macierzy losowej z niezaleznymi Gaussowskimi
elementami o tym samym rozktadzie.
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Funkcja zeta Riemanna

Odkrycie Montgomery'ego i Dysona
Montgomery pokazat, ze jezeli T — o, to liczba par (v,7’) dla
sasiednich zer funkcji Riemanna, takich ze

2ra e = 213
logT T logT’

jest proporcjonalna do

T 8 . 2
logTJ (1 — <S|n7ru> )> du.
27 o mu
Dyson otrzymat podobny wzér dla rozktadu odlegtosci miedzy

wartosciami wtasnymi duzych Gaussowskich hermitowskich
macierzy losowych.
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Macierze

Pojecia
Pojawito sie tu kilka waznych poje¢:
© macierz

wartosé wiasna

macierz Gaussowska

(2]
© macierz losowa
(%)
(5]

macierz hermitowska
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Macierze

Macierz

Przez macierz kwadratowa rozumiemy tabele postaci

3171 31’2 e 317,,

a1 a2 ... an
A= (a,-J) =

dnl dn2 ... dnn

gdzie wszystkie a; j sa liczbami (np. zespolonymi).
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Macierze

Dziatania

Macierze przypominaja liczby, ale dziatania na nich s3 bardziej
skomplikowane:

@ dodawanie
A+ B = (ajj) + (bij) := (aij + bij)

@ mnozenie
A-B=(aj;)(bij) = (cij)=C

gdzie

n
Gij = D, aikbi;
k=1
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Macierze

Nieprzemienno$¢ mnozenia A- B # B - A

A+B = <(1) i>+<(1) é>:<i i)
e = (01)(13)-(14)
ea = (10)(51)-(11)
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Macierze

lloczyn Schura

Istnieje wprawdzie przemienny iloczyn macierzy
A-B=C

gdzie
Gij = aijbij

ale jest mniej interesujacy z punktu widzenia zastosowan.
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Macierze losowe

Macierz losowa

Jezeli elementy macierzy zastapimy zmiennymi losowymi, to
otrzymamy macierz losowa . Przyktadowo,

e ® ® @
e ® ® @

jezeli zmienne s3 okreslone na przestrzeni probabilistycznej dla
rzutu kostka. Czesto zaktada sie, ze zmienne s3 niezalezne.

v
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Macierze losowe

Macierz losowa
Bardziej formalnie, to tabela postaci

Hii Hip ... Hip

H2,1 H2,2 ... H27n
H = ]

Ho1 Hn2 ... Han

)

gdzie wszystkie H;; s3 zmiennymi losowymi, czesto niezaleznymi i o
tym samym rozktadzie prawdopodobienstwa.
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Macierze losowe

Rodzaje macierzy losowych
Czesto rozwaza sie nastepujace macierze losowe:
@ rzeczywiste symetryczne Gaussowskie - jezeli rozktad kazde;
zmiennej H; ; jest Gaussowski
@ zespolone hermitowskie Gaussowskie - jezeli kazda poza
diagonalg jest postaci H;; = X;; + iY;;, a na diagonali postaci
H;;j = X;j, gdzie wszystkie zmienne s3 Gaussowskie oraz
zachodzi warunek H;; = H;; dla wszystkich i, ;.
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Macierze losowe

Hamiltonian ukfadu ztozonego

Macierze losowe modelujg tzw. hamiltoniany ukfadéw ztozonych w
mechanice kwantowej, niezwyktej teorii wspoétczesnej fizyki, w
ktérej wielkosci fizyczne zastapione sa przez pewne operatory
liniowe, dziatajace na przestrzeni Hilberta.
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Mechanika kwantowa

Przestrzen Hilberta

Typowa przestrzenia Hilberta jest przestrzen funkcji catkowalnych z
kwadratem, czyli L?(X), gdzie X jest odpowiednim zbiorem.
Najprostszy przykfad to X = R, czyli prosta rzeczywista. Stosujemy
ja wtedy gdy mamy jedna czastke poruszaca sie wzdtuz proste;j.
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Mechanika kwantowa

Erwin Schrédinger

Znalazt réwnanie ruchu dla uktadu kwantowego. Do opisu
mechaniki kwantowej zastosowat zespolong funkcje falowa

P(x, t)

ktérej kwadrat modutu jest catkowalny i ktéra opisuje stan uktadu.
Co wiecej, jej interpretacja, mianowicie, ze

Pi(A) = L [(x, )2dx

wyznacza prawdopodobiefistwo, ze czastka znajdzie sie w zbiorze A
w momencie czasu t, do dzisiaj jest uznawana za niezwykta.
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Mechanika kwantowa

Réwnanie Schrédingera
Réwnaniem ruchu uktadu kwantowego jest réwnanie rézniczkowe
czastkowe postaci

P

at Hd}

gdzie ¢ = 9(x, t) jest zalezng od czasu t funkcja falowa opisujaca
stan uktadu, natomiast H to witasnie operator zwany
Hamiltonianem , ktéry opisuje energie ukfadu.
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Mechanika kwantowa

Wartosci wtasne

W mechanice kwantowe] kluczowe sg wartosci wtasne operatora
liniowego T, czyli liczby \ takie, ze

Ty =Xy

dla wektora wtasnego 1) # 0.
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Mechanika kwantowa

Wartosci wtasne

Dziatajac na wektory wtasne, operatory zachowuja sie jak zwykte

liczby. Idealnie bytoby gdyby rézne operatory miaty takie same
wektory wiasne, czyli

Ty =) oraz Sy = [y

i gdyby dato sie je tatwo wyznaczyé. Ale czesto tak nie jest, dlatego
mamy zresztg stynna zasade nieoznaczonosci Heisenberga.

v
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Mechanika kwantowa

Matematyczny opis mechaniki kwantowe;j

© stan ukfadu fizycznego = funkcja falowa 1) € H, wektor o
normie |¢| = 1, gdzie H jest przestrzenig Hilberta,

@ wielkosci fizyczne = samosprzezone operatory liniowe T na H,

© wyniki pomiaru wielkosci fizycznej to wartosci wtasne
operatora T, a ogdlniej, widmo.
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Macierze losowe

Modelowanie ukfadéw kwantowych

Macierz losowa H petni role Hamiltonianu uktadu ztozonego,
ktérych badanie przy pomocy réwnania Schrddingera sprawia
powazne problemy. Zamiast wartosci wtasnych Hamiltonianu, bada
sie wartosci wiasne A1, ..., A\, macierzy losowe;j:

Hiy = Aeabye

oraz ich rozktad gdy n — oo.
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Macierze losowe

Rozktad prawdopodobieristwa
Poniewaz ztozone uktady sa duze, bierzemy ciag (H,) macierzy
losowych i badamy graniczny rozkfad prawdopodobienstwa ich
wartosci wtasnych

lim u(Hp) = p
ktéry mierzy, ile wartosci wtasnych wpadnie w dany przedziat
liczbowy gdy wymiar macierzy jest nieskonczony.
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Macierze losowe

Eugene Wigner

Wyznaczyt rozktad graniczny p wartosci wtasnych ciggu pewnej
klasy symetrycznych (H;; = H; ;) macierzy losowych gdy n — o,
tzw. rozktad Wignera. Znalazt ich zwigzek z poziomami energii w

fizyce jadrowe;j.
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Macierze losowe

Rozktad Wignera

Rozktad Wignera mozna opisa¢ na wiele sposobéw:
@ probabilistyczny (gestos¢ prawdopodobienstwa)
@ operatorowy (operator na przestrzeni Hilberta)

© grafowy (spacery na grafie)

Q liczbowy (liczby Catalana)
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Macierze losowe

Gestos¢ prawdopodobienstwa

Rozktad Wignera ma gestos¢
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Macierze losowe

Histogramy
A. Brzezifiska

Rysunel
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Macierze losowe

Operator na przestrzeni Hilberta

Momenty rozktadu Wignera to momenty znanego operatora
h =S+ S* na (2(R):

mp, = J x"du(x) =<{(h"e1, e1)
R

gdzie S(e,) = en11 (operator przesuniecia w prawo),
S*(en) = ep—1, S*e1 = 0 (operator przesuniecia w lewo), gdzie
(en) - baza.
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Macierze losowe

Spacery na grafie

Momenty rozktadu Wignera sa réwne
mp = |W,|

gdzie |W,| to liczba spaceréw o dtugosci n od korzenia do korzenia
na pétprostej (korzeniem jest koniec pétprostej).
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Macierze losowe

Liczby Catalana
Liczba tych spaceréw réwna jest liczbie Catalana C,, gdy n jest

parzyste, gdzie
1 2n
Ck=——
KT kT ( n )

(Co=1 G =1 G =2, G =5 G =14,itd.), a zeruje sig, gdy
n jest nieparzyste.

v
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Macierze losowe
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Drogi Dycka

Liczby Catalana zliczaja drogi Dycka (diagramy: wikipedia).
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Probabilistyka nieprzemienna

Dan Voiculescu

Skonstruowat nowa probabilistyke, tzw. probabilistyke wolng, w
ktérej zmiennymi losowymi sa nieprzemienne operatory, tzw.
niezaleznos¢ wolna (freeness ), ktéra petni role nieprzemienne;j
wersji klasycznej niezaleznosci zmiennych losowych.
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Probabilistyka nieprzemienna

Podstawowa idea
W klasycznej probabilistyce, jezeli zmienne A, B s3 niezalezne, to

E(AB) =E(A)E(B)
ale poniewaz zmienne s3 przemienne, to takze np.
E(ABAB) = E(A*)E(B?)

W nieprzemiennej probabilistyce, AB # BA, wiec np.

E(ABAB) # E(A*)E(B?)

Romuald Lenczewski



Probabilistyka nieprzemienna

Asymptotyczna wolnosé

Voiculescu pokazat w roku 1991, ze probabilistyka wolna opisuje
zachowanie niezaleznych macierzy losowych gdy n — 0.
Symbolicznie, mamy zbieznos¢ rozktadéw

p(Hn + Gp) — p(h) B p(g)

gdzie operatory h, g s3 wolne, a [ to wolny splot rozktadéw.
Whiosek: probabilistyka wolna, a nie probabilistyka klasyczna, jest
wtasciwa do opisu duzych macierzy losowych.
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Probabilistyka nieprzemienna

Grafowe wyjasnienie pojecia freeness oraz operacji (. Drzewo
binarne jest iloczynem wolnym dwéch pétprostych. Drzewo to daje
rozktad graniczny sumy H, + G, niezaleznych macierzy
symetrycznych
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Dziekuje za uwage!
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