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(a) Tytul:

Analiza i klasyfikacja jedno- i dwu-parametrycznych bifurkacji dla cykli granicznych w
uktadach dynamiczych kawatkami gladkich.

(b) Lista publikacji skladajaca sie na osiagniecie naukowe:

[K1] P. Kowalczyk. A novel route to a Hopf-bifurcation scenario in switched systems with dead zone.
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[K2] P. Glendinning, P. Kowalczyk and A. B. Nordmark. Multiple attractors in grazing-sliding bifur-
cations in Filippov type flows. IMA Journal of Applied Mathematics, 81(4):711-722, 2016.

[K3] P. Glendinning, P. Kowalczyk and A. B. Nordmark. Attractors near grazing-sliding bifurcations.
Nonlinearity, 25(6):1867-1885, 2012.

[K4] M. di Bernardo, A. R. Champneys, C. Budd and P. Kowalczyk. Piecewise-smooth Dynamical
Systems: Theory and Applications. Springer, 2008.

[K5] P. Kowalczyk and P. T. Piiroinen. Two-parameter sliding bifurcations of periodic solutions in a
dry-friction oscillator. Physica D, 237(8):1053-1073, 2008.

[K6] P. Kowalczyk, M. di Bernardo, A. R. Champneys, S. J. Hogan, M. Homer, Yu. A. Kuznetsov,
A. B. Nordmark and P. T. Piiroinen. Two-parameter nonsmooth bifurcations of limit cycles:
classification and open problems. Int. Journal of bifurcation and chaos, 16(3):601-629, 2006.

[K7] A. B. Nordmark and P. Kowalczyk. A codimension-two scenario of sliding solutions in grazing-
sliding bifurcations. Nonlinearity, 19(1):1-26, 2006.

[K8] P. Kowalczyk and M. di Bernardo. Two-parameter degenerate sliding bifurcations in Filippov
systems. Physica D, 204:204 - 229, 2005.

(¢) Krétkie oméwienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osiagnietych wynikéw:

Uktady dynamiczne kawatkami gtadkie to modele matematyczne uktadéw, ktére mozna opisaé za po-
moca ewolucji z komponenta ciagla jak i skokowa, co prowadzi do nieciggltosci. Obecno$é nieciagltosci
moze przyczynié¢ sie do zmian w strukturze przestrzeni fazowej, pod wplywem zmian parametréw,
ktérych nie obserwuje sie w ukladach rézniczkowalnych - przyklami sa tu prace [95, 11, 21, 18, 19, 17,
37,99, 46, 33, 12, 13, 25, 98, 2, 26, 15, 20, 63, 64, 94, 51, 24, 29]. Wspomniane zmiany strukturalne
przestrzeni fazowej w ukladach kawaltkami gladkich nosza nazwe bifurkacji wywolanych nieciggloscia-
mi, w skrécie DIBs (z angielskiego discontinuity induced bifurcations - DIBs) [35, 34, 81]. Celem
prac, ktore stanowia przedmiot mojej habilitacji jest rozwiniecie teorii dla lokalnych jedno- i dwu-
parametrycznych bifurkacji wywotanych nieciaglosciami (DIBs) w uktadach dynamicznych kawatkami
gltadkich. W rozdziale 3., w glownej czesci autoreferatu, gdzie przedstawione sa wyniki stanowiace
przedmiot habilitacji, przedstawiam jedno-parametryczne formy normalne dla tzw. bifurkacji DIB
typu sliding. Ten typ bifurkacji DIB dotyczy cykli granicznych w uktadach Filippova (uklady z niecia-
glym polem wektorowym). Formy normalne sa tzw. odwzorowaniami przez nieciaglo$¢ i byly po raz
pierwszy wyprowadzone przeze mnie w [KO1]. Wyprowadzitem je ponownie uzywajac innej techniki na



potrzeby monografii [K4]. Zupelna klasyfikacja zachowani dynamicznych dla jedno-parameterycznych
bifurkacji DIB jest ciagle zagadnieniem otwartym. W szczegdlnoéci w [K2,K3] jest zaprezentowana
klasyfikacje zachowania dynamicznego w tréjwymiarowe]j przestrzeni fazowej uktadéw Filippova dla
jedno-parametrycznej bifurkacji typu DIB zwanej grazing-sliding, ktéra prowadzi do powstania wielu
stabilnych zbioréw granicznych z jednego cyklu granicznego. Tego typu bifurkacja nie moze mieé mieja-
ca w rozniczkowalnych ukladach dynamicznych. Istotne pytanie, powiazane z jedno-parametrycznymi
bifurkacjami typu DIB, ktére zostalo zaadresowane w [K1] dotyczy rodzaju perturbacji, ktére moga
prowadzi¢ do jedno-parametrycznych bifurkacji typu DIB. W [K1] przeanalizowalem zachowanie dy-
namiczne w ukladzie Filippova o trzech strefach, w otoczeniu jedno-parametrycznej bifurkacji typu
DIB, dla zupelnie innego typu perturbacji niz dla przypadkéw analizowanych w [K2-K8]. Perturbacja,
ktora wzialem pod uwage w [K1] dotyczy zmiany struktury rozmaitosci okreslajacej nieciaglosé. W
ten sposob odkrylem nowa bifurkacje o charakterze superkrytycznej bifurkacji Hopfa.

Wyniki przedstawione w [K6] stanowia podstawe teorii dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB
w uktadach kawalkami gtadkich. Do rozwinie¢ dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB mozna wy-
korzysta¢ odpowiednio zlozone formy normalne dla jedno-parametrycznych bifurkacji DIB, co zostalto
wykorzystane w pracach [K5,K8], by rozwina¢ dwa rézne przypadki dwu-parametrycznych bifurkacji
DIB typu sliding w ukladach Filippova. W [K5] i [K7] wyprowadzilem formy normalne, by méc roz-
winaé¢ nowe przypadki dwu-parametrycznych bifurkacji dla cykli granicznych w ukladach kawatkami
gtadkich (réwniez dla ukladéw Filippova).

(d) Wktad wlasny do wynikéw zawartych w publikacjach bedacych przedmiotem habilitacji:

Jednym z gléwnych wynikéw prezentowanego osiagniecia sa nastepujace twierdzenia (numeracja jak
w autoreferacie). Twierdzenia te sa moim wylacznym wkladem, oprécz twierdzen 3, 5 i 6 gdzie podaje
wklad procentowy. Méj wktad procentowy do kazdej z publikacji, na podstawie, ktérch sa sformutowa-
ne twierdzenia 1-7 jest okre$lony na stosownym oswiadczeniu, ktore zalaczylem i jest on potwierdzony
o$wiadczeniami wspétautoréw. Méj gtéwny specjalistyczny wklad i ekspertyza dotycza bifurkacji DIB
dla cykli granicznych w ukladach Filippova (w monografii jest to rozdzial 8). W szczegd6lnosci, mdj
catkowity lub procentowy wktad dotyczy:

e Twierdzenie 1 - wyprowadzenie form normalnych na potrzeby monografii [K4] dla jedno-parametrycznych
bifurkacji sliding;

e Twierdzenie 2 - wyprowadzenie formy normalnej dla dwu-parametrycznej zdegenerowanej bifur-
kacji crossing-sliding;
e Twierdzenie 3 - rozwiniecie bifurkacji niehiperbolicznej typu grazing-sliding (wklad 50%);

e Twierdzenie 4 - rozwinigcie dwu-parametrycznej bifurkacji z réwnoczesnym wystapieniem bifur-
kacji grazing-sliding i adding-slding;

e Twierdzenie 5 i 6 - redukcja trojwymiarowego potoku Filippova do jednowymiarowego odwzoro-
wania z nieciggloéciami i klasyfikacja bifurkacji grazing-sliding prowadzaca do powstania mno-
gosci atraktoréw z jednego atraktora (wklad 40%);

e Twierdzenie 7 - analiza nowej bifurkacji typu Hopf w ukladzie planarnym Filippova o trzech
strefach i z symetria.



VI. Szczegbélowym oméwieniem tych i innych wynikéw po§wiecona jest pozostala czesé
autoreferatu. Omoéwienie wskazanego osiggniecia: Rozdzialy 1-3. Oméwienie pozostalych
osiggnieé¢: Rozdzial 4.

1 Wstep

W skali makroskopowej, modele matematyczne uktadow, ktére mozna opisaé za pomoca ewolucji z
komponenta ciagla jak i skokowa, tzw. uklady dynamicznyne kawatkami gladkie (nazywane uklada-
mi hybrydowymi np. w literaturze inzynierskiej powigzanej z automatyka), mozna znalez¢ w wielu
dziedzinach nauki.

Uktady, ktére w skali makroskopowej mozna opisaé¢ za pomoca ewolucji kawatkami gtadkiej to np.
zachowanie samolotu w locie, ktérego pozycja zmienia sie w sposéb ciagly w czasie, ale kontrola naste-
puje w dyskretnych momentach czasu, zatem mamy do czynienia z uktadem kawaltkami gtadkim; inny
model to rozwéj i podzial komodrek: rozwéj to proces ciagly, podzial jest natomiast procesem dyskret-
nym. W literaturze powiazanej z automatyka czy mechanika, modelowanie, projektowanie systeméw
kontroli za pomoca nieciaglosci jest stosowane juz od wielu dekad [7, 4, 9, 10, 6, 1, 2, 79].

Do zrozumienia dynamiki uktadéw rézniczkowalnych, np. p6l wektorowych lub odwzorowan, ko-
nieczna jest analiza bifurkacji i kontynuacja numeryczna zbioréw niezmienniczych. Bifurkacje, w kon-
tekscie rézniczkowalnych pél wektorowych, informuja o zmianach stabilnosci strukturalnej systemu
jako funkcji parametréw systemowych, co mozna przelozy¢ na zmiane w ilosci oraz stabilnosé zbioréw
niezmienniczych, takich jak: punkty wezlowe, cykle graniczne, atraktory quasi-okresowe lub chaotycz-
ne dla pdl wektorowych, lub punkty state, okresowe, quasi-okresowe lub chaotyczne dla odwzorowan
[54, 83, 62].

Nawet uklady planarne kawatkami liniowe o dwéch strefach moga generowaé ztozone zachowania
dynamiczne [46, 20], wiec nie powinno stanowi¢ zaskoczenia, ze duzo wysitku po§wiecono, by zapropo-
nowaé teorig, ktéra opisalaby w sposéb usystematyzowany bifurkacje (jakosciowe zmiany w strukturze
przestrzeni fazowej powiazane ze zbiorami niezmienniczymi) w ukladach kawatkami gladkich. Okazalo
sie, ze obecno$¢ nieliniowosci wynikajacych z nieciagtosci moze przyczynié sie do zmian w strukturze
przestrzeni fazowej, pod wpltywem zmian parametréw, ktorych nie obserwuje sie w uktadach réznicz-
kowalnych - przyklami sa tu prace [95, 11, 21, 18, 19, 17, 37, 99, 46, 33, 12, 13, 25, 98, 2, 26, 15, 20, 63,
64, 94, 51, 24, 29]. Wspomniane zmiany strukturalne przestrzeni fazowej w ukladach kawaltkami glad-
kich nosza nazwe bifurkacji wywolanych nieciaglosciami, w skrécie DIBs (z angielskiego discontinuity
induced bifurcations - DIBs) [35, 34, 81].

Bifurkacje wywolane nieciggloéciami moga prowadzi¢ do gwaltownych zmian w zachowaniu ukta-
du. Przyktadowo tzw. bifurkacja typu grazing-sliding moze wywotaé¢ zmiane zachowania ewolucji ze
stabilnego zachowania okresowego do ewolucji po atraktorze chaotycznym, ktéry, co wiecej, istnieje
dla otwartego zbioru wartosci parametru bifurkacyjnego [KO2,KO3]. W literaturze zostalo réwniez
pokazane, ze DIB moze spowodowaé¢ powstanie wielu stabilnych zbioréw niezmienniczych z jedne-
go atraktora [12, 77]. Tego typu bifurkacja moze byé zaobserwowana tylko w ukladach kawalkami
gladkich. Bifurkacje w ukladach rézniczkowalnych, jak tez bifurkacje wywotane nieciggltoéciami, kté-
re wystepuja w ukladach powiazanych z zastosowaniami sa po pierwsze wielowymiarowe [65, 100],
a po drugie, struktura bifurkacji jest lepiej zrozumiana jezeli mozna otrzymaé¢ przynajmnie dwu-
parametryczne diagramy bifurkacyjne, tzn. wtedy, gdy istnienie i stabilno$é¢ zbioréw niezmienniczych
jest przedstawiona w przestrzeni dwu-parametrycznej, tak jak np. w [71, 76, 91, 73, 97, 59].

Prace, ktore stanowia przedmiot mojej habilitacji dotycza lokalnych jedno i dwu-parametrycznych
bifurkacji wywolanych nieciaglosciami (DIBs) w ukladach dynamicznych kawalkami gladkich. Jest
istotnym, by wspomnieé, ze dla systeméw kawatkami gladkich nie ma ogélnie przyjetej definicji bi-
furkacji ani kowymiaru bifurkacji typu DIB. Z tego wzgledu w autoreferacie jest uzywany termin
jedno i dwu-parametrycznych bifurkacji wywolanych nieciggloéciami. Bifurkacje typu DIBs moga,
lecz nie zawsze powoduja, zmiane stabilnosci, lub iloéci zbioréw niezmienniczych w systemie, ktory
ulega bifurkacji typu DIB. Niemniej dla szczegdlnych przypadkow wprowadzono definicje. Np. jedno-



parametryczne bifurkacje typu DIB w ukladach planarnych Filippova, tzn. w ukladach z nieciagglym
polem wektorowym sa zdefiniowane i analizowane w [63].

W rozdziale 2, przedstawilem definicje, ktére sa konieczne, by sklasyfikowaé uklady z niecia-
gloéciami bedace przedmotem tego autoreferatu, jak tez wprowadzilem podstawowe narzedzia, tzw.
nieautonomiczne odwzorowanie przez nieciaglo$é (ZDM) oraz odwzorowanie przez nieciagtosé za po-
moca przekroju Poincarégo (PDM), ktére sa uzyte, by wyprowadzi¢ formy normalne dla jedno i
dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB, dla réznych klas systeméw niecigglych.

W rozdziale 3, gdzie przedstawione sa wyniki stanowiace przedmiot habilitacji, przedstawiam
jedno-parametryczne formy normalne dla tzw. bifurkacji DIB typu sliding. Ten typ bifurkacji DIB
dotyczy okresowych zbioréw granicznych w ukladach Filippova (uklady z nieciaglym polem wektoro-
wym). Formy normalne sa odwzorowaniami przez nieciagtosé i byly po raz pierwszy wyprowadzone
przeze mnie w [KO1]. Wyprowadzilem je ponownie uzywajac innej techniki na potrzeby monografii
[K4]. Otrzymane formy normalne sa uzyte w pracach [K5,K7,K8|, by rozwina¢ dwa rézne przypad-
ki dwu-parametrycznych bifurkacji DIB typu sliding w uktadach Filippova. Wyniki przedstawione w
[K6] stanowia podstawe klasyfikacji dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB w uktadach kawalkami
gladkich. Klasyfikacja zaproponowana w [K6] jest powiazana z klasyfikacja bifurkacji o ko-wymiarze
dwa dla gtadkich systeméw dynamicznych.

Mianowicie, rozwazamy nastepujace trzy kategorie dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB,
okresowych zbioréw granicznych (cykli granicznych), okreslonych w nastepujacy sposéb:

1. warunek na ogdlno$¢ formy normalnej jedno-parametrycznej bifurkacji typu DIB nie jest spelniony;
2. okresowy zbidr graniczny nie jest hiperboliczny;

3. rozwazamy jednoczesne wystapienie dwoch niezaleznych kontaktéow typu grazing pomiedzy polem
wektorowym a rozmaitoscia okreslajaca nieciagto$é, w dwoch niezaleznych punktach zbiouru niezmien-
niczego.

W [K6] zaprezentowalem przyktady ilustrujace kazda z trzech réznych klas, wymienionych powyzej,
dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB. Przyklady pokazane w [K6] sa wynikiem numerycznym i
z wyjatkiem jednego przypadku, bifurkacje sa pokazane, ze wystepuja w makroskopowych modelach
oscylatoréw opisujacych sytuacje z suchym tarciem. W [K7], wprowadzilem metodologie umozliwia-
jaca rozwiniecie dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB dla niehiperbolicznych cykli granicznych
charakteryzujacych sie jednym kontaktem typu grazing pomiedzy polem wektorowym a rozmaitosciag
okreslajaca nieciaglo$é (zobacz Rozdzial 2). Wyniki, rozwinigte w Twierdzeniu 3, dotycza istnienia
krzywych bifurkacyjnych w otoczeniu punktu o kowymiarze dwa w przestrzeni dwu-parametrycznej.
Analiza rozwiniecia dwu-parametrycznej bifurkacji jest nastepnie zilustrowana analitycznie i nume-
rycznie przy uzyciu przykladu uktadu Filippova z mechaniki. W modelu dwu-parametryczna bifurkacja
DIB nalezaca do kategorii 2 jest rozwinieta i zachowanie uktadu w otoczeniu punktu o ko-wymiarze
dwa jest przeanalizowane przy uzyciu rozwinigcia analitycznego dwu-parametrycznej bifurkacji. Stra-
tegia rozwijania dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB zaprezentowana w [K7] moze zostaé uzyta
do rozwijania innych przypadkéw bifurkacji typu DIB klasy 2 dla réznego charakteru nieciggtosci w
uktadach dynamicznych kawatkami gtadkich. W [K8] wyprowadzitem warunki dla czterech przypad-
kéw jedno-parametrycznych bifurkacji typu sliding, gdy warunek na ogdélnosé formy normalnej nie
jest spelniony. W tej publikacji zaprezentowalem pierwszy przypadek dwu-parametrycznej bifurkacji
typu crossing-sliding z niespelnionym warunkiem na ogélnoé¢ formy normalnej, w modelu oscylato-
ra z suchym tarciem. Rozwinigcie teoretyczne dwu-parametrycznej bifurkacji typu crossing-sliding z
niespelnionym warunkiem na ogélno$é przedstawitem nastepnie w [K5]. Rozwiniecie zostalo wypro-
wadzone przy pomocy odwzorowania przez niecigglo$é typu ZDM. Ten wynik jest przedstawiony w
Twierdzeniu 2 autoreferatu.

W [K5], pokazalem rozwiniecie analityczne bifurkacji typu DIB nalezacej do trzeciej klasy bifurka-
cji dwu-parametrycznych w ukladach kawaltkami gladkich, polegajace na jednoczesnym wystapieniu
dwoch jedno-parametrycznych bifurkacji typu sliding. Wyniki analityczne zilustrowatem uzywajac
modelu, ktoéry prezentuje wyniki numeryczne zachowania uktadu wokoét punktu o ko-wymiarze dwa w
przestrzeni parametrycznej. Istotnym wynikiem prac teoretycznych stanowiacych przedmiot habilita-
cji jak réwniez zaproponowana w [K6] klasyfikacja dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB pozwala



na rozwiniecie technik numerycznych pozwalajaych na kontynuacje parametryczna zbioréw niezmien-
niczych w uktadach kawaltkami gtadkich [41, 32, 31, 52, 82], co stanowi istotny element teorii bifurkacji.
Poza teoria bifurkacji dwu-parametrycznych typu DIB w uktadach kawatkami gladkich, ktora przed-
stawilem w autoreferacie, przedmiotem autoreferatu jest réwniez klasyfikacja zachowan dynamicznych
wynikajacyach z jedno-parametrycznych bifurkacji typu DIB, w szczegélnosci tych przypadkow, kté-
re dla réznej klasy systemdéw kawalkami gladkich prowadza do jakosciowo tego samego zachowania
dynamicznego. Tego typu bifurkacje typu DIB sa analizowane w [K5,K6,K7].

W szezegdlnosci w [K2,K3] prezentujemy klasyfikacje zachowania dynamicznego w tréjwymia-
rowej przestrzeni fazowej ukladow Filippova dla jedno-parametrycznej bifurkacji typu DIB zwanej
grazing-sliding. W szczegdlnosci przeprowadzilem redukcje tréjwymiarowego ukladu Filippova do
jedno-wymiarowego odwzorowania niecigglego, w lokalnym otoczeniu okresowego zbioru granicznego
podlegajacego bifurkacji typu grazing-sliding, ktéra prowadzi do powstania wielu stabilnych zbioréw
granicznych z jednego cyklu granicznego. Tego typu bifurkacja nie moze mieé¢ miejaca w rézniczko-
walnych polach wektorowych. Skonstruowalem pierwszy przyklad strumienia Filippova, w ktérym
zaobserwowano tego typu bifurkacje typu grazing-sliding w [K2]. Wyniki zaprezentowane w [K2 K3]
sugeruja nowe kierunki badan. Po pierwsze, redukcja strumienia do odwzorowania za pomoca od-
wzorowania ZDM i odpowiadajace danemu strumieniowi lokalne zachowanie dynamiczne zalezy od
wymiaru strumienia, jak tez od struktury przestrzeni fazowej ukladu dynamicznego kawalkami gtad-
kiego. Z tego wynika mozliwosé¢ klasyfikacji bifurkacji typu DIB, z réznych klas ukladéow kawatkami
gladkich o réznych wymiarach przestrzeni fazowej, na podstawie zachowania dynamicznego zreduko-
wanych odwzorowan pelniacych role form normalnych dla danych bifukacji typu DIB. Innymi stowy,
roznowymiarowe formy norlmale moga naleze¢ do tej samej klasy form normalnych dla bifurkacji
typu DIB. W szczegélnym przypadku mozna usitowaé rozwinaé ujednolicona lokalna teorie jedno-
parametrycznych bifurkacji typu DIB, ktére prowadza do powstawania wielu atraktoréw z jednego
atraktora.

Kolejne pytanie powiazane z jedno-parametrycznymi bifurkacjami typu DIB, ktore zostalo zaadre-
sowane w [K1] dotyczy rodzaju perturbacji, ktére moga prowadzi¢ do jedno-parametrycznych bifurkacji
typu DIB. W [K1] przeanalizowalem jedno-parametryczna bifurkacje typu DIB, zupelnie innego typu
niz przypadki analizowane w [K2-K8]. Perturbacja, ktéra wzigltem pod uwage w [K1] dotyczyla zmiany
struktury rozmaitoéci okreslajacej nieciagtos¢. W ten sposéb odkrylem nowa bifurkacje, w planarnych
uktadach Filippova o trzech strefach, o charakterze superkrytycznej bifurkacji Hopfa. Tego typu uktady
sa wykorzystywane w modelowaniu matematycznym zachowan kontrolnych systemu neuromotorycz-
nego u ludzi. Réwniez w przypadku analizowanym w [K1] mozna postawié pytanie dotyczace uogélnej
teorii, ktéra przedstawitaby kiedy i jakie jedno-parametryczne perturbacje réznych klas uktadéw ka-
walkami gladkich prowadza do jedno-parametrycznej superkrytycznej bifurkacji Hopfa typu DIB. W
[K1] pokazatem w sposéb numeryczny, ze dwie jedno-parametryczne perturbacje prowadzace do dwoch
roznych uktadéw kawalkami gladkich prowadza do tej samej jedno-parametrycznej superkrytycznej
bifurkacji Hopfa typu DIB. W jednym przypadku perturbacja zmieniata charakter zalezno$ci rozma-
itosci okreslajacej nieciagtoé¢ w systemie Filippova a w drugim perturbacja zmienita wymiar systemu
Filippova poprzez wprowadzenie opdznienia czasowego do zmiennej okreslajacej niecigglosé. Podob-
nie jak w przypadku bifurkacji, ktére prowadzg do powstania wielu atraktoréow z jednego atraktora
otwartym pozostaje pytanie dotyczace mozliwosci opracowania teorii opisujacej jedno-parametryczna,
bifurkacje o charakterze Hopfa w réznych klasach systeméw kawalkami gtadkich. Kilka réznych typéw
bifurkacji typu DIB o charakterze Hopfa zostalo przeanalizowanych w literaturze, np. [66, 101, 76, 5].

2 Uktady kawalkami gladkie stanowigce przedmiot badan

2.1 Podstawowe definicje

Definicja 1 Strumien kwatkami gladki jest dany jako skonczony zbior réwnan réziniczkowych
zwyczajnych:
&= Fi(z,p), dla z€S;, (1)



gdzie U;S; = D C R™ i Zadne wnetrze zbioru S; nie jest puste. Przekroj ¥;; 1= S;N S'j jest albo R("—1)
rozmaitosciq zawartg w domknigciach 0S; i 0S;, albo jest zbiorem pustym. Kazde pole wektorowe Fj
jest wystarczajgco gladkie wzgledem stanu x i parametru p i generuje odpowiadajgcy temu polu potok,
powiedzmy ®;(x,t), we wnetrzu otwartego zbioru S;. Niemniej, kazdy potok ®; jest zdefiniowany na
catym zbiorze D.

Zbiér niepusty bedacy granica pomiedzy dwoma rejonami ¥;; bedzie nazywany zbiorem niecig-
glym, granica niecigglosci lub, czasami, rozmaitoScig przelgczania. Zakladamy, ze kazdy zbiér
¥;; ma ko-wymiar jeden, tzn. jest (n — 1)-wymiarowa gladka rozmaitoscig (lokalnie jest dyfeomorficz-
ny z R"~!) zawarty w n-wymiarowej przestrzeni fazowej. Co wigcej, kazdy zbior Xi; jest kawalkami
gladki. Tzn. sklada si¢ ze skoniczonej iloéci kawatkow tak gtadkich jak potok.

Definicja 2 Stopien niecigglosci w jakims punkcie x na zbiorze przelgczania ¥;; kawalkami glad-
kiego ukladu réownan rézniczkowych jest rowny stopniowi pierwszej niezerowej pochodnej czgstkowej
wzgledem zmiennej t obliczonej dla réznicy potokéw ®,(x,t) — ®;(x,t) dlat =0.

Rozwazmy teraz uktad réwnan rézniczkowych z jedna rozmaitosdcia, ktérag nazwiemy 315, ktora
okresla nieciggloéé. Taki uklad mozemy zapisa¢ w postaci:

. Fl(l',/J:), -13651,
r= { Fy(x, 1), © €Sy, @)

gdzie F} generuje potok ®; a Fy potok ®5. Otrzymujemy:
8<I>Z (LL', t)

ot = Fi(),

t=0
82¢i($,t) o OFZ» o aFi 8‘1’1
o |,_, ot 0%; ot
gdzie indeks dolny x oznacza pochodnag czastkowa wzgladem zmiennej . Podobnie:
83 (I)i (33, t)
ot3

= F; . Fi(z),

= Fi0aF} + F7 F},
t=0

itd. Wiec jezeli pola wektorowe Fi i Fy réznia sie dla mtej pochodnej czastkowej wzgledem zmiennej
x, wtedy potoki ®; i P réznia sie dla (m + 1)ej pochodnej czastkowej wzgledem zmiennej ¢.

Wiec jezeli Fy(z) # Fs(x) mamy stopien nieciaglodci jeden w punkcie x € X15. Uklady o stopniu
nieciaglosci jeden nazywamy uktadami Filippova.

Definicja 3 O granicy niecigglosci 3;; méwimy, Ze jest jednorodnie niecigglta w dziedzinie D,
jezeli stopieri nieciggtosci uktadu jest taki sam dla kazdego x € X;; N'D. Co wigcej, mowimy, Ze
niecigglosé jest jednorodna o stopniu m, jezeli pierwsza niezerowa pochodna czgstkowa rézinicy
F, — F; okreslona na X;; jest rzedu m — 1. Stopien niecigglosci jest jeden jezeli F;(x) — F;(x) # 0 dla
T € Zij ND.

2.2 Uklady Filippova

Przypadek uktadéw Filippova o jednorodnym stopniu niecigglosci jeden musi by¢ traktowany ze szcze-
gblna uwaga, bo musimy uwzgledni¢ mozliwos¢ ewolucji typu sliding. W celu zdefiniowania ewolucji
typu sliding bedziemy rozwazaé system kawaltkami gtadki, charakteryzujacy sie tylko jedng granica nie-
ciaglosci zdefiniowana poprzez zbiér punktéw x takich, dla ktérych pewna funckja gtadka H = H(x)
zeruje sie. W dostatecznie malym otoczeniu tej granicy H(x), dzieli przestrzen fazowa na dwa rejony.
W szczegdlnosei, wezmy pod uwage uklad (3) zdefiniowany w rejonie D C R™, ktéry charakteryzuje
sie jednym zbiorem nieciagtosci granicznej 1o = Y. To znaczy interesuje nas uktad:

i { Fi(z,u), H(z,u) >0, 3)
FQ(*TMLL)? H(%M) <0,



gdzie pole wektorowe F; generuje potok @1, a Fy potok ®o; I, Fs sa wystarczajaco gladkimi funkcjami
wektorowymi a H(x,p) jest funkcja skalarna, ktéra zalezy od stanu z € R™ i parametru g € R™.
Obszar D jest podzielony na dwa obszary, S1 i S2, na ktérych ewolucja jest generowana przez gtadkie
pola wektorowe Fy badz Fy. Zakladamy, ze granica niecigglosci 3, pomiedzy S7 i So, jest gladka
hiperplaszczyzna. Definiujemy:

Sy :={x €R": H(z,u) > 0}, (4)
S :={zx e R": H(z,p) <0}, (5)
Y :={xeR": H(z,u) = 0}. (6)

Otrzymana w ten sposob topologia przestrzeni fazowej prowadzi do mozliwosci ewolucji typu sliding na
Y. To znaczy w zaleznosci od kierunku pdl wektorowych F; (i = 1, 2) wzgledem X, mozna skonstruowaé
potok dla uktadu (3) poprzez laczenie potokéw @1, @2 (wtedy, gdy pola wektorowe wskazuja ten sam
kierunek wzgledem granicy nieciagtosci ¥) lub w przypadku, gdy pola wektorowe wsakzuja w kierunku
przeciwnym wzgledem granicy ¥, uklad moze generowaé¢ potok na powierzchni ¥. W tym drugim
przypadku wymagane jest zdefiniowanie pola wektorowego na ¥. Oznaczmy pochodng kierunkowa z
funkeji H(z) w kierunku pola wektorowego F jako H, F. Wtedy, Va € X, gdy iloczyn (H,Fy)(H,F3) >
0 nastepuje przelaczenie pomiedzy potokami ukladu Filippova (3) generowanymi przez pola wektorowe
Fy and F, na granicy X. Z drugiej strony, Vo € X, gdy iloczyn (H, Fy)(H, Fy) < 0, istnieje potok, ktéry
generuje rozwigzania na granicy X. Istnieja rézne formalizmy, ktore pozwalaja zdefiniowaé taki potok
na X, ktéry w literaturze nosi nazwe potoku sliding. Powszechnie stosowany formalizm to metoda
Filippova polegajaca na wykorzystaniu kombinacji wypuktej pél wektorowych do zdefiniowania pola
wektorowego typu sliding. To znaczy pole wektorowe generujace potok na ¥ definujemy jako:

Fio = (1 —a)Fy + aFy, (7)

gdzie 0 < a < 1 oraz
H.Fy

H,(F, — Fy)

Czasami, w wypadku gdy nie bedzie to powodowalo niejednoznacznosci bedziemy pisali:

(8)

alr) = —

Fij = Fs,

by oznaczy¢ pole wektorowe typu sliding.
Za pomoca funkcji o mozemy na ¥ zdefiniowaé rejon gdzie jest mozliwa ewolucja typu sliding. To
ZNaczy:

Si={ze¥:0<alz)<1}

definiuje rejon typu sliding. Granice rejonu definiujemy jako:

Xt ={zeX:a(x) =1},

oY :=={zeX:a(z) =0}

Zakladamy, ze na SuUastU 85]_, H,(Fy— Fy) > 0, z czego wynika istnienie tzw. rejonu typu stabilny
sliding. Wtedy pola wektorowe Fj i F5 dla x w dostatecznie malym otoczeniu ¥ wskazuja w kierunku
3.

2.3 Uklady hybrydowe

Definicja 4 Kawaltkami gladki uklad hybrydowy jest opisany poprzez zbiér rownan réziniczko-
wych zyczajnych:
iZFi(fUa,U)’ Zf xesi? (9)



oraz zbior tzw. odwzorowan restartujgcych:
T — Rij(z,u), Zf S Z’ij = S’z N gj- (10)

Zbiory Ui S; = D C R™ i S; majg niepuste wnetrze. Kazda granica X;; jest RO _wymiarowq rozma-
itosciq zawartg w granicy 0S; i 0S;, albo jest zbiorem pustym. Zakladamy, Ze kazde pole wektorowe
F; i odwzorowanie R;; sq wystarczajgco gladkie i zdefiniowane, odpowiednio, w otwartym otoczeniu S;

ZE”

Kanonicznym przyktadem modelu ukladu hybrydowego, w kontekscie mechaniki, jest tzw. oscy-
lator udarowy. W tym przypadku ;; pelni role powierzchni ograniczajace]j takiej, ze odwzorowanie
restartujace odwzorowuje zbiér XJ;; na siebie.

Definicja 5 Udarowy ukltad hybrydowy jest to kawatkami gladki uktad hybrydowy, dla ktérego
R;j : Xy — X4j, @ potok jest ograniczony do ewolucji po jednej stronie granicy nieciggtosci, tzn. na

S; =5; UZU.

Ze wzgledu na powyzszg definicje, odwzorowanie R;; jest nazywane prawem udarowym lub regulq
udarowq. Pdobnie, granice nieciaglosci ¥;; okredla sie¢ jako powierzchnie udarowe, a sytuacje gdy
trajektoria uktadu wchodzi w interakcje z rozmaitoscia ¥;; jako zdarzenie udarowe albo jako udar.

2.4 Odwzorowanie przez niecigglosé

Definicja 6 Odwzorowanie przez nieciaglosé¢ ), w przypadku poprzecznego przekraczania zbioru
niecigglego Y;j, jest dodatkowym odwzorowaniem, ktére musi byé wzigte pod uwwage przy tworzeniu
kompozycji odwzorowan wygenerowanych przez potoki ®; i ®; dla potoku kawalkami gladkiego lub
uktadu hybrydowego, ktérego trajektoria przekracza zbior nieciggly. Jezeli trajektoria przekracza zbior
> w takim sensie, Ze nastgpi ewolucja z rejonu S; do S;, to wlasciwe odwzorowanie wygenerowane
przez potoki i przekroczenie nieciggtosci ma postaé ®;0Qo®;. Jakobian Q. z odwzorowania Q) nazywa
sie macierzg przeskokowq.

Przyktad 1 Przekraczanie poprzeczne niecigglosci w ukladie Filippova o dwoch rejonach. Jezeli tra-
jektoria ukladu Filippova przekracza rozmaitosé przelaczajacg poza rejonem, gdzie jest mozliwa ewo-
lucja typu sliding, z rejonu S1 do Sa, to wtedy macierz przeskokowa wyrazona jest wzorem

(Fy, — F1)H,

=1
@ YT ER

; (11)

gdzie I jest macierzq jednostkowq. Wyrazenie (11) zostalo po raz pierwszy wyprowadzone w [3].

Przyklad 2 Przekraczanie poprzeczne nieciggltosci w uktadzie Filippova o dwoch rejonach na pod-
zbiorze, gdzie jest moZliwa ewolucja sliding. Macierze przeskokowe mogq byé réwniez zastosowane dla
trajektorii, ktore osiggajq zbior niecigglo$ci na podzbiorze gdzie sq ograniczone do ewolucji typu sli-
ding. Macierz skokowa w przypadku, gdy dochodzi do przelgczenia z rejonu S1 do rejonu ﬁ), gdzie jest
mozliwa ewolucja sliding, jest dana wzorem:

(Fro — F1)H,

I
e

gdzie Fio to pole wektorowe typu sliding zdefiniowane przez wyrazenie (7).



Rysunek 1: Schematyczna ilustarcja odwzorowan ZDM i PDM w otoczeniu punktu kontaktowego typu grazing
(por. Definicja 10). Na rysunku linia ciagta oznacza rzeczywisty potok uktadu hybrydowego, a linia przerywana
oznacza potok rozszerzony. Odwzorowanie ZDM jest odwzorowaniem z1 — x4 a PDM odwzorowuje z1 — xs.

2.5 Przeciecia styczne typu grazing

Odwzorowania przez nieciaglosé z przyktadow 1 i 2 zostalty wyprowadzone biorac pod uwage warunek
na przecigcie poprzeczne rozmaitosci okre$lajacej nieciaglo$é, tzn. wymagamy, by H.Fy; # 0. Gdy
warunek na przeciecie poprzeczne nie jest spelniony, tzn. wtedy gdy v = H, (z*)F1(2*) = 0 dochodzi do
tzw. kontaku grazing pomiedzy trajektoria wygenerowana przez potok a powierzchnia 3 (c.f. Definicja
10).

Taka sytuacja jest przedstawiona schematycznie na rysunku 1. Na rysunku jest oznaczona trajek-
toria przecinajaca punkt z*, ktora zaktadamy, ze jest czescia cyklu granicznego, ktory lezy catkowicie
w rejonie S;. Zakladamy, ze dochodzi do kontaktu typu grazing pomiedzy ta trajektoria a zbiorem %
w punkcie £* w momencie t*.

By skonstruowaé¢ odwzorowanie przez nieciaglto$¢, w przypadku kontaktu typu grazing, musimy
wziaé pod uwage ewolucje dwbch réznych trajektorii o warunkach poczatkowych w otoczeniu z*. Pewne
trajektorie nie przekrocza 3 w otoczeniu z* i dla tych trajektorii odwzorowanie przez niecigglo$é jest
tozsame. 7Z drugiej strony, odwzorowanie przez nieciaglo$¢ bedzie nietrywialne dla trajektorii takich,
jak na rysynku 1. Trajektoria przekracza punkt xzg w poblizu 3 w czasie g, nastepnie przekracza %
w punkcie x5 W czasie ty = t* 4 J, nastepnie jest odwzorowywana do punktu x3 przez odwzorowanie
Dy (R(x2),t3 —ta) 1 ewolucja jest kontynuowana w Sy od tego punktu. Powyzszy przypadek bierze pod
uwage zaréwno udarowy uklad hybrydowy, kiedy to ®5 jest tozsamoscia, jak tez przypadek potoku
kawatkami gladkiego, dla ktorego R jest tozsamoscia. W tym drugim przypadku, t3 — t2 jest czasem
ewolucji uktadu do momentu powtdérnego przekroczenia granicy 3.

Opiszemy dwa rézne sposoby definiowania odwzorowan przez nieciggto$é. Te odwzorowania mozna
skonstruowaé tak, jak odwzorowanie przez niecigglo$é dla trajektorii poprzecznie przekraczajacych
granice X, tak ze calkowity czas ewolucji jest réwny zero — tak zwane bezczasowe odwzorowanie przez
niecigglo$é (ZDM) — lub jako odwzorowanie zdefiniowane wzgledem jakiego$ lokalnego przekroju Po-
incarégo — odwzorowanie przez niecigglo$é z uzyciem przekroju Poincarégo (PDM). Przedstawiona
analiza jest zainspirowana metoda uzyta dla praypadku n-wymiarowego ukladu udarowego [45], ktéra
to analiza rozszerzyla wczedniejsze wyniki wyprowadzen odwzorowan normalnych ZDM dla uktadéw
udarowych [84, 96, 75, 55]. Konstrukcje ZDM i PDM pozwalaja na takie sformulowanie problemu
znalezienia lokalnego odwzorowania przez nieciaglos¢, ktore pozwala na zawarcie efektu jaki wywoluje
na trajektorie kontakt z rozmaitoscig nieciagla w dostatecznie malym otoczeniu trajektorii typu gra-
zing, przy pomocy zdefiniowania nowych zmiennych, ktére mierza odelgtosé pomiedzy trajektoriami,
a granica niecigglosci.
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By wyttumaczy¢ réznice pomiedzy odwzorowaniami ZDM i PDM, rozwazmy trajektorie z rysunku
1, ktora przecina punkt xzy. Trajektoria przecina ¥ w punkcie x2, nastepnie jest odwzorowywana do
x3 gdzie, nastepnie, podlega ewolucji do punktu startowego xg. Rozszerzajac gltadkie pole wektorowe
Fi(x) zdefiniowane dla H(z) > 0 (ktéry to rejon jest ,powyzej” granicy ¥ w S1) do rejonu H(x) <0
(tak, by mozna rozszerzy¢ trajektorie ,ponizej” granicy ¥) mozemy kontynuowaé ewolucje trajektorii
od punktu x5 za pomoca odwzorowania wygenerowanego przez potok ®;, lub kontynuowaé ewolucje
swstecz” do punktu xs. Jako, ze punkt xq jest blisko do x*, wtedy gtadka trajektoria wygenerowana
z punktu o przez potok ®; przetnie przekroj Poincarégo

My ={z:v=H,(x)F(x) =0}

w punkcie 1 w poblizu z* = 0. Pdobnie, kontynuacja potoku wstecz z punktu x3 przetnie Iy w
punkcie z5. Odwzorowanie, ktére odwzorowywuje 1 do 5 jest odwzorowaniem przez nieciaglo$é przy
uzyciu przekroju Poincarégo. Powyzsze sformutowanie problemu pozwala, by przy pomocy Twierdze-
nia o Funkcji Uwiktanej znalezé wyrazenie na PDM, ktére zalezy tylko od lokalnych wlasnosci pola
wektorowego wzgledem powierzchni przetaczajecej 3.

Definicja 7 Odwzorowaniem przez nieciaglo$é przy uzyciu przekroju Poincarégo (PDM)
w poblizu z* = 0 jest odwzorowaniem przez niecigglosS¢ zdefiniowanym na odpowiednim przekroju
Poincarégo I, ktory jest poprzeczny wzgledem potoku generujgcego trajektorie ukladu, zawiera zbidr
punktow typu grazing, przecina % poprzecznie i odwzorowuje warunki poczgtkowe z Iy z powrotem na
IIn. Nie jest wymagane, by to odwzorowanie bylo toisame wzgledem zmiennej okreslajacej czas.

Trajektoria zaczynajaca ewolucje w x5 moze by¢ rowniez kontynuowana do 1, a nastepnie wstecz
od punktu z3 przez taki sam czas, jaki jest wymagany, by dostaé si¢ z xo do x1. Powiedzmy, ze czas
ewolucji z x2 do 7 za pomoca potoku ®; jest § > 0. Wtedy do ewolucji z x3 uzywamy potoku ®;
z czasem ewolucji —¢§ az osiagniety zostanie punkt x4. Teraz mozemy zdefiniowaé odwzorowanie z xg
do T4.

Definicja 8 Odwzorowanie przez nieciaglo$é tozsame wzgledem zmiennej czasu ¢ (ZDM)
w poblizu orbity typu grazing jest odwzorowaniem przez niecigglosé w otoczeniu punktu typu grazing,
powtedzmy x*, ktore jest tozsame wzgledem zmiennej czasu. To znaczy, gdy to odwzorowanie jest zto-
Zone z odwzorowaniem wygenerowanym przez potok ukladu udarowego/przelgczanego w celu zdefinio-
wania trajektorii dla ukladu z kontaktem typu grazing, czas ewolucji potoku jest taki sam, niezaleznie
czy kontakt typu grazing jest brany pod uwage przy konstrukcji pelnego odwzorowania, czy nie.

Warunek na tozsamo$¢ wzgledem zmiennej czasu ¢t pozwala, by odwzorowanie ZDM zostalo w
naturalny sposéb wziete pod uwage jako sktadowa konstrukeji tzw. odwzorowania stroboskopowego o
stalym czasie T' - odwzorowania Poincarégo o stalym czasie t = T'. Na przyktad, dla cyklu granicznego
z kontaktem typu grazing zawartego catkowice w rejonie S;, odwzorowanie stroboskopowe mozna
zapisaé jako

Pg=Py0ZDM o Py,
gdzie P; opisuje ewolucje potoku ®; w czasie t; a P, opisuje ewolucje potoku ®; w czasie T — ¢;.

PDM moze by¢ wygodniejszym narzedziem analitycznym do analizowania zachowania cykli gra-
nicznych z kontaktem typu grazing w uktadach autonomicznych. Z drugiej strony, odwzorowanie ZDM
jest wygodne do analizy orbit w uktadach nieautonomicznych z T'—okresowym wzbudzeniem. Czynnik
wiadacy formy normalnej ZDM lub PDM dla przypadkdéw ogdlnych bedzie mial taki sam wykladnik
i formy te réznia si¢ zasadniczo tym, ze poprawka PDM nie jest tozsama wzgledem zmiennej czasu.

By opisaé¢ zachowanie dynamiczne cykli granicznych (rozwiazah okresowych) charakteryzujacych
sie kontaktem typu grazing, w dostatecznie malym otoczeniu krytycznego (tzn. charakteryzujacego
sie kontaktem typu grazing) cyklu granicznego , odwzorowanie ZDM lub PDM nalezy zlozy¢ z odwzo-
rowaniem afinicznym, ktére opisuje zachowanie uktadu bez brania pod uwage obecnosci zachowania
typu grazing. Bez utraty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze orbita graniczna jest hiperboliczna jezeli kon-
takt typu grazing nie jest brany pod uwage. By uproscié¢ prezentacje wynikéw, w kolejnym paragrafie
uzyjemy zapisu operatorowego. W tym celu zostanie uzyta pochodna Lie.
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Definicja 9 Pochodna Liego jest pochodng catkowitq funkcji skalarnej h w kierunku potoku wygene-
rowanego przez pole wektorowe f. Jezeli f i g sq gladkimi polami wektorowymsi, a h jest gladkq funkcjg
skalarng wtedy

Lih(z) =2 af f(@),
£,Ln(a) = Q&) o)
. o(h-1p)
LyLGh(x) = ‘87 g(x).

Na przyktad uzywajac juz wprowadzony zapis, piszemy
Lyh(x) = he f(2)

oraz

Lin(x) = (he f(x))o f(2).

3 Opis wynikow

3.1 Jedno- i dwu-parametryczne Bifurkacje Wywotane przez Niecigglosé
(DIBs)

Gléwna cze$¢ wynikéw bedacych przedmiotem habilitacji dotyczy zmian strukturalnych przestrzeni
fazowej, ktére nazywamy Bifurkacjami Wywolanymi przez Niecigglo$é (DIBs w skrocie z jezyka an-
gielskiego). Cecha charakterystyczna DIBs jest brak transwersalno$ci pomiedzy cyklem granicznym a
rozmaitoscia przelaczajaca - czyli kontakt typu grazing dla pewnego punktu na orbicie - dla wartosci
parametru, dla ktérego zachodzi DIB.

Rozwazmy uktad Filippova o dwoch strefach. Zalézmy, ze w ukladzie istnieje cykl graniczny, ktory
jest w calosci z w zbiorze S, badz Ss, lub tez jest zbudowany z fragmentéw wygenerowanych przez
pola wektorowe Fy, Fs lub F,. W tym drugim przypadku orbita graniczna zawiera punkty, w kérych
orbita graniczna przelacza swoja ewolucje pomiedzy Sy, So i . Zal6zmy, ze punkty na orbicie gra-
nicznej, w ktorych dochodzi do przelaczenia pomiedzy zbiorami S, Se lub by sg funkcja parametru pu.
Zmiany wartosci parametru p moga spowodowac, ze punkt na cyklu granicznym, w ktérych dochodzi
do przelaczenia pomiedzy zbiorami Sy, So lub )y znajdzie sie¢ na jednej z granic 8Zi Dalsza zmiana
wartosci parametru g moze spowodowac, ze punkt przetaczanie bedzie wewnatrz )y (lub na zewnatrz).
Tego typu scenariusz jest jedno-parametrycznym zdarzeniem (zdarzeniem o ko-wymiarze 1). Rozwaz-
my jaki$ punkt z, taki w ktérym uklad przetacza si¢ pomiedzy dwoma polami wektorowymi. Nazwijmy
potok, ktory w czasie dodatnim zbliza sie do punktu, w ktérym dochodzi do przelaczenia potokéw,
jako potok zblizajgcy, a potok, ktéry generuje trajektorie po przetaczeniu jako potok oddalajgcy.

Definicja 10 Jezeli w punkcie x, ktorekolwiek z dwoch pol wektorowych generujgcych potok zblizajgcy
lub oddalajgcy jest styczne do X, bgdZ oLE gdy ewolucja segmentu zawierajgcego punkt styczny jest
ograniczona do Y, mowimy wtedy, Ze w punkcie x ukltad Filippova charakteryzuje sie kontaktem typu
grazing z rozmaitosciqg przelgczajocq bgdz z granicg rejonu, gdzie jest mozliwa ewolucja sliding.

Definicja 11 Zalézmy, ze w ukladzie Filippova (3) istnieje hiperboliczny zbior graniczny L(zx,u),
gdzie u € R jest parametrem a x jest punktem na zbiorze granicznym L. Jezeli dla jekiegos u* w
punkcie x* = x(u*)A zbior graniczny L* charakteryzuje sie jednym izolowanym kontaktem typu grazing
z granicg zbioru 0¥~ i zalezno$é parametryczna zbioru wzgledem p dla x* nie jest zdegenerowana,
tzn. <fil SHy)(x*,p1*) £ 04 (%,(HmFl)gC)(m*,u*) # 0, méwimy, Ze zbidr graniczny podlega jedno

parametryczne] Bz’furkacji Wywolanej przez Niecigglo$é o typie sliding; (,) oznacza iloczyn skalarny.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze w przestrzeni fazowej iloczyn skalarny nie jest zdefiniowany, lecz teoria,
ktoéra tutaj prezentujemy jest lokalna, wiec iloczyn skalarny rozwazamy na przestrzeni stycznej. Po-
nadto w odniesieniu wszystkich definicj jedno- i dwu-parametrycznych bifurkacjach typu DIB, ktore
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tutaj prezentuje, zaktadamy ze p jest wlasciwie dobranym parametrem umozliwiajacym rozwiniecie
bifurkacji. Bez utraty ogdlnosci, zakladamy, ze dla lokalnych wspolrzednych x* = 0.

3.1.1 Formy normalne dla jedno-parametrycznych bifurkacji typu sliding

Zaczniemy od warunkéw koniecznych, ktére definiuja kazda z czterech jedno-parametrycznych bi-
furkacji typu sliding oraz od warunkéw zapewniajacych, ze bifurkacja nie jest zdegenerowana. We
wszystkich czterech przypadkach trajektoria, dla warto$ci parametru, przy ktérej dochodzi do bifur-
kacji, charakteryzuje sie punktem lezacym na zbiorze 82’7 ktory jest granica zbioru, na ktérym jest
mozliwa ewolucja typu sliding. Zalézmy, ze tym punktem jest punkt x = z*(u*) (gdzie p jest pa-
rametrem bifurkacyjnym). Wtedy, dla wszystkich czterech przypadkéw mamy nastepujace warunki
definiujgce:

H@) =0,  Ha(z") £0, (12)

a(z®) =0 (z czego wynika, ze Fs(z*) = Fi(2*) and Lg H(z")=0). (13)

Warunek pierwszy (12) zapewnia, ze punkt z* nalezy do rozmaitosci przelaczajacej, ktéra jest wla-
Sciwie zdefiniowana; warunek drugi (13) zapewnia, ze x* lezy na granicy rejonu, gdzie jest mozliwa
ewolucja sliding (bez utraty ogélnosci mozemy zalozyc, ze ta granica jest zbiér 85]_).

Spoéjrzmy teraz na warunki zapewniajace ze bifurkacja jest niezdegenerowana. Pierwszym z tych
warunkéw jest warunek na to, ze dla wszystkich punktow = w dostatecznie matym otoczeniu x* pole
wektorowe Fy nie charakteryzuje si¢ kontaktem typu grazing oraz, ze wskazuje na rozmaitosé¢ . To
ZNaczy:

H,Fq(xz™) >0, (14)

gdzie Fj = Fy — Ff. Musimy teraz rozwazy¢ rodzaj stycznosci potoku sliding wzgledem granicy )l

Przypadki crossing-sliding 1 grazing-sliding wymagaja, by potok typu sliding byl skierowany do
granicy 0%~ (zobacz Rys. 2). A wiec wymagamy, by:

da(Pg(x*,0))

<0,
ot —0

gdzie ®; jest operatorem potoku odpowiadajacym potokowi wygenerowanemu przez pole wektorowe
F,. Jakkolwiek Fs = Fy w z* ze wzgledu na (13), a wiec ®4(2*,0) = &4 (z*,0). Co wiecej:

Oa(Pq(x*,0))

o = a, Fi(z") = Lpa(z").

Z czego wynika, ze Lp, a(x*) okredla czy granica ) jest atraktorem czy tez repellerem wzgledem
potoku sliding. Crossing-sliding i grazing-sliding charakteryzuja si¢ wiec warunkiem na niezdegenero-
wang bifurkacje w postaci:

Lpa(z*) <0, (15)

podczas gdy switching-sliding (gérny rysunek na Rys. 3) charakteryzuje si¢ wigc warunkiem:
Lpa(z”) >0, (16)

tak, ze w tym przypadku potok sliding wskazuje od granicy rejonu sliding.

Adding-sliding (dolny przypadek na Rys. 3) jest bardziej subtelny. W tym przypadku mamy do-
datkowy warunkej definiujgcy taki, ze mamy punkt styczny potoku sliding z 9" na¥ w punkcie
bifurkacyjnym na orbicie, ktéra charakteryzuje sie kontaktem typy grazing. Z czego wynika, ze:

Lpalz®)=0. (17)

Co wigcej, potok sliding musi osagnac lokalne minimum wzgledem « na orbicie w punkcie kontaktu
grazing. Wiec dodatkowo wymagamy, by:
0?a(®4(x*,0))

>0
0%t ’
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Rysunek 2: Schematyczny rysunek bifurkacji crossing-sliding (goéra) i grazing-sliding (d6t).

czyli:
L3 a(z) == 0y Fi, B + ag FE > 0. (18)

Mozemy teraz zaprezentowaé nastepujace Twierdzenie na temat formy normalnej ZDM dla kazdego
przypadku bifurkacji sliding. ZDM opisuje poprawke jaka musi by¢ zastosowana do trajektorii dosta-
tecznie bliskich trajektorii, ktéra charakteryzuje si¢ kontaktem typu grazing (zobacz Rys. 21 3) w
celu wziecia pod uwage powstania dodatkowego segmentu trajektorii (lub utraty segmentu trajektorii)
w zbiorze granicznym dla ¢ w dostatecznie matym otoczeniu p*.

Twierdzenie 1 Zaldzmy, ze uklad kawalkami gladki wyrazony przez (3) przechodzi przez bifurkacje
typu sliding w punkcie x*, zdefiniowang przez warunki definiujgce (12) i (13) oraz warunek (14). Wte-
dy cztery jedno-parametryczne bifurkacje typu sliding sq scharakteryzowane przez nastepujgce formy
normalne ZDM:

crossing-sliding; z warunkiem (15) zapewniajgcym niezdegenerowang bifurkacje ZDM dla trajektorii
w dostatecznie malym otoczeniu punktu x* moze byé wyrazona w postaci:

x jezeli Ly, H(z) <0,

v (L H @))2251;:1(&?()552%)(3;) +O((w—a%))  jeseli Ly H(z)>0; (19

T —

grazing-sliding; z takim samym warunkiem (15) jak wyzej, zapewniajgcym niezdegenerowanqg bi-
furkacje ZDM dla trajektorii w dostatecznie malym otoczeniu punktu ™ moze byé wyrazona w
postaci:

H(z)(Fy(x) = Fi(x))

T Gy F O =) ) jeseli H(z) < 0; (20)

x jezeli H(x) > 0,
X +—
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Rysunek 3: Schematyczny rysunek bifurkacji switching-sliding (géra) i adding-sliding (dét).

switching-sliding; z dodatkowym warunkiem (16), zapewniajacym niezdegenerowang bifurkacje ZDM
dla tragektorit w dostatecznie matym otoczeniu punktu x* moze byé wyraZona w postace:

x jezeli Ly H(z) <0,

z 2 LRH@) oL o(@w—a"))  jeseli Lo H(z) > 0,

T+ (21)
3 (Lr, H(x))? (LT, H(x))

gdzie
Q= Lp,H(x)(F1oFaq — FaxF1) — L(py, py—Fo 1) H () Fa,
oraz Fg = Fy — Fy;
adding-sliding; 2z dodatkowym warunkiem definiujgcym (17) oraz z dodatkowym warunkiem (18),

zapewniajgcym niezdegenerowang bifurkacje ZDM dla trajektorii w dostatecznie malym otoczeniu
punktu x* moze byé wyrazona w postaci:

x jezeli Ly H(z) > 0,

9 (LpH(z))? 5/2 .
T S @) PLs Hy @ O ) jeseli L H(x) <0,

z Q zdefiniowanym powyzej.

(22)

€T —

Zachowanie dynamiczne ukladu Filippova w dostatecznie malym otoczeniu orbity granicznej, kto-
ra podlega jedno-parametrycznej bifurkacji typu sliding moze byé zrozumiane badajac zachowanie
dynamiczne powiazanego kawalkami gtadkiego odwzorowania ZDM. Rodzaj nieciaglosci odpowiada-
jacego odwzorowania PDM jest taki sam jak dla danego odwzorowania ZDM. Wyrazenia dla jedno-
parametrycznych bifurkacji typu sliding dla odwzorowan PDM sa przedstawione razem z dowodami w
monografii [K4]. W dalszej zasadniczej czesci tego autoreferatu pokaze w jaki sposéb mozma zastoso-
waé zaprezentowane formy normalne, by rozwina¢ dwu-parametryczne bifurkacje typu sliding w ukta-
dach Filippova. Pokaze réwniez zastosowanie odwzorowan ZDM i PDM jako narzedzie do klasyfikacji
zachowania dynamicznego ukladu Filippova w dostatecznie malym otoczeniu punktu bifurkacyjnego.
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3.2 Dwu-parametryczne Bifurkacje Wywotane Niecigglosciami orbit gra-
nicznych

3.2.1 Klasyfikacja

W [K6] zaprezentowalem klasyfikacje dwu-parametrycznych Bifurkacji Wywolane NieciagloS$ciami
(DIBs) okresowych orbit granicznych w ukladach kawatkami gladkich. Dwu-parametryczne Bifurkacje
typu DIB moga naleze¢ do jednej z nastepujacych trzech kategorii:

Kategoria I Zdegenerowane DIBs; tzn. jeden z warunkéw, ktory okreéla zachowanie pola wekto-
rowego wzgledem rozmaitoséci przelaczajacej, definiujacych bifurkacje na granicy rejonu, gdzie
ewolucja typu sliding jest mozliwa nie jest spelniony przez co kontakt styczny typu grazing, pola
wektorowego, jest zdegenerowany. Nie spelnienie warunku definiujacego bifurkacje moze mieé
wplyw na rzad czynnika wiodacego formy normalnej wyprowadzonej za pomoca odwzorowania
przez nieciaglosé.

Kategoria II DIBs niehiperbolicznych cykli granicznych, tzn. bifurkacje gdzie cze$¢ liniowa
kawalkami gladkiej formy normalnej opisujacej zachowanie dynamczne cyklu granicznego jest
zdegenerowana; tzn. cykl graniczny nie jest hiperboliczny. Ten scenariusz mozna traktowaé jako
réwnoczesne wystapienie bifurkacji ,gladkiej” i ,nieciagtej” (typu DIB) dla tej samej wartosci
parametru;

Type III Réwnoczesne niezalezne wystapienie dwéch jedno-parametrycznych bifurkacji
typu DIB w dwdch niezaleznych punktach na cyklu granicznym podlegajacemu bifurkacji typu
DIB.

3.2.2 Dwu-parametryczna zdegenerowana bifurkacja typu crossing-sliding. DIB Kate-
gorii I

Jako pierwszy przypadek dwu-parametrycznej bifurkacji typu sliding przedstawie bifurkacje, ktore
moga wystapi¢ w przypadku, gdy warunek (15), lub (16) lub tez (18) nie jest spelniony. Musimy wiec
wzia¢ pod uwage dodatkowa degeneracje potoku oddalajacego jako, ze ten potok charakteryzuje sie
kontaktem typu grazing (kontaktem stycznym) w przypadku bifurkacji typu sliding. W przypadku,
gdy potok przychodzacy jest wygenerowany przez pole wektorowe Fj lub F§, potoki przychodzacy i
oddalajacy maja takie same wlasciwosci wzgledem X i 9% w punkcie bifurkacyjnym. Wyniki, ktére
tu prezentuje sa przedstawione w [K3,K4].

Pierwsza z dwu-parametrycznych bifurkacji typu sliding, ktéra przedstawie jest tzw. zdegenero-
wana bifurkacja typu crossing-sliding. W tym przypadku zdegenerowanie potoku oddalajacego ®;
ujawnia sie jako dodatkowa styczno$é¢ wzgledem granicy rejonu gdzie ewolucja sliding jest mozliwa.
Co wiecej zakrzywienie pola wektorowego musi by¢ takie, by potok ®; oddalal sie od rozmaitosci
przelaczajacej. Oczywisci (12) i (13) musza by¢ spelnione réwniez w tym wypadku. W ten sposéb
otrzymujemy nastepujace dodatkowe warunki analityczne, ktére musza by¢ spelnione w punkcie na
cyklu granicznym, gdzie mamy zdegenerowany kontakt grazing.

Dodatkowa stycznosé potoku oddalajacego jest wyrazona poprzez:

O(a(®y(x,1)))

— a,F) = 0.
ot G

t=0

Wyrazajac powyzszy warunek przy uzyciu H, i F; otrzymujemy:

0*(H(®: (1))

= = H,Fy,Fy = 0. (23)

t=0

16



Warunek na brak degeneracji dla zdegenerowanej bifurkacji crossing-sliding Ze wzgledu
na to, ze wymagamy by trajektoria opuszczala rozmaitosé¢ przelaczajaca pole wektorowe Fy powinno
osiggna¢ minimum wzgledem 0%~ . Tak wiec warunek na brak degeneracji przyjmuje postaé

0%(a(®1 (2, 1))

o = o, Fi,F) <0,

t=0
Wyrazajac powyzszy warunek poprzez H,, F} otrzymujemy

0*(o(H (1 (2, 1)))

=3 = H,(F,)’F, > 0. (24)

t=0

Definicja 12 Zalézmy, Ze w ukladie Filippova (8) istnieje hiperboliczny cykl graniczny L(z, ), gdzie
w = (u1,pu2) € R? jest parametrem a x jest punktem na orbicie granicznej. Jezeli dla jakiejs wartodci
w* orbita graniczna L* w punkcie x* = x(u*) charakteryzuje sie pojedynczym, izolowanym, zdgene-
rowanym kontaktem stycznym (kontak grazing) wzgledem granicy rejonu, gdzie jest mozliwa ewolucje

sliding 83X~ i zaleznodé x* wzgledem parametru p nie jest zdegenerowana, tzn. (g—,i, H,)(x*,pu*) #0,
(%,(Hmﬂ)m)(x*,u*) # 0 fori =1,21 g—fl(x*,u*) i 88—;2(33*,”*) sq liniowo niezaleine, wtedy

mowimy, ze cykl graniczny podlega dwu-parametrycznej zdegenerowanej Bifurkacji Wywolanej przez
Niecigglosé (DIB) typu sliding.

Twierdzenie 2 Zakladajac, e uklad Filippova (3) podlega dwu-parametrycznej zdegenerowanej bi-
furkacji typu crossing-sliding i spelnia warunki definiujgce (12), (13), warunek na zdegenerowany
kontak styczny (23) oraz warunek (24) zapewniajgcy, ze rozwazana dwu-parametryczna bifurkacja nie
jest zdegemerowana, forma mormalna opisujgca bifurkacje w dostatecznie malym otoczeniu punktu o
ko-wymiarze dwa przyjmugje postac:

9 T fOT Vinin 2 0, @min 2 0,
x—23 Fi+230(2)  for Viin <0, @min <0,
ZDM(z,y,2) = LFdH(Qx)L%lH(x) min nin (25)
L3 H(z)
T — 3y2 L F + y20 Yy fOT me > 07 Amin < 07
CLH@ L@ YW
gdzie
H z,t)) — H(x
1) = Hlor(2.0) = B0
1
y2 + Gmin = 0;

Qmin 0zZnacza minimalng wartos$é funkcji q, ktorg ta funkcja osigga wzdiuz potoku ¢1 po rozpoczeciu
ewolucji w jakims punkcie x. W naszym przypadku q jest malg wielkosScig. Zmienna z jest zdefiniowana
poprzez relacje

22 + Vinin = 0,

gdzie Vipin = Lr, H(2) na
{x IS LFSLFlH(x) = 0}

Wyjasnimy teraz efekt otrzymanej formy normalnej na istnienie i stabilnoéé¢ krytycznego cyklu gra-
nicznego, ktéry charakteryzuje sie zdegenerowanym kontaktem stycznym w punkcie x*(u*). Interesuje
nas istnienie i stabilno$é orbit granicznych V(z, 1) w dostatecznie malym otoczeniu z*(u*). Oznaczmy
przez

v=LpH(z),a= L} H(z) and c = L}, H(z),

gdzie v sa a malymi wielkosciami i ¢ = O(1), V(z, u) w dostatecznie matym otoczeniu punktu z*(p*).
Uzywam symbolu O, by oznaczyé¢ wszystkie czynniki wyzszego rzedu, ktérych efekt na zachowanie
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uktadu moze by¢ pominiety w dostatecznie matym otoczeniu punktu bifurkacyjnego. W przypadku
kilku zmiennych, gdy pojawiaja si¢ iloczyny matych wielkosci, bede oznaczal rzad wiodacego pomi-
nietego czynnika (oraz wszystkie czynniki wsyzszego rzadu) wykorzystujac symbol O(g).

Rozwazmy Rys. 4. Na rysunku, Ty odnosi sie do tej czeéci cyklu granicznego, ktéry charakteryzuje
sie zdegenerowanym kontaktem stycznym z granica )0 rejonu sliding. Trajektorie, ktére rozpoczy-
naja ewolucje na ¥, w dostatecznie malym otoczeniu x*, na rejonie oznczonym jako R; na rysunku,
nie maja kontaktu z rejonem, gdzie jest mozliwa ewolucja sliding (trajektoria 71), a wiec te trajektorie
nie sa korygowane przez ZDM. Twierdzenie o Funkcji Uwiklanej zapewnia istnienie oraz stabilno$c¢
orbity granicznej, ktéra przecina rejon R; w dostatecznie malym otoczeniu zdegenerowanego cyklu
granicznego.

Trajektorie, ktére przecinaja rejon Rs na rysunku (cf. T3) podazaja potokiem typu sliding przez
jakis maly czas, powiedzmy s, a nastepnie opuszczajg powierzchnie przetaczajaca. Dla tych trajektorii
czynnik korygujacy odwzorowania ZDM jest O(z3). Ze wzgledu na fakt, ze z = O(v/a) i a = O(e) w
R5 z Twierdzenia of Funkcji Uwiklanej wynika, ze w dostatecznie malym otoczeniu orbity granicznej
podlegajacej bifurkcji typu crossing-sliding dla p dostatecznie bliskiego p* istnieje orbita graniczna
przecinajaca rejon Rj3 ze stabilnoscia okreélona przez stabilnosé zdegenerowanego cyklu granicznego.

Trajektorie przecinajace rejon R na rysunku (cf. 7o) najpierw podazaja potokiem ¢1 w G przez
krotki czas, powiedzmy t, nastepnie po osiagnieciu rejonu typu sliding by podazaja potokiem typu
sliding przez jakis czas s, by ostatecznie opusci¢ rozmaitosé przetaczajaca. Ten rodzaj poprawki ZDM
jest najbardziej subtelna poprawka. Pomimo tego, ze w tym ostatnim przypadku poprawka ZDM
jest rzedu liniowego, to jest ona ograniczona przez czynnik poprawki rzedu O(g?). Jest to doktadnie
wytlumaczone w [K5]. A wigc z Twierdzenia of Funkcji Uwiklanej wynika, ze w dostatecznie malym
otoczeniu orbity podlegajacej zdegenerowanej bifurkacji typu crossing-sliding istnieje orbita graniczna
przecinajaca rejon Ry dla p dostatecznie bliskiego u*, ktérej stabilnos¢ jest taka sama jak orbity
bifurkacyjnej dla g = p*.

Analiza, ktéra tutaj przedstawiam zostala przeprowadzona w publikacji [K5] i zastosowana, by
rozwingé¢ zachowanie dynamiczne modelu mechanicznego oscylatora harmonicznego z suchym tar-
ciem, ktéry charakteryzuje sie dwu-parametryczng zdegenerowana bifurkacja typu crossing-sliding.
Analiza krzywych bifurkacyjnych modelu tego oscylatora byla pézniej przedstawiona réwniez w [71]
z uwzglednieniem dwu-parametrycznych bifurkacji sliding rozwinietych przeze mnie w [K3,K4].

Rozwinigcie opisanych czterech zdegenerowanych dwu-parametrycznych bifurkacji orbit granicz-
nych pozwala na rozwiniecie numerycznych technik kontynuacji tego typu zbioréw niezmienniczych w
przestrzeni parametrycznej, co zostalo poruszone w [K5].

3.2.3 Dwu-parametryczne bifurkacje typu DIB niehiperbolicznych cykli granicznych.
DIB Typu II

Rozwazmy teraz ogdlny uklad Filippova o dwoch strefach, taki ze dla wartosci parametru p* uklad ma
okresowg orbite graniczna o okresie T* > 0 oraz H > 0 dla wszystkich punktéw na orbicie granicznej
z wyjatkiem punktu x* gdzie wystepuje kontak typu grazing.

Niech potok dla pola wektorowego Fy bedzie oznaczony jako ¢1(z,t, ), tzn.:

¢1t(xa t7 /1“) = F1(¢1 (.’b, tv /1“); ,LL), (26)
¢1(x707p“) = Z. (27)

7 powyzszego wynika, ze:

o1z, T, u*) = ¥, (28)
H(z*,p*) = 0, (29)

Lp (H)(@%p") = 0, (30)
G (H) @ ') > 0. (31)
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Rysunek 4: Topologia przestrzeni fazowej w otoczeniu zdegenerowanego punktu crossing-sliding o ko-wymiarze
dwa (punkt oznczony litera A na rysunku). Trajektoria oznaczona jako To odnosi sie do segmentu krytycznego
cyklu granicznego, ktory wchodzi w kontakt z granicg zbioru typu sliding w dwu-parametrycznej zdegene-
rowanej bifurkacji crossing-sliding. Matle perturbacje parametryczne prowadza do istnienia cyklu granicznego
przecinajacego rejony Ri, R2 lub Rs. Jest to schematycznie pokazane przez trajektorie T1, T5 i T3 (przecinajace
odpowiednio R1, Rz i R3), ktére roznig sie od Tp iloscig segmentéw, ktére tworza cykl graniczny.

Zdefiniujmy lokalne odwzorowanie rzutujace P(x, i), ktére odwzorowywuje stan x najkrétsza trajek-
torig pola wektorowego Fy na powierzchnie zdefiniowana poprzez zbiér Lg, (H) = 0. Mozemy zbadaé
zachowanie ukladu w dostatecznie malym otoczeniu orbity charakteryzujacej sie punktem kontakto-
wym typu grazing za pomoca odwzorowania Poincarégo, w postaci:

P(¢1($7T*Hu‘)7.u“) dla H(P((bl(va*hu‘)vN)v )

PM(.’E,/.L) = { :
g(P(¢1($,T*, )v:u')vﬂ“) dla H(P(d)l(x,T*,u),u),u)

>0 (32)
< 0.

Dla trajektorii, ktére nie posiadaja segmentu typu sliding, pierwsze wyrazenie jest regularnym odwzo-
rowaniem Poincarégo. Dla trajektorii, ktére posiadaja segment typu sliding drugie wyrazenie koryguje
regularne odwzorowanie Poincarégo poprzez ZDM, ktorego forma algebraiczne jest wyrazona réwna-
niem (20). Dla celu analizy zdefiniuje cze$¢ odwzorowania ZDM, ktére ma czynnik uwzgledniajacy
poprawke ze wzgledu na istnienie segmentu sliding, w formie:

g(@,p) = 2 + Bz, 1Y)y, (33)

gdzie y = /—H(x,u) i B, H sa gltadkimi funkcjami swoich argumentéw. W takiej formie otrzymuje-
my dokladne wyrazenie na cze$¢ nie bedaca tozsamoscia dla odwzorowania ZDM. Czynnik wiodacy
B(z, 1, y)y? rozwiniety wzgledem zmiennej x wokét (z*, u*) jest doktadnie wyrazeniem danym w réw-
naniu (20).

Zauwazmy, ze drugie wyrazenie odwzorowania PM nie koniecznie odwzorowuje zbiér punktéw na
przekrdj Lp, (H) = 0, wiec PM nie jest odwzorowaniem Poincarégo na tym przekroju. Niemniej,
odwzorowanie PM jest ekwiwalentnym wzgledem jakiegokolwiek odwzorowania, ktore wykorzystuje
przekroj nie przecinajacy punktow, w ktérych trajektorie uktadu wchodza w kontakt typu grazing z
rozmaitoscia przelaczajaca, poprzez gltadka zmiane wspélrzednych.

Stabilnoéé orbity granicznej dla kontaktu grazing Zauwazmy, ze cykl graniczny o okresie 1™
dla parametru, dla ktérego zachodzi kontakt grazing, moze by¢ traktowana jako orbita graniczna nie
posiadajaca segmentu typu sliding lub jako orbita graniczna posiadajaca segment sliding o zerowej
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dlugosdci i okresie T*. Jako, ze kazdy kontak grazing moze by¢ potraktowany jako ewolucja sliding badz
jako ewolucja bez segmentu sliding, taka orbita graniczna moze by¢ wiec rozwazana jako orbita o okre-
sie nT* o m segmentach o zerowej dlugosci ewolucji sliding w danej sekwencji kontaktu sliding/brak
ewolucji sliding. W pierwszym przypadku (tzn. gdy nie brany jest pod uwage segment sliding o zerowej
dlugosci) analiza stabilnosci orbity granicznej moze byé okreslona za pomoca réwnania wariacyjnego.
W drugim wypadku, gdy brany jest pod uwage segment typu sliding (o zerowej dlugosci), do anzali-
zy stabilnosci nalezy wykorzytsaé réwnanie wariacyjne oraz odwzorowanie przez niecigglosé. Innymi
stowy stabilnosé tych dwdch orbit granicznych moze by¢ okreslona poprzez rozwazenie co sie dzieje z
cyklami granicznymi, gdy (w granicy przy zmianach parametru) dochodzi do kontaktu typu grazing
z rozmaitoScia przelaczajaca i de facto, w granicy, otrzymujemy jedna orbite graniczna. Rozwazamy
wiec dwa procesy graniczne, ktére wykorzystujemy do okreslenia stabilnosci orbity granicznej charak-
teryzujacej sie, badz tez nie charakteryzujacej sie, segmentem o zerowej dtugosci. Te dwie granice sa
okreslone, ale rézne. (Prosze zauwazy¢, ze rozwazamy tylko stabilno$é tych orbit granicznych, lecz nie
rozwazamy stabilnosci orbity typu grazing, co jest bardziej ztozonym problemem.)

By pokazaé powyzsze zachowanie, zauwazmy ze x* jest ustalone poprzez ¢, P, i g. Jakobiany
odwzorowan sa wyrazone w postaci:

¢1x($*7T*>M*) = ‘]*7 (34)
Pty = - (35)
g (x*,u*) = I—B*C*, (36)
gdzie

F* = Fi(a*,u), (37)
V* o= Lp(H)g (2" p), (38)

. Fy(x™, ")
B = —— " 39
Lo ()" ) (39)
C* = Hy(x* p"). (40)

Dla orbity granicznej bez segmentu sliding, stabilnosé liniowa jest wyrazona réwnaniem
A= I - (F*V*)/(V*F*))J* (41)

i okreslona poprzez wartosci wlasne macierzy A* (zauwaz, ze A* charakteryzuje si¢ trywialna wartoscia
wlasng 0). Gdy postrzegamy obite graniczna jako orbite z zerowym segmentem typu sliding stabilnosé
liniowa jest okreslona przez wartosci wtasne macierzy

A* = (I — B*C*) A", (42)

Jezeli bedziemy stosowaé¢ kontynuacje parametryczna orbit granicznych typu grazing w przestrzeni
dwu-parametrycznej i bedziemy mierzyé¢ wielkosé wartoéci wlasnych odpowiadajacych macierzy A*
i zaobserwujemy dla jakiej$ wartosci parametru, istnienie wartosci wtasnej na okregu o promieniu
jednostkowym na plaszczyznie zespolonej, to mamy doczynienia z dwu-parametryczna bifurkacja ty-
pu grazing-sliding. Podobnie jezeli bedziemy mierzyé wielko$¢ wartosci wlasnych odpowiadajacych
macierzy A% i zaobserwujemy istnienie wartodci wilasnej na okreegu o promieniu jednostkowym na
plaszczyznie zespolonej mamy doczynienia z innym rodzajem dwu-parametrycznej bifurkacji typu
grazing-sliding.

W [K7] rozwinalem dwu-parametryczna bifurkacje typu grazing-sliding w sytuacji, gdy jedna z
wartosci wlasnych macierczy A¥ jest réwna 1, ale zadna z wartoéci wlasnych macierzy A* nie lezy na
okregu o promieniu jednostkowym na plaszczyznie zespolonej
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Istnienie cykli granicznych w punkcie o ko-wymiarze dwa Rozwazmy najpierw istnienie
galezi orbit nie zawierajacych segmentu typu sliding, ktére istnieja w otoczeniu punktu o ko-wymiarze
dwa w przestrzeni dwu-parametrycznej. Wszystkie punkty na orbicie powracaja do swojego punktu
startowego, jezeli scatkujemy pole wektorowe Fj dla okresu czasu t = T. Jako szczegdlny punkt na
orbicie granicznej, wybierzemy punkt T gdzie funkcja H osigga minimum na orbicie. Wymagamy, by
to minimum nie bylto ujemne, jezeli ma odpowiadacé rzeczywistej orbicie uktadu.

Réwnania dla punktu okresowego przyjmuja postac:

Lp(H)(@,pn) = 0, (43)
W punkcie o ko-wymiarze dwa dla = p*, wiemy ze = z*, T = T* jest rozwigzaniem i jezeli macierz
«_ [V 0
L= (1— J* —F*) ’ (45)
gdzie
J* = (T ") (46)
= ¢1t(x*7T*aM*) =F1(x*,u*) (47)
V' o= Lp(H)a(a7, 1), (48)

nie jest macierza osobliwg wtedy Twierdzenie o Funkeji Uwiklanej zapewnia istnienie jednoznacznych
warto$ci Z(u) 1 T'(u) dla p w otoczeniu p*. Wyznacznik tej macierzy jest réwny:

det(L*) = V*F* det(I — A*), (49)
gdzie
F*V*
A = (I———)J"
VEF* = L (H)(z",p1*) > 0. (51)

Jako, ze zatozyliémy, ze orbita typu grazing, jezeli jest postrzegana jako nie posiadajaca segmentu
typu sliding, nie posiada wartoéci wlasnej rownej 1, wiec L* nie jest macierza osobliwa. Definiujac

vo(p) = H(z(p), p) (52)

jest jasnym, ze T odpowiada istnieniu jednoznacznie okreslonej orbity granicznej nie posiadajacej
segmentu typu sliding o okresie jeden, wtedy i tylko wtedy gdy vy > 0. Niemniej funkcja Z(u) jest
gladka i okreslona Yy w dostatecznie maltym otoczeniu p*.

Zauwazmy, ze A i J maja takie same wektory wlasne i wartosci wlasne, z wyjatkiem trywialnej
wartosci wlasnej réwnej jeden dla macierzy J, ktora staje sie warto$cia wlasna réwna 0 dla macierzy
A.

Roéwnania dla orbit granicznych z segmentem typu sliding, ktére pochodza z orbity granicznej z
kontaktem grazing maja postac:

L (H)(a',p) = 0, (53)
xl—gbl(.%'”,T//,u) = 0, (54)

o —a' = B, p,y, 0y = 0, (55)
v+ H(  p) = 0. (56)

Pomijajac (56) i traktujac y jako niezalezna zmienna, otrzymujemy, ze ' = " = &, T" = T jest
rozwigzaniem dla y = 0 dla kazdego p w dostatecznie matym otoczeniu p* i dla tych samych warunkéw,
dla ktérych istnieje orbita Z(u) otrzymujemy, ze x'(u,y) jest dobrze okre$lona funkcja postaci:

2, y) = 2(p) + [AI = A~ (B+yB1) + 0y%)] v, (57)
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gdzie

J(p) = ¢1a(@(w), T(n), 1), (59)
Flu) = Fi(2(w),w), (60)
V() = Lr(H)e(2(1), ), (61)
B(,LL) = 5(53(#),%070), (62)
Bi(n) = By(z(n),p,0,0) (63)
C(p) Ho (T (), 1) (64)

Po podstawieniu powyzszych réwnan do (56) i rozwinigciu wzgledem zmiennej y otrzymujemy:
vo(p) +v2(w)y? +y° (vs(u) + O(y)) = 0, (65)
y > 0, (66)

gdzie

vo(p) = 1+CA(I-A)'B, (67)
Vg(,[L) = CA(I — A)ilél. (68)
(69)

Zauwazmy, ze w punkcie pu* o ko-wymiarze dwa vo(p*) = vo(u*) = 0. Zalozymy, bez utraty ogdlnosci,
ze v3(u*) # 0. Zalozymy dalej, ze zaleznosé wzgledem parametru p nie jest zdegenerowana, tzn.
Vo (1w*) 1 vo, (1*) sa liniowo niezalezne.

Twierdzenie 3 Niech p = (vg,1v2). Granice vg — 0 iy — 0 definiujg galeZ jedno-parametrycznych
bifurkacji typu grazing-sliding w przestrzeni dwu-parametrycznej VY w dostatecznie malym otoczeniu
w*. Wokol u* istnieje krzywa bifurkacji typu fold zadana poprzez wyrazenie:

() = valu)? (—mfwww) (70)
vo(p)
v3(p) <0 =

ktora jest jednostronnie, szeSciennie styczna do krzywej bifurkacji grazing-sliding.

Zauwazmy, ze mozemy poréwnaé v dla orbity bez segmentu sliding z —y? dla orbity z segmentem
sliding, ze wzgledu na to, ze obydwa parametry sa miarg minimum funkcji H wzgledem rozmaitosci
przetaczajacej wzdtuz trajektorii orbit granicznych, zastepujac segment sliding odwzorowaniem ZDM.
Nazywajac te wielko$¢ jako Hp, otrzymujemy z (52) i (65), ze

H,in (sliding) 1

= 72
Hpin(non sliding) vy (72)

w granicy dla vy — 0 gdy vo # 0. Ze wzgledu na fakt, ze H,;;, musi by¢ dodatnie dla orbity bez
segmentu sliding oraz ujemne dla orbity z segmentem slding 1o > 0 oznacza, ze orbita graniczna bez
segmentu sliding istnieje dla vy > 0 a z segmentem sliding dla vy < 0. Ujemna warto$¢ parametru vy
oznacza, ze obydwie orbity graniczne istnieja dla vy > 0 a zadna dla vy < 0.

Warunek na bifurkacje typu saddle-node dla orbit z segmentami ewolucji sliding jest taka, ze
réwnanie (65) powinno si¢ charakteryzowaé¢ podwdjnym pierwiastkiem dla y > 0. To znaczy:

2v2(p) + 3y (v3(p) + O(y)) = 0. (73)
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Eliminujac y z (65) i (73) okresla krzywa bifurkacji typu fold w przestrzeni dwu-parametrycznej.

Powyzsze rozwiniecie zaprezentowalem w [K7], gdzie wykorzystalem to rozwiniecie, by wyjasnié
zachowanie dynamiczne oscylatora harmonicznego z nieciagloscia, ktéra byla elementem modelu su-
chego tarcia. W [K7] pokazatem, po raz pierwszy w literaturze, przyklad nowej bifurkacji w modelu
mechanicznego oscylatora z suchym tarciem. Rozwinigcie analityczne pozwala na kontynyacje nume-
ryczna orbit granicznych w dwu-parametrycznej przestrzeni dla uktadéw Filippova, co byto réwniez
pokazane w [K7] przy uzyciu wspomnianego oscylatora mechanicznego. Inne przypadki rozwinieé
dwu-parametrycznych bifurkacji DIB typu II, dla orbit granicznych w ukladach z niecigglo$ciami sa
przedstawione, np. w [22, 59, 93].

3.2.4 DIB, Kategoria III

W tym paragrafie przedstawie trzecia kategorie dwu-parametrycznych bifurkacji sliding. W szcze-
gélnosci oméwie przypadek przedstawiony i rozwiniety w [K5], gdzie orbita graniczna podlegajaca
dwu-parametrycznej bifurkacji charakteryzuje sie rownoczesnym wystapieniem dwdch niezaleznych
jedno parametrycznych bifurkacji typu sliding w dwéch punktach na orbicie graniczne;j.

Rozwazmy orbite graniczna w ukladzie Filippova (3), ktéry dla jakiej§ wartosci parametru p =
w* = (uf, u3) € R? charakteryzuje sie dwoma niezaleznymi kontaktami typu grazing w punktach 7} i
x5, takich ze x7 # x35. Mozemy teraz wprowadzi¢ nastepujaca definicje.

Definicja 13 Zalézmy, ze L(x1,z2,p) jest orbitg granicznag w ukladzie Filippova (3), gdzie p =
(p1, p2) € R? jest parametrem i x; (i = 1,2) sq punktami na orbicie granicznej takimi, e x1 # xo.
Jezeli dla jekiego$ p* orbita graniczna L* w punktach x7 = z1(p*) i x5 = x2(n*) charakteryzuje sig
dwoma izolowanymi kontaktami typu grazing wzgledem granicy rejonu 0%~ gdzie jest mozliwa ewolucja
sliding, i zaleznosé x wzgledem parametru p nie jest zdegenerowana, tzn. (G-, H,)(x%, u*) # 0,

8,ul ’
o)

(GEL, (P2 (w5 0) £ 0, (G2, Ha) (@3,107) 0, (522, (LR (g ) £0 4 i 55 (2% ) oraz

B%(m*, w*) sa lintiowo niezalezne, mowimy, ze orbita graniczna podlega dwu-parametrycznej bifurkacji

DIB z dwoma réwnoczesnymi niezaleznymi jendo-parametrycznymi bifurkacjami typu sliding.

By opisaé¢ zachowanie ukladu Vu w dostatecznie malym otoczeniu parametru p*, mozna wykorzystaé
ZDMs/PDMs dla jedno-parametrycznych bifurkacji typu sliding. Zat6zmy, ze dwu-parametryczna bi-
furkacja, ktora rozwazamy, polega na réwnoczesnej obecnosci jedno-parametrycznych bifurkacji typu
grazing-sliding i addding-sliding (ten przypadek jest rozwinety w [K5]). Jako przekrdj Poincarégo,
powiedzmy II, wybierzmy przekrdj, ktéry jest poprzeczny wzgledem pola wektorowego, ktore generuje
krytyczna orbite. Wybieramy przekroj II w taki sposéb, by byt poprzeczny wzgledem orbity granicznej
w jednym z dwdch punktéw af (i = 1,2), gdzie ma miejsce kontak typu grazing.

Zdefiniujmy II, Vo, w dostatecznie malym otoczeniu punktu zj jako zbiér na stalej poziomnicy
H,Fi(z,pn) = 0, gdzie zakladamy, ze x] jest punktem, gdzie dochodzi do kontaktu typu grazing, dla
jedno-parametrycznej bifurkacji typu grazing-sliding.

Zalézmy, ze T € II jest punktem okresowym dla orbity granicznej, ktéra istnieje w dostatecznie
matym otoczeniu punktu okresowego x] odpowiadajacej krytycznej orbity granicznej. Wtedy Z spelnia
rOwnanie

T = fyoaso fiogs(T,p), (74)

gdzie gs(z, ) i as(x, u) sa bezczasowymi odwzorowaniami przez nieciaglo$é odpowiednio dla bifurkcji
GS i AS(zobacz réwnanie egs. (20) i (22), podczas gdy f1 1 f2 sa pewnymi gladkimi odwzorowaniami,
ktére opisuja zachowanie uktadu pomiedzy punktami, gdzie mam miejsce kontakt typu grazing po-
miedzy cyklem granicznym a granicg OYE, ktora jest granicg dla rejonu gdzie jest mozliwa ewolucja
sliding. Wptyw korekcji odwzorowania ZDM dla bifurkacji AS jest zawarty w czynnikach wyzszego
rzedu, wiec fr = faoaso fy is a C! jest rézniczkowalnym odwzorowaniem klasy C'. Z drugiej strony gs
jest kawalkami linowe. Z tego wynika, ze dla dostatecznie matego otoczenia orbity krytycznej to wtasnie
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odwzorowanie gs bedzie krytyczne dla zachowania dynamicznego uktadu w otoczeniu orbity krytycz-
nej. Orbita krytyczna musi spelni¢ warunki dla bifurakcji jedno-parametrycznych grazing-sliding i
adding-sliding, odpowiednio, w punktach z7 i x3.

Istnienie cykli granicznych w otoczeniu punktu o ko-wymiarze dwa Mozemy teraz wziac
pod uwage jakiego typu cykle graniczne istniejace w otoczeniu grancznego cyklu krytycznego i okre-
sli¢ galezie bifurkacji w przestrzeni dwu-parametrycznej istniejace w otoczeniu punktu o ko-wymiarze
dwa. Podonie jak wczesniej, orbita charakteryzujaca sie jedno-parametryczna bifurkacja typu grazing-
sliding moze by¢ traktowana jako zawierajaca, badz tez nie zawierajaca segmentu sliding o zerowej
dlugosci. Mozemy zalozyé¢ bez utraty ogdlnosci, ze mnozniki Floqueta dla orbity krytycznej nie leza
na okregu o promieniu jeden na plaszczyznie zespolonej, niezealeznie od tego czy rozpatrujemy orbite
krytyczna jako posiadajaca lub nie posiadajaca segmentu sliding o zerowej dlugosci. Pod warunkiem
tego zalozenia, ciagla zmiana parametru prowadzi do powstania orbit granicznych z oraz bez ,krétkie-
go” segmentu ewolucji typu sliding. Rozwazmy najpierw istnienie rodziny cykli granicznych, ktore nie
posiadaja segmentu typu sliding. Bez utraty ogélnosci zaktadamy, ze punkt okresowy dla tych cykli
x € I jest taki, ze H(Z,p) > 0.
Roéwnania dla punktu okresowego spelniaja:

Zauwazmy, ze dla cykli granicznych, ktore nie charakteryzuja sie¢ segmentem typu sliding odwzorowanie
gs jest tozsame. Jezeli w punkcie o ko-wymiarze dwa (Z, u) = (z*, u*) jest rozwiazaniem (75) i (76), i

macierz
. 1% 0
=, ) (7

nie jest osobliwa, z Twierdzenia of Funkcji Uwiklanej otrzymujemy, ze Z(u) jest zdefiniowane w sposéb
jednoznaczny dla kazdego p w dostatecznie malym otoczeniu p*. Wyznacznik macierzy L* nie jest
osobliwy jezeli fr, nie posiada mnoznikéw Floqueta na okregu o promieniu jednostkowym (co jest
naszym zalozeniem). Zdefiniujmy vo(p) = H(Z(u), p). Z definicji vy > 0 odpowiada jednoznacznemu
cyklowi granicznemu istniejacemu w dostatecznie matym otoczeniu punktu o ko-wymiarze dwa, ktéry
nie posiada segmentu typu sliding.

By otrzymaé réwnania dla galezi cykli granicznych o okresie jeden (tzn. charakteryzujacych sie
jedna iteracja odwzorowania frogs) istniejacej w otoczeniu orbity krytycznej, nalezy wziaé pod uwage
wplyw odwzorowania gs(x, ). Dzigki temu otrzymamy dwa dodatkowe réwnania i réwnania dla cykli
granicznych z segmentem sliding sa dane w postaci:

HyFy(2', 1) =0, (78)
o’ — fr(",p) =0, (79)
" — b2’ y)y? =0, (80)
y2 + H(Ilv .u) =0, (81)

gdzie b oznacza czynnik wszystkich rzedow dla poprawki wynikajacej z bezczasowego odwzorowania
przez nieciaglosé (20). Z (78)—(81) i dla tych samych warunkéw, dla ktérych otrzymaliSmy warunek
na istnienie Z(u), otrzymujemy, ze ' = z” = T jest rozwiazaniem dla y = 0, dla kazdej wartosci
parametru p w dostatecznie malym otoczeniu p*. Z linearyzacji (78)—(80), otrzymujemy, ze:

o (u,y) = 2(p) + AU - A) 7' By® + O(y), (82)
gdzie o
A = (1= 55 ) (r)ee B=0{a)n.0). Co) = Halolo). )
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Zauwazmy, ze czynnikiem wiodacym odwzorowania ZDM (zobacz réwnanie (20)) jest B. Rozwijajac
(81) in y ostatecznie otrzymujemy:

vo(k) +va(p)y® + O(y*) = 0, (83)

gdzie vy = 1+ CA(I — A)~'B.

Galezie bifurkacji grazing-sliding i adding-sliding Mozemy traktowac v i o jako parametry
umozliwiajace rozwiniecie bifurkacji w otoczeniu punktu o ko-wymiarze dwa w celu okreslenia cha-
rakteru krzywych odpowiadajacych bifurkacjom adding-sliding i grazing-sliding w przestrzeni dwu-
parametrycznej vg i vs.

Twierdzenie 4 Niech u = (vg,v2). Granice vg — 0 iy — 0 okreslajq galezie bifurkacji typu grazing-
sliding w przestrzeni dwu-parametrycznej Yu w dostatecznie malym otoczeniu p*. Jezeli vo > 0 wtedy
galqZ bifurkacji adding-sliding, istniejgca Y w dostatecznie malym otoczeniu p*, przecina galgZ bi-
furkacji typu grazing-sliding w punkcie p*. Z drugiej strony, jezeli vo < 0, dwie galezie bifurkacyi,
odpowiadajgce bifurkacjom typu adding-sliding odchodzq z punktu o ko-wymiarze dwa i leZqg po tej sa-
mej stronie wzgledem krzywej grazing-sliding w przestrzeni dwu-parametrycznej. W drugim przypadku
cykle graniczne istniejgce w dostateczenie malym otoczeniu (z*, u*) muszq byé niestabilne.

Wyniki zawarte w Twierdzeniu 4 sa szczegdlowo wyjasnione w [K2,K4]. Ponizej wyjasniamy naj-
istotniejsze elementy Twierdzenia 4. Grazing-sliding ma miejsce dla vy — 0, dla cykli bez krétkiego
segmentu typu sliding, lub dla y — 0, dla cykli z krotkim segmentem typu sliding. Obydwie z tych
granic odpowiadaja tej samej galezi bifurkacji grazing-sliding (GS) w przestrzeni dwu-parametryczne;j.
7 dyskusji powyzej wynika, ze przynajmniej dwa cykle graniczne powstaja z granicznego cyklu kry-
tycznego. Z tego wzgledu, ze obydwa wspomniane cykle graniczne, w punkcie o ko-wymiarze dwa
charakteryzuja sie kontaktem typu adding-sliding, wykorzystujac ciaglos¢ wzgledem parametru i sta-
nu, te cykle graniczne musza charakteryzowad sie kontaktem typu grazing dla bifurkacji adding-sliding
(AS) dla vy i vy w dostatecznie malym otoczeniu vy = 01 ve = 13, gdzie ‘+’ oznacza warto$¢ parametru
v w punkcie o ko-wymiarze dwa.

Jezeli obydwa cykle graniczne istnieja po tej stamej stronie wzgledem galezi grazing-sliding w prze-
strzeni dwu-parametrycznej, to wtedy galezie odpowiadajace bifurkacjom adding-sliding (AS) koncza
sie w punkcie o ko-wymiarze dwa. Z drugiej strony jezeli dwa cykle graniczne istnieja, kazdy po
przeciwnej stronie krzywej bifurkacyjnej GS, to odpowiadajace im krzywe bifurkacyjne AS, ktore od-
chodza od punktu o ko-wymiarze dwa, leza po przeciwnych stronach krzywej bifurkacyjnej. W obydwu
przypadkach, jezeli kontynuujemy krzywa bifurkacyjng AS w punkcie kytycznym o ko-wymiarze dwa
krzywa AS charakteryzuje sie nierézniczkowalna osobliwo$cia i mozemy powiedzieé, ze w tym punkcie
jedna galaz bifurkacji AS sie konczy i zaczyna si¢ druga gataz bifurkacji AS, na ktéra mozna przejscé
w sposéb ciagly.

Z réwnania (83) otrzymujemy, ze jezeli v > 0 to wtedy vy musi by¢ ujemne dla cykli granicznych
z krétkim segmentem typu sliding (zauwazmy, ze cykle graniczne bez krétkiego segmentu sliding, z
definicji, moga istnieé tylko dla dodatnich wartosci parametru vy). Z czego wynika, ze krzywe bifurkacji
adding-sliding musza leze¢ po przeciwnych stronach wzgledem krzywej bifurkacyjnej GS w przestrzeni
dwu-parametrycznej. Z drugiej strony, jezeli v, < 0 wtedy vy musi by¢ dodatnie dla cyklu granicznego
z krétkim segmentem typu sliding, wigc cykle graniczne, ktére rozgaleziaja sie z galezi bifurkacji
grazing, musza leze¢ po jednej stronie krzywej GS w przestrzeni dwu-parametrycznej. Co wiecej,
mozemy réwniez pokazaé, ze dla v < 0 przynajmniej jedna z dwoch orbit ktére eamnuja z punktu o
ko-wymiarze dwa musi by¢ niestabilna.

Mozemy dalej okresli¢ zachowanie dynamiczne cykli granicznych wokél punku o ko-wymiarze dwa
jezeli zbadamy wartosci wlasne (mnozniki Floqueta) dla macierzy A* oraz (I — B*C*)A*. Jezeli
wszystkie nie trywialne mnozniki Floqueta dla tych macierzy lezg wewnatrz okregu o promieniu jeden
na plaszczyznie zespolonej to wtedy obydwa cykle graniczne sa stabilne dla wszystkich wartosci v i
vy w dostatecznie malym otoczeniu vy = 0 i v5, co odpowiada przypadkowi odkrytemu i rozwinietemu
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w oscylatorze harmonicznym z suchym tarciem analizowanym w [K5] jako prezentacja przykladu
praktycznego zastosowania rozwijanej teorii.

3.2.5 Dyskusja i klasyfikacja rozwinie¢ dwu-parametrycznych DIBs

Na podstawie wynikéw i dyskusji zaprezentowanej w rozdziale 3.2 mozemy wnioskowac, ze klasyfikacja
i rozwijanie dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB cykli granicznych w uktadach kawatkami gtad-
kich pozwala okresli¢ istnienie galezi bifurkacji typu DIB, ktére emanuja z punktéw o ko-wymiarze
dwa w przestrzeni dwu-parametrycznej. Klasyfikacja zachowan dynamicznych jest pozwiazana z zacho-
waniem cykli granicznych w przypadku przekraczania krzywych bifurkacyjnych pod wplywem zmian
wartosci parametréw. Nalezy podkresli¢ dwa czynniki. Po pierwsze, nie istnieje teoria, ktéra pozwala-
taby na okreslenie istnienia wszystkich krzywych bifurkacyjnych, ktére moga emanowaé¢ w szczegdlnym
przydku bifurkacji dwu-parametrycznej z punktu o ko-wymiarze dwa dla ogélnych n—wymiarowych
uktadéw kawaltkami gladkich (uktadéw PWS).

Po drugie, klasyfikacja zachowan dynamicznych bedzie zalezna od wymiaru ukladu. Tzn. rozwi-
niecia, ktére sg przedstawione moga by¢ stosowane w przypadku ogdlnych uktadéw n—wymiarowych
typu Filippova, lecz doktadne zachowanie dynamiczne bedzie zalezne od wymiaru przestrzeni fazowe;j
uktadu (ze wzgledu na fakt, ze w ukladach kawaltkami gladkich nie istnieje rozmaitos$é centralna). Co
wiecej, nalezy zwroci¢ uwage, ze w przypadku ukladéow, ktére sa stosowane przez inzynieréw zadane
warunki ogdélne czesto nie sa spelnione w wyniku istnienia np. naturalnych symetrii. Startegia kla-
syfikacyjna i metodologia porzedstawiona w habilitacji, pomimo tego, ze jest stosowana do ukltadéw
Filippova, moze by¢ rowniez stosowana dla innych klas uktadéw kawaltkami gtadkich. Rozwniniecia dla
innych przypadkéw dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB sa przedstawione np. w [90, 88, 44, 53].

Przedstawie teraz wyniki rozwiniecia numerycznego, przedstawionego w [K6], dla przykladu oscyla-
tora harmonicznego z udarem, w ktérym wystepuje dwu-parametryczna bifurkacja typu DIB nalezaca
do kategorii II. Tak wiec, bede brat pod uwage uktad o stopniu nieciggtosci 0.

Przyktlad: oscylatora z wymuszeniem i udarem Rozwazmy model oscylatora z wymuszeniem
okresowym i udarem:

.’i?l = 0,
1 2d 1 2d
fy = pe L B +a ([wQ - 1} cos(x3) — o sin(w3)>, (84)
3 = 1
z udarem dla z; = —1, gdzie prawo udarowe ma postac
vy = —rzy. (85)

Zmienna x; oznacza polozenia, xo to predko$é a xz(mod2w) oznacza faze, d jest bezwymiarowym
tlumieniem, w oznacza czestotliwo$é wymuszajaca podzielona przez naturalna czestotlio$¢ wzbudzenia
uktadu, r jest wspolczynnikiem restytucji a a oznacza amplitude rozwiagzania sczegélnego. Dla 0 <
a < 1 uktad charakteryzuje si¢ bezudarowymi cyklami granicznymi, ktére mozna wrazi¢ w postaci
jawnej jako:

x1 = acos(xs), (86)
xo = —asin(x3) (87)

i rozwiazanie jest stabilne dla d > 01 w > 0. Poza tym rozwigzaniem uktad moze posiada¢ dodatkowe
cykle graniczne z udarem, badz tez atraktory chaotyczne.

Nie-hiperboliczne rozwiazania z kontaktem grazing (A =1) Dla wartosci parametréw

d=0.6, w=4.519798, a = 0.938042, r =1
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Rysunek 5: Dwu parametryczny diagram bifurkacyjny w otoczeniu punktu o ko-wymiarze dwa, dla ktérego
krytyczny cykl graniczny podlegajacy bifurkacji typu DIB ma nietrywialny mnoznik Floqueta o wartosci A = 1
(oznaczenie przez gwiazdki). Krzywa okresowych orbit granicznych z kontaktem udarowym typu grazing z
A< 1ldla ,a”iA>1dla b”. Krzywa charakteryzujaca si¢ mnoznikiem Floqueta A = 1 dla okresowych orbit
granicznych bez kontaku udarowego typu grazing dla ,c”.

w uktadzie istnieje okresowa orbita graniczna charakteryzujaca si¢ jednym udarowym kontaktem typu
grazing i jednym udarem transwersalnym. Co wiecej, ta orbita charakteryzuje sie istnieniem nietry-
wialnego mnoznika Floqueta o wartosci A = 1 (dla linearyzowanego ukladu ignorujac udar z kontaktem
typu grazing). Drugi mnoznik Floqueta jest dodatni i blisko wartosdci zerowej Warto$¢ numeryczna
wybranego punktu okresowego na orbicie granicznej jest réwna

(21,20, 23) = (—1,0.315637, 2.787732).

Okres orbity granicznej jest réwny 8.

Na diagramie bifurkacyjnym w i a sa wielkoSciami, ktére sa zmieniane (Rysunek 5). Z przepro-
wadzonej analizy numerycznej wynika, ze w punkcie o ko-wymiarze dwa spotyka sie kilka krzywych
odpowiadajacych jednoparametrycznym bifurkacjom. W szczegdlnosci, otrzymalismy krzywa bifurka-
cyjna odpowiadajaca okresowym orbitom granicznym podlegajacym bifurkacji typu grazing oraz krzy-
wa odpowiadajaca bifurkacji ,saddle-node”. W analizowanym numerycznie ukladzie istnieje réwniez
stabilna graniczna orbita okresowa podobna do dwu-parametrycznej orbity istniejacej w przestrzeni
parametrycznej pomiedzy krzywymi “b” i “c”. Dla wartoéci parametrow na “c” podlega bifurkacji
prowadzacej do atraktora chaotycznego podobnego do orbity istniejacej dla malego rejonu powyzej
krzywej “b”. Dalsza zmiana parameteru a prowadzi do kolejnej krytycznej bifurkacji (ktérej analiza
nie jest przedmiotem habilitacji i krzywa, na korej dochodzi do tej bifurkacji nie jest przedstawione
na diagramie bifurkacyjnym) powodujacej anihilacje atraktora. Ponizej krzywej ,c” oraz ponizej i
powyzej krzywej “a” nie istnieje atraktor w otoczeniu krytycznego punktu o ko-wymiarze dwa.

Nie-hiperboliczne rozwigzanie podlegajace bifurkacji grazing (A = —1) Dla wartosci para-
metréw:

d=—-0.3, w=3.729986, a = 0.257040, r = 0.15

istnieje okresowa orbita graniczna charakteryzujaca sie jednym kontaktem udarowym oraz jednym
kontaktem typu grazing w jednym okresie. Orbita graniczna charakteryzuje sie rowniez mnoznikiem
Floqueta A = —1, dla linearyzowanego uktadu ignorujac kontak typu grazing. Drugi nietrywialny
mnoznik Floqueta ma warto$¢ —0.47 a okres orbity jest réwny 6.

Okresowy punkt na orbicie jest réwny

(21,0, 23) = (—1,0.170869, 5.186351).

Na dwu-parametrycznym diagramie bifurkacyjnym o parametrach w i a (Rysunek 6)
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Rysunek 6: Diagram bifurkacyjny w otoczeniu punktu (gwiazdka) bifurkacyjnego typu grazing z mnoznikiem
Floqueta A = —1. Krzywa orbit granicznych podlegajacych bifurkacji grazing dla A > —1 lub zespolona
oznaczona przez litere ,a” i A < —1 na krzywej ,,b”. Krzywa ,¢” z A = —1 okresla graniczne orbity okresowe bez
udaréw o malej wartosci zmiennej predkosci - udar ,near-grazing”. Krzywa ,d” jest krzywa cykli granicznych
z kontaktem grazing i o podwdjnym okresie wzgledem granicznego cyklu krytycznego.

prezentujemy kilka krzywych jedno-parametrycznych, ktore spotykaja sie w punkcie o ko-wymiarze
dwa. Jedna z tych krzywych jest krzywag orbit okresowych dla bifurkacji typu grazing kolejna to krzywa
bifurkacji ,,period-doubling”. W ukladzie istnieje stabilna orbita okresowa, o takim charakterze jak
orbita krytyczna, w rejonie pomiedzy krzywymi ,a” i ,c”. Na ,,¢” zachodzi superkrytyczna bifurkacja
wperiod-doubling”, z ktorej powstaje stabilna orbita o podwdjnym okresie. Na ,,d” ta orbita podlega
bifurkacji typu grazing. Stabilno$¢ tej orbity zmienia sie w sposéb drastyczny wzdtuz krzywej ,d”. W
poblizu punktu o ko-wymiarze dwa jeden z mnoznikéw Floqueta musi byé¢ blisko wartoéci —1, lecz
po prawej stronie diagramu bifurkacyjnego mnozniki Floqueta sa juz zespolone. Do podobnej zmiany
zachodzi na krzywej ,a”. W analizowanym numerycznie ukladzie, w wyniku bifurkacji typu grazing
po przekroczeniu krzywej ,,d” nie dochodzi do postwania atraktora.

Wyniki numeryczne, ktére zaprezentowalem, moga by¢ wygenerowane w sposéb zautomatyzowany
dzieki rozwinigciu analitycznemu, ktére pozwala zdefiniowaé warunki na istnienie okreslonych jedno-
parametrycznych krzywych bifurkacyjnych w otoczeniu punktu krytycznego o ko-wymiarze dwa. Roz-
winiecie wydajnych metod numerycznych pozwalajacych na kontynuacje bifurkacji DIB w przestrzeni
parametrycznej dla réznych kategorii uktadéw kawatkami gtadkich stanowi przedmiot aktualnych ba-
dan naukowych. Rozwiniete metody numeryczne do kontynuacji bifurkacji DIB sa opisane np. w
[30, 27].

3.3 Powstanie mnogosci atraktoréow dla bifurkacji grazing-sliding. Proble-
my klasyfikacyjne

W rozdziale 3.2 zaprezentowalem metodologie bedaca narzedziem umozliwiajacym rozwijanie dwu-
parametrycznych bifurkacji typu DIB. W szczegdlnosci pokazatem rozwinigcie analityczne dla kazdego
z trzech réznych kategorii dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB. Niemniej, nalezy zwroci¢ uwage,
ze dla bifurkacji DIB, w zaleznos$ci od wymiaru przestrzeni fazowej moze dojsé do réznych zachowan
dynamicznych. W biezacym akapicie zaprezentuje wyniki klasyfikacji dla zachowania dynamicznego
uktadu Filippova o tréjwymiarowej przestrzeni fazowej, w ktéorym w wyniku jedno-parametrycznej
bifurkacji typu grazing-sliding dochodzi do powstania wielu atraktoréw z jednego atraktora. Tego
typu bifurkacja nie moze mie¢ miejsca w ukladach z rézniczkowalnym polem wektorowym. Tego typu
zachowanie w ukladach kawatkami gladkich zostalo pokazano dla kawatkami gtadkich odwzorowan,
np. w [38] a multi-stabilno$é¢ w réznego typu ukladach kawatkami gtadkich w [100].

Rozwazmy uktad Filippova, dla ktérego ewolucja zmiennej x w pewnym rejonie D C R? jest
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okreslona przez uklad réwnan:

(1) = {F1<x<t>, w) dia Hx(t),p) >0, (58)
Fa(a(t),p) dla H(a(t),) <0,
gdzie Fi, F5 s3 wystarczajaco gladkimi funkcajmi wektorowymi Fi, Fb :DxR—R3*i1 H :DxR— R
jest pewna gladka funkcja skalarnaa.
Zdefiniujmy granice X jako:
Y:={xeD:H(z,u) =0} (89)

Rejon D jest podzielony przez zbiér ¥ na dwa podzbiory. To znaczy zdefiniujmy:

Sy ={xeD: H(z, p) >0},

Se:={zxeD: H(x, pn) <0},

gdzie ewolucja uktadu jest generowana - odpowiednio - przez rézniczkowalne pola wektorowe Fy i Fb.
Pomimo tego, ze F; i Fy generuja trajektorie - odpowiednio - tylko w S7 i S, obydwa pola wektorowe
s okreslone na calym rejonie D. W zaleznoéci od kierunku jaki przyjmuja te pola wektorowe wzgledem
powierzchni ¥ trajektorie rozpoczynajace ewolucje w Sy lub S, ktére osiagng > w skonczonym czasie
muszg przekroczyé ¥ lub beda podlegaly ewolucji na X. ( W drugim przypadku na ¥ dochodzi do
przelaczenia do potoku sliding.) Niech o(x, u) = (Hy, F1)(z, p){Hy, F2)(x, p), gdzie (H,, F1) oznacza
pochodna kierunkowa H wzgledem pola wektorowego Fi. (Zauwazmy, ze indeks dolny ‘a’ oznacza
operator rézniczkowy, a @ w innym konteksci oznacza punkt w przestrzeni fazowej.) Powierzchnia
przelaczajaca X moze byé¢ podzielona na dwa podzbiory, powiedzmy . i X4, zdefiniowane jako:

Yo:={z€X:o(zx, u) >0}, Yy :={zeX: oz, pn <0}

Wymagamy, by:
<HI,(F27F1)> >0 (90)

na Y. Dla trajektorii wygenerowanej przez pole wektorowe F; (lub Fy) osiaga Y. nastepuje przelacze-
nie do pola wektorowego F5 (lub F7) na ¥.. Zauwazmy, ze tego typu trajektoria jest ciagla lecz sktada
sie z segmentéw wygenerowanych przez pola wektorowe Fy i Fs. 7 drugiej strony, jezeli trajektoria
osiaga X z rejonu S7 lub S, wtedy dalsza ewolucja jest generowana przez potok typu sliding na X
i odpowiadajace pole wektorowe ma postac:

FS :aSF1+(1—aS)F2, (91)

. _ (H,, F») .
gdzie oy = T, (B~ FL)) na X,10<as <1.

Funkcja as; moze byé wykorzystana, by zdefiniowaé¢ granice rejonu gdzie jest mozliwa ewolucja
sliding. To znaczy:

Yy ={r € X : as(z, u) =1}, 0% :={x € ¥ : ay(x, u) = 0}.
Z warunku (90) wynika, ze wnetrze rejonu X jest stabilnym rejonem typu sliding, tzn. pola wektorowe
wskazuja na ¥ z kazdej strony powierzchni przelaczajacej.

3.3.1 Warunki analityczne dla odwzorowania Poincarégo

Pominmy na moment istnienie przelaczenia i ewolucji sliding. To znaczy rozwazmy ukltad zdefiniowany
przez pole wektorowe F} na calym zbiorze D. Zalézmy, ze uklad dla wartoéci parametru p = p*
charakteryzuje si¢ okresowym cyklem granicznym z(t) i okresie T* gdzie H(x(t), 1) > 0 dla wszystkich
punktéw na orbicie x = x* gdzie:

H(z*,pu*) =0, (92)
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(He, 1) (2", p) =0, (93)

i druga pochodna kierunkowa jest nie-zerowa. Ograniczymy sie do sytuacji, dla ktorej druga pochodna
kierunkowa jest dodatnia, czyli:
(Hy, Fy)e, F1)(z%, p7) > 0. (94)

Zdefinujmy przekrdj Poincarégo II, ktory zawiera punkt z*, jako:
M:={xeD: (H,, F1)(z*, u*) = 0}.

Z (94), wynika ze II jest poprzeczna wzgledem cyklu granicznego, a wiec na II mozemy zdefiniowaéd
odwzorowanie Poincarégo P : TIXR + II dla otoczenia punktu (z*, p*). Punkt * jest punktem stalym
(niezmienniczym) dla odwzorowania P dla u = p*. Zalézmy, ze Jakobian P w punkcie (z*, p*) nie
posiada wartos$ci wlasnej w module réownej 1. Z Twierdzenia o Funkcji Uwiklanej wynika, ze Vu w
dostatecznie malym otoczeniu (z*, p*) istnieje jednoznacznie okrelona rodzina punktéw stalych &(u)
z &(p*) = x*. Zalézmy istnienie dodatkowego warunku:

AH@ER)| (95)

ktory zapewnia, ze & zmienia polozenie wzgledem ¥ pod wplywem zmiany parametru. Jezeli H (&(u), p)
0 wtedy Z(u) nalezy do orbity okresowej ukladu Filippov. Z drugiej strony, jezeli H(&(u), 1) < 0 wte-
dy #(u) nie odpowiada orbicie okresowej dla ukladu Filippova. Dla p* w ukladzie istnieje okresowy
cykl graniczny charakteryzujacy sie kontaktem typu grazing i uklad spelnia warunki (90), (92), (93),
(94) i (95) dla bifurkacji grazing-sliding.

3.3.2 Redukcja do odwzorowania o wymiarze jeden

Twierdzenie 5 Rozwaimy uklad Filippova (88), ktéry charakteryzuje sie jedno-parametryczng bifur-
kacjg typu grazing-sliding. Zakladajgc, ze sq spelnione nieréwnosci a > 0, b > a? i v = —C > 0,
zachowanie dynamiczne ukladu opisujgce trajektorie, ktore charakteryzujg sie istnieniem segmentu
typu sliding Yx € 0%s w dostatecznie malym otoczeniu punktu x* gdzie dochodzi do kontaktu typu
grazing, jest opisane przez odwzorowanie o wymiarze jeden 9%, — 825, ktorego postaé funkcjonalna
jest wyrazona jako:

—yw, — 1 dla w, <0,
W1 =4 —(ya+dw, +v—1 dla 0 < w, < 1/a, (96)
(y(b—a?) —ab)w, +v(a+1)+b—-1 dlaw, >1/a.

Redukcja 3-wymiarowego potoku Filippova do powyzszego jednowymiarowego nieciggltego odwzo-
rowania jest pokazana w [K3]. Nalezy zwré6cié uwage, ze taka redukcja jest mozliwa ze wzgledu na
fakt, ze powyzsze odwzorowanie opisuje zachowanie dynamiczne trajektorii, w dostatecznie malym
otoczeniu cyklu granicznego podlegajacego jedno-parametrycznej bifurkacji grazing-sliding, tylko dla
trajektorii posiadajacych segment typu sliding. Co wiecej, ze wzgledu na wystepujaca nieciaglosé
powyzsze odwzorowanie charakteryzuje sie zlozonym zachowaniem dynamicznym.

W szcezegdlnosei, w [K3] po raz pierwszy udowodnili$my, ze jedno-parametryczna bifurkacja grazing-
sliding moze prowadzi¢ do bifurkacji w wyniku, ktérej z jednego atraktora emanuje kilka atraktoréw,
zakladajac spelnienie warunkow, ktére sa podane w kolejnym twierdzeniu. Powstanie innego rodzaju
atraktoréw, ktére zaobserwowano w ciagltych ale nie rézniczkowalnych odwzorowaniach i ktore moga
powsta¢ w wyniku jedno-parametrycznej bifurkacji grazing-sliding w zaleznosci od wymiaru przestrzeni
fazowej odpowiadajacego uktadu Filippova byly analizowane w [50]. Dla zredukowanego odwzorowania
tzw. bifurkacja border-collision odpowiada bifurkacji grazing-sliding w ukladzie Filippova i wymiar
przestrzeni odwzorowania pelni istotna role determinujaca ilos¢ atraktoréw, ktére moga braé¢ udziat
w bifurkacji border-collision, jak pokazano np. w [57, 89).
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3.3.3 Kilasyfikacja zachowania dynamicznego
Twierdzenie 6 Rozwaimy odwzorowanie (96) podlegajqce ograniczeniom podanym w Twierdzeniu 5.
Dla kazdego (a,v) gdy:

—1
y>1, a<l, 0<a<72fy )
v =v+1
istnieje nietrywialny przedzial wartosci b, taki zZe odwzorowanie ma dwa stale punkty stabilne, jeden
na przedziale (0,1/a) a drugi w (1/a,00). Dla kazdego (a,~) gdy:

-1 -1
TS T
v +1 yE=7+1

v >1,

istnieje nietrywialny przedzial wartosci b, taki ze w odwzorowaniu wystepuje atraktor chaotyczny na
przedziale [—1,v — 1] oraz staly punkt stabilny na przedziale (1/a, 00).

Praca [K3] pozwolila nam na skonstruowanie 3-wymiarowego ukladu Filippova, w ktérym wystepuje
jedno-parametryczna bifurkacja o charakterze grazing-sliding prowadzaca do powstania wielu atrakto-
réw z jednego atraktora. W szczegdlnodei w [K2|, skonstruowaliémy jawny 3-wymiarowy uklad Filip-
pova, w ktérym wystepuje jedno-parametryczna bifurkacja grazing-sliding prowadzaca do powstania
wielu atraktorow. Jest to pierwszy taki przyklad uktadu Filippova, w ktorym wystepuje tego typu
bifurkacja, opisany w literaturze. W [K2] zaprezentowane sa trzy jakoSciowo rézne scenariusze zacho-
wania dynamicznego w wyniku bifurkacji grazing-sliding. W [K2] zaprezentowaliSmy: (a) powstanie
w wyniku bifurkacji dwéch stabilnych cykli granicznych z segmentem sliding o okresie dwa i trzy; (b)
wspoOtistnienie atraktora chaotycznego ze stabilnym cyklem granicznym z jednym segmentem typu
sliding o okresie trzy; oraz wspoélistnienie dwoch stabilnych cykli granicznych, jeden bez segmentu
sliding a drugi o okresie trzy z dwoma segmentami typu sliding. Powyzsze prace pokazuja istotng
ceche form normalnych uzytych do skonstruowania potoku Filippova, ktérego cechuje okreslone za-
chowanie dynamiczne. To znaczy, ze wzgledu na fakt, ze forma normalna, ktérg wykorzystujemy jest
wazna tylko lokalnie w otoczeniu punktu bifurkacyjnego ,rozmiar” dozwolonej perturbacji parametru
bifurkacyjnego w otoczeniu bifurkacji musi by¢ doktadnie dobrany w celu zaobserwowania zachowania
dyanmicznego przewidzianego przez odwzorowanie. Innymi stowy, dostatecznie male otoczenie punk-
tu bifurkacyjnego gdzie zachowanie jest opisane forma normalna dla ukladéw kawatkami gtadkich,
wydaje si¢ oznacza¢ inny wymiar wielko$ci dopuszczalnych zmian parametru niz w kontekscie bifur-
kacji w uktadach gtadkich. Nalezy rowniez dodaé, ze nawet dla tréjwymiarowych potokéow Filippova
pelne zachowanie dynamiczne jakie jest dopuszczalne w poblizu bifurkacji grazing-sliding nie jest do
konica poznane. Na przyktad w [92] jest badane powiazanie pomiedzy bifurkacja grazing-sliding oraz
istnieniem jezykéw Arnolda.

3.4 Robzne nowe klasy bifurkacji wywolanych niecigglo$ciami (DIB)

Metodologia zastosowana do klasyfikacji jedno- i dwu-parametrycznych bifurkacji typu DIB, ktéra
prezentuje w biezacej pracy jasno wskazuje trudnosci w stworzeniu jednolitej teorii dotyczacej DIBs.
Po pierwsze, w zaleznoéci od rodzaju nieciagtosci jedno- czy dwu-parametryczna bifurkacja musi byé
zdefiniowana w odpowiedni sposéb, by mdc dobra¢ parametry umozliwiajace rozwiniecie bifurkacji.
Po drugie, zachowanie dynamiczne wynikajace z bifurkacji jest zalezne od wymiaru przestrzeni fazowej
uktadu. Po trzecie, otwarta jest rowniez kwestia jakiego typu perturbacja jest dopuszczalna dla DIBs
w ukladach kawalkami gladkich; w [23] réznego typu DIB sa zaprezentowane przy uzyciu jawnie
opisanych przykladéw. W biezacym akapicie zaprezentujemy nowg klase jedno-parametrycznych DIB,
ktéra analizowalem w [K1], a ktéra to bifurkacja jest istotna w kontekscie zastosowan w uktadach
automatyki.
Bedziemy rozwazaé klase uktadéw danych w postaci:

= Arx for |Cz|< ¢, (97)
&= Aox for |Cz|> ¢, (98)
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gdzie A; € R? x R? nie jest macierza osobliwg i posiada wartosci wlasne odpowiadajace weztowi o
charakterze punktu siodlowego a Ao € R? x R? nie jest macierza osobliwg o wartoéciach wlasnych
odpowiadajacych stabilnemu punktowi wezlowemu o charakterze ogniska. lloczyn skalarny wektora
stanu x € R? i stalego wektora C' € R? okresla przelaczanie pomiedzy dwoma liniowymi polami
wektorowymi dla pewnej ustalonej dodatniej wartosci ¢. Bedziemy analizowaé nowy rodzaj bifurkacji
Hopfa dla powyzszej klasy ukladéw, gdzie parametrem bifurkacyjnym bedzie ciagla zmiana wektora
kontrolnego z C = Cy na C = C§.

3.4.1 Planarne uklady przelaczane ze strefa martwag

Rozwazmy uklady przelaczane, dla ktérych parametr bifurkacyjny, powiedzmy (3, jest zwiekszany
od wartosci 0 i powoduje zmiang wektora Cy z Cy = [-1 0] do C§ = [-1 ], gdzie 8 = O(e).
W kontekscie zastosowan w automatyce, tego typu perturbacja polega na zmianie controli w petli
sprzezenia zwrotnego, z kontroli opartej o sygnal potozenia, na kontrole oparta o sygnal potozenia i
predkosci.

Macierze Ay, Ao, wektor stanu x i szeroko$¢ strefy martwej sg dane w postaci:

0 1 0 1 0 . 5 .
AI_(A O>’ AO_(A—Kp —Kd>7 X_<9-)7 |C()X|<9,OI‘|OOX|<9, (99)

gdzie K, > A >0, K, — A > K2/4, Kq > 01 6* > 0. Dla powyzszej reprezentacji ukladu, wartosci
wlasne macierzy A; odpowiadaja punktowi weztowemu o charakterze siodlowym, a wartosci wlasne
macierzy Ao odpowiadaja punktowi weztowemu o charakterze stabilnego ogniska, tak jak zalozyliSmy
wezesniej. Macierz Ay jest wyrazona w tzw. postaci kanonicznej macierzy obserwowalnej [14, 16] i taka
struktura moze by¢ przyjeta bez utraty ogdlnosci.

3.4.2 Jedno-parametryczna bifurkacja DIB o charakterze Hopfa

Twierdzenie 7 Rozwaimy uklad Filippova (97)-(98) gdzie Ar i Ao sq zdefiniowane powyzej. Za-
kladajgc perturbacje rzedu O(g) zastosowang do linii przelgczjgeej poprzez zmiane wektora wspél-
czynnikow Cy = [—1 0] do wektora C§ = [-1 (], gdzie § = O(e), uklad podlega superkrytycznej
bifurkacji o charakterze Hopfa w wyniku, ktorej stabilny pseudo-wezel traci satbilno$c i w ukladzie
powstaje stabilny cykl graniczny otaczajgcy niestabilne wezel o charakterze pseduo-wezla. Amplituda
cykli granicznych ma skale rzedu O(y/2) wielkosci perturbacii.

7 powyzszego twierdzenie wynika, ze przelaczane uklady liniowe ze strefa martwa i sprzazeniem
zwrotnym wykorzystujacym tylko sygnal polozenia, pod wplywem malych perturbacji parametrycz-
nych zmieniajacych sygnal kontrolny sprzezenia zwrotnego z sygnatu potozenia do sygnatu potozenia i
predkosci moze prowadzi¢ do nowego typu bifurkacji DIB o charakterze Hopfa. W wyniku tej bifurka-
cji stabilny pseudo-wezel (wezel lezacy na rozmaitosci przetaczajacej) traci stabilnoéé i jest otocznony
przez cykl graniczny, powstajacy w uktadzie w wyniku bifurkacji. Ten nowy typ bifurkacji zostal prze-
ze mnie przeanalizowany przy wykorzystaniu metod asymptotycznych. Pokazatem utrate stabilnosci
pseudo-wezla oraz powstanie stabilnych cykli graniczych, ktérych amplituda, powiedzmy |z|, ro$nie jak
pierwiastek parametru bifurkacyjnego (|z| = O(v/B), gdzie 3 odnosi si¢ do parametru bifurkacyjnego).

W [K1] rozwazalem réwniez uklady przelaczajace, dla ktérych sygnal kontrolny sprzazenia zwrot-
nego jest tylko sygnalem pozycji. Uklad charakteryzuje sie rowniez strefa martwa lecz funkcja przeta-
czajaca zawiera opdznienie czasowe. Zbadalem numerycznie zachowanie sie takiego uktadu dla matych
wartosci opdznienia czasowego T = O(g), ktéry zostal ustalony jako parametr bifurkacyjny. Interesuja-
cym odkryciem jest to, ze uktad, dla tych samych wartoéci parametrow, jak dla przypadku uktadu bez
opdznienia czasowego, charakteryzuje sie bifurkacja o charakterze Hopfa, ktéra zaréwno jako$ciowo jak
i iloéciowo pokrywa si¢ z odkryta i opisang przeze mnie bifurkacja o charakterze Hopfa. W literaturze
naukowej dotyczacej automatyki jest sugerowane, ze opdznienie czasowe w sygnale polozenia moze
by¢ wykorzystane do przyblizenia sygnatu predkosci ze wzgledu na fakt, ze v ~ (z(t + 7) — z(t))/7.
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Niemniej, nalezy zwrdci¢ uwage, ze w naszym przypadku opdznienie czasowe jest zawarte tylko w
funkcji wykorzystywanej do detekcji przelaczenia wiec otrzymany wynik numeryczny jest zaskaku-
jacy. Najprostszym teoretycznym wytlumaczeniem powyzszego wyniku jest fakt, ze dla dostatecznie
malego opdznienia, opdzniajaca linia przelaczajaca moze byé przyblizona linia przetaczajaca, ktéra
jest zalezna od sygnalu potozenia i predkosci, zakladajac, ze czas ewolucji pomiedzy przelaczeniami
jest wiekszy, niz opdznienie czasowe 7 (co jest prawdziwe w rozpatrywanym przypadku).

Podobny uklad byt analizowany w [8, 87] i w zacytowanych pracach zostaly zaobserwowane cykle
graniczne powstajace z pseudo-wezta. Niemniej, wspomniane uklady charakteryzowaly sie réwniez
obecnoscia opdznien czasowych w sktadowych polozenia i predkosci. Bifurkacje spowodowane przez
zmiane parametrow kontrolnych uktadu, ktére prowadza do powstania cykli granicznych w uktadach
z przelaczaniem, byly obserwowane w réznych kontekstach; np. pod wplywem wprowadzenia matej
histerezy (zobacz Akapit. 2.1 w [72]). W niektérych przypadkach tego typu bifurkacje moga by¢
postrzegane jako bifurkacje z nieskonczonosci, np. w [36, 66]. Na podstawie tych wynikéw mozna latwo
zauwazy¢, ze cykle graniczne moga powstaé z pseudo-weztow w uktadach z przelaczaniem na rézne
sposoby i wyczerpujaca klasyfikacja, czy tez teoria pozwalajaca na ujednolicenie tego typu bifurkacji
dla uktadéw kawatkami gtadkich wydaje si¢ bardzo trudna.

By¢ moze jedna ze Sciezek, dzieki ktérej mozna by sklasyfikowaé réznego rodzaje bifurkacje o
charakterze Hopfa w ukladach kawalkami gladkich byloby rozwazenie prawa skalowania wzgledem
parametru bifurkacyjnego. To znaczy, mozna zauwazy¢, ze bifurkacja ktéra opisalem w biezacym
akapicie rézni sie od bifurkacji o charakterze Hopfa analizowanej w [46], biorac pod uwage prawo
skalowania amplitudy cyklu granicznego wzgledem parametru bifurkacyjnego 3. We wspomnianej
pracy amplitudy cyklu granicznego powstatego w wyniku bifurkacji rosnie liniowo wzgledem parametru
bifurkacyjnego. Prowadzi to do naturalnego pytania czy w uktadach kawaltkami gladkich réznego typu
bifurkacje o charakterze Hopfa nie moglyby zosta¢ podzielone na klasy charakteryzujace sie réznym
skalowanie wzgledem parametru bifurkacyjnego.

4 Inne badania i wyniki

4.1 Uktlady z opdéznieniem czasowym w funkcji przetaczajacej

Uktady automatyki z przelaczaniem i sprzezeniem zwrotnym, ktére sa modelowane przy pomocy ide-
alizowanych przelacznikéw typu ,wlaczony/wylaczony”, lub przelaczenia pomiedzy dwoma stanami -
jednym dodatnim drugim ujemnym - ktore sa nazywane jako uklady kontrolne z ujemnym sprzezeniem
zwrotnym, czesto charakteryzuja sie obcenoScig histerezy, symetria jak rowniez obecnoscia opdéznien
czasowych w sygnale kontrolnym. Przykitadem takiego typu uktad kontrolnego, w skali makrosko-
powej, jest uktad neuromotoryczny zapewniajacy stabilne stanie cztowieka w spoczynku. W trakcie
spokojnego stania cztowieka opodznienie dla sygnalu kontrolnego uktadu neuromotorycznego wynosi
okoto 150ms i powoduje impulsowe ruchy mieéniowe. W [KO4,KO7] badaliSmy uklady dynamiczne,
ktoére charakteryzuja sie przelaczaniem pomiedzy dwoma réznymi polami wektorowymi, obecnoscig
histerezy oraz opdZznieniem w funkcji przelaczajace;j.

Gléwne wyniki z [KO4] moga byé podsumawane w nastepujacy sposéb: 1. w przypadku ujemnego
sprzezenia zwrotnego i histerezy bez opdznienia czasowego w funkcji przetaczaja udowodniliSmy, ze
uktad planarny moze posiadaé tylko tzw. unimodalne cykle graniczne (tzn. cykle graniczne charak-
teryzujace sie dwoma momentami przelaczenia i jednym maksimum), jezeli istnieja w ukladzie cykle
graniczne; 2. w przypadku dodatniego sprzezenia zwrotnego i histerezy bez opdznienia czasowego w
funkcji przetaczajacej udowodnilidémy, ze w ukladzie istnieje mozliwo$¢ zachowania aperiodycznego
lub chaotycznego; 3. w przypadku matych op6Znien czasowych (w sensie, ktéry bedzie wyjasniony dla
dyskusji wynikéw zawartych w [KO7]), udowodniliSmy ze zachowanie dynamiczne uktadu z opéznie-
niem czasowym odpowiada zachowaniu dynamicznemu odpowiednio dobranego uktadu ze sprzezeniem
zwrotnym; 4. wyprowadziliémy analitycznie diagram opisujacy zachowanie dynamiczne uktadu w prze-
strzeni dwu-parametrycznej, ktéry ilustruje subtelna interakcje pomiedzy szerokoscig rejonu histerezy
i wielkoScia opdznienia czasowego; 5. opisaliSmy nowa bifurkacje typu DIB, ktora nazwaliémy mianem
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wevent-collision” bedaca scenariuszem, ktéry mozna zaobserwowaé wylacznie w uktadach kawatkami
gtadkich z opdznieniem w funkeji przelaczajacej, co jest przedmiotem badan pracy [KOT].

Dla opdznienia, ktére osigga pewna wartos¢ zalezng od przedstawionego problemu, wtedy moze
dojs$é do bifurkacji wywolanej przez nieciaglosé zwanej ,event collision”. Praca [KO7] kalasyfikuje i
analizuje ,event collisions” dla cykli granicznych. W szczegdlnosci w [KO7] rozpatrujemy bifurkacje
typu event collisions symetrycznych cykli granicznych w ukladach z pelna symetria wzgledem punktu
0 (symetria Z3), ktéra jest czesto spotykana w zastosowaniach. Wyprowadziliémy jawne wyrazenia
na odwzorowanie Poincarégo dla punktow w dostatecznie matym otoczeniu cyklu granicznego, ktory
podlega bifurkacji event-collision (Lemat 8 i Twierdzenie 9 w Akapicie. 4.2). Odwzorowanie Poincarégo
jest kawatkami gladkie, skoficzenie wymiarowe, z wymiarem obrazu, ktéry ulega zmianie pod wpty-
wem bifurkacji. W drugiej czesci artykulu wykorzystujemy ten wynik, by przeanalizowaé¢ zachowanie
liniowego oscylatora o jednym stopniu swobody, ktéry bez ukladu kontrolnego jest niestabilny. W
uktadzie odkryliSmy zbiér niezmienniczy o charakterze torusa, ktéry kontynuowaliémy w przestrzeni
parametrycznej. Zaobserwowalismy réwniez powstanie niezmienniczych zbioréw o charakterze wielobo-
kéw, ktére powstaly w wyniku kolejnej bifurkacji typu event-collision, tym razem torusa. Twierdzenie
9 moze by¢ w prosty sposéb uogélnione do innego rodzaju symetrii i innych przetaczen dwustano-
wych (z uwzglednieniem dodatkowej notacji) pod warunkiem, ze symetria moze by¢ wykorzystana
do redukcji wymiaru odwzorowania Poincarégo w dostatecznie malym otoczeniu cyklu granicznego.
Zaproponowana redukacja uktadu do odwzorowania kawalkami gltadkiego w otoczeniu bifurkujacego
cyklu granicznego, pozwala na wykorzystanie teorii i metod numerycznych rozwinietych dla gladkich
i kawalkami gtadkich odwozrowan do analizy ukladéw z opdznieniem w linii przetaczajacej. Ze stro-
ny analizy numerycznej rozwinieta teoria pozwala na bezposrednia kontynuacje parametryczna cykli
granicznych, ich bifurkacji jak rowniez bifurkacji typu DIB, takich jak bifurkacje typu grazing czy
event-collisions jak réwniez kontynuacje parametryczna gtadkich krzywych niezmienniczych.

Stabilne i ogélne metody numeryczne wykorzystywane do detekeji i kontynuacji cykli granicznych
bifurkacji typu DIB sa obecnie aktywna galezia badan naukowych i zostaly rozwiniete, np. przez
Piiroinena [78], Dercole i Kuznetsova [31]. Zostaly réwniez rozwiniete metody numeryczny do kon-
tynuacji krzywych niezmienniczych, np. w [28, 82]. Niemniej, ciagle jest duza rozbiezno$é pomiedzy
rozwinietymi metodami numerycznymi do kontynuacji krzywych niezmienniczych a ich dostepnoscia
w postaci softwaru gotowego do zastosowania. Z tego wzgledu, by przedstawi¢ wyniki z rozdzialu 6
w artykule, nie moglismy si¢ opiera¢ na dostepnych narzedziach, lecz musieliémy sami przeprowadzi¢
badania numeryczne, co nie jest trywialnym zadaniem. Twierdzenie o redukcji uktadu moglo zostaé
efektywnie wykorzystane do przeprowadzenia badan numerycznych i wskazuje na istotne zastosowania
rozwinietej teorii.

4.2 Zachowanie dynamiczne ukladéw kawatkami gtadkich osobliwych za-
burzonych

Istotnym zagadnieniem w teorii ukladéw kawatkami gladkich, dla jedno- i dwu-parametrycznych bi-
furkacji typu DIB, jest zalezno$é tych bifurkacji od zaburzen osobliwych. W [KOS8] rozwazalem jak
ewolucja typu sliding, dla uktadu Filippova, jest zalezna od perturbacji singular. Jezeli dodamy matg,
perturbacje do pola wektorowego, lub do funkeji okreslajecej przelaczanie (zakladamy, ze pochodna
perturbacji jest réwniez mala wielkoscia) to jakakolwiek wykladniczo stabilna orbita okresowa (cykl
graniczny) lub punkt wezlowy ukladu Filippova bedzie caly czas istnial w ukladzie i pozostanie stabil-
ny, tak jak pokazalidémy w [KO8]. Stabilno$é¢ wzgledem tego typu regularnych perturbacji jest réwniez
zachowana dla pseudo-wezléw (wezléw potoku generujacego ewolucje sliding, ktére znajduja sie¢ na
rozmaitosci przelaczajacej) jak i cykli granicznych z segmentem typu sliding. Tego typu zachowanie
jest takie samo jak w przypadku klasycznej teorii dla rozmaitosci niezmienniczych dla teorii gtadkich
ukladéw dynamicznych[43].

Innego rodzaju typowa perturbacja, ktora pojawia sie w sposéb naturalny w procesie modelowa-
nia, to tzw. perturbacja osobliwa. W prostych modelach zastepujemy szybko zbiezne kierunki ewolucji
poprzez wyrazenie ich jako stan wezlowy, zakladajac, ze punkt wezlowy podaza za ,wolna” ewolu-
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cja ukladu w spos6b quasi-statyczny. Dla bardziej zlozonego przypadku (wierniej odzwierciedlajacego
rzeczywista ewolucje) stan wezlowy dla ,szybkiej” czesci ewolucji nie jest osiagniety, co stanowi malg
perturbacje ukladu. Praktyczne przypadki tego rodzaju perturbacji to mate pojemnosci badz in-
dukcyjnosci w uktadach elektrycznych, brak idealnej sztywnosci w ukladach mechanicznych lub tez
szybkie reakcje chemiczne (lub tez innego rodzaju procesy) w ukladach biologicznych. Jezeli chodzi o
rézniczkowalne uktady dynamczne teoria klasyczna [43] zapewnia, ze wszystkie hiperboliczne wezly,
normanlnie hiperboliczne rozmaitosci niezmiennicze sa niezmiennicze wzgledem perturbacji osobliwej.

To znaczy, na przyklad, wykladniczo stabilny wezet badz cykl graniczny (i jakakolwiek bifurkacji
tych zbioréw), ktéra wystepuje w uproszczonym modelu przy uzyciu quasi-statycznego zalozenia be-
dzie réwniez obecna gdy zostanie wzieta pod uwage ,szybka” ewolucja, tak dlugo dopdki réznica w
skalach czasu jest dostatecznie duza. Ogélnie w rézniczkowalnych uktadach dynamicznych jakiekolwiek
zjawiska, ktére pozostaja niezmiennicze pod wplywem regularnych perturbacji (perturbacji prawej
strony) réwniez pozostang niezmiennicze pod wplywem perturbacji osobliwej. Twierdzenie Fenichela
umozliwia zredukowanie hiperbolicznych perturbacji osobliwych od regularnych poprzez udowodnienie
istnienia normalnie hiperpolicznej rozmaitosci niezmienniczej [43].

W [KOS8], udowodniliémy ze stabilne perturbacje osobliwe maja duzo wiekszy wplyw na zachowanie
dynamiczne w uktadach Filippova, niz w gtadkich uktadach dynamicznych. Pokazaliémy, ze stabilne
pseudo-wezly jak i stabilne cykle graniczne (z badZ bez segmentu sliding) nie koniecznie pozostaja
niezmiennicze w ukltadzie. Rozwazalismy cykl graniczny z infinitezymalnie malym segmentem typu
sliding, tzn. istniejacym w poblizu bifurkacji typu grazing-sliding. OdkryliSmy dwa ogélne przypadki
zalezne od geometrii: tzn. lokalne odwzorowanie Poincarégo dla dostatecznie malego otoczenia cyklu
granicznego podlegajacego bifurkacji grazing-sliding charakteryzuje sie nieciagloscia, w wypadku gdy
warunek na istnienie stabilnego rejonu typu sliding (na rozmaitosci przelaczajacej) nie jest spelnio-
ny. W przeciwnym wypadku cigglo$é odwzorowania Poincarégo jest zachowana, lecz moze wystapié
zmiana dla czynnika wiodacego odwzorowania bedaca rzedu 1 (jednorodnie dla ¢ — 0). Jakosciowa
zmiana charakteru lokalnego odwzorowania generuje zmiane w zachowaniu dynamicznym ukladu w
skali O(e). Dla odwzorowanie z nieciagloscia, kawalkami gladkiego, ktére po jednej stronie niecia-
glodci charakteryzuje sie osobliwoscia dominujacego czynnik odwzorowania rzedu O(,/¢), parametry
okreslajacych kat nachylenia funkcji przetaczajacej musi spelniaé¢ nieréwnosé 6 < 0 dla przyktadu
minimalnego. Dla tego typu odwzorowania obserwujemy kaskade bifurkacji polegajaca na odwrdconej
sekwencji dodawania okresu dla niezmienniczego punktu okresowego, pod wplywem zmiany parame-
tru bifurkacyjnego[39]. Zakres zmian parametru, dla ktérego jest obserwowana ta sekwencja jest O(e).
Dla drugiego przypadku, gdy 6 > 0, zachowanie dynamiczne w duzym stopniu zalezy od jednostronne;j
pochodnej s(6;0;0) zdefiniowanej w Lemacie 3. Zachowanie moze by¢ chaotyczne dla s(6;0;0) < —1,
co jest mozliwe dla malych wartoéci 6. Przeprowadzona analiza opisuje zachowanie dynamiczne dla
skali rzedu O(e?) w przestrzenie fazowej i parametryczne;j.

Wyniki Lematu 3 moga by¢ uogdlnione do wiecej wymiarowych uktadéw ,slow-fast” tak diugo
dopdki wymiar czesci szybko zbieznej (,fast”) jest réwny 1. Niemniej, pewne techniczne trudnosci
pojawiaja sie przy prébach uogélnienia wyrazenia zawartego w Lemacie 3 gdy uktad ,fast” posiada
wiecej niz jeden wymiar (y € R™, m > 1); trajektoria, ktéra podaza wzdluz stabilnych wldkien (poda-
zajaca wzdluz trajektorii generowanej stabilny liniowy zwyczajny uklad rézniczkowy) moze przeciaé
rozmaitoéé przelaczajaca kilkukrotnie. Dla R! kazda trajektoria stabilnego uktadu liniowego zbliza
sie do rozmaitosci przelaczajacej w sposéb monotoniczny, co juz nie jest spelmione w R? dla nor-
my Euklidesowej. Co wiecej, odwzorowanie przez nieciaglo$é¢ przy uzyciu przekroju Poincarégo nie
jest dane w sposéb jawny, lecz tylko jako pierwistek nieliniowego rownania. Ogdlnie, to niejawne wy-
razenie jest okre$lone dla przeciecia sie trajektorii generowanej przez stabilny uklad rézniczkowy z
hiperptaszczyzna.

W [KO10] rozwazamy jako$ciowe zachowanie dynamiczne ukladu kawaltkami gtadkiego typu ,slow-
fast” (uklady z perturbacja osobliwa), ktére sa ciagle. Wymiar przestrzeni fazowej to dwie jednowy-
miarowe przestrzenie - jedna dla dynamiki wolnej (slow) i jedna dla szybkiej (fast). ,Wolna” rozmaitosé
uktadu zredukowanego jest ciagla, kwalkami gtadka krzywa, a rézniczkowalnosé jest utranoca na po-
wierzchni przelaczajecej. Dla calego ukladu ,wolna” rozmaito$é traci cigglo$é i obserwujemy O(e)
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niecigglos$é przecinajaca rozmaitosé przetaczajaca. Niemniej zaobserwowana nieciagto$é nie moze ja-
ko$ciowo zmienié¢ zachowania dynamicznego uktadu, co jest standarowym wynikiem, ktéry moze byé
pokazany przy uzyciu teorii Fenichela. Gléwnym wynikiem artykutu jest opis przestrzeni facowej,
ktéry umozliwia rozwiniecie zachowania dynamicznego uktadéw kawatkami gtadkich typu ,slow-fast”
posiadajacych punkt wezlowy na powierzchni przelaczajacej. W tym przypadku, zachowanie dyna-
miczne w dostatecznie malym otoczeniu punktu wezlowego odpowiada bifurkacji typu DIB zwanej
bifurkacja typu boundary-equilibrium. Pokazaliémy, ze bifurkacje boundary-equilibrium prowadza do
czterech jako$ciowo réznych portretéw fazowych. Nasze wyniki zostaly nastepnie uzyte do badania
zachowania dynamicznego tzw. modelu pudetkowego cyrkulacji thermohalinicznej. W modelu zostato
pokazane wystapienie bifurkacji typu boundary-equilibrium o charakterze siodlowym. W kontekscie
zastostowania powyzszej pracy do analizowania modelu pudetkowego cyrkulacji thermohalinicznej.
obecno$é¢ multi-stabilnosci wskazuje na mozliwosé odwrdcenia ptywu cyrkulacji thermohalinicznej.

Cztery scenariusze, ktérych istnienie zostalo pokazane w planarnych szybko-wolnych (slow-fast)
uktadach beda réwniez wystepowaly dla wiekszej iloSci wymiaréow ukladu wolnego. Niemniej, jest
bardzo prawdopodobne, ze zostanie réwniez wygenerowane dodatkowe zachowanie dynamiczne; bi-
furkacje typu boundary-equilibrium dla tréjwymiarowych uktadéw kawatkami gtadkich prowadza, na
przyklad, do podobnej bifurkacji jak Hopf, lecz z cyklem granicznym, ktérego amplituda ro$nie w
sposéb liniowy w wyniku kolizji pseudo-wezla z rozmaitoscia przelaczajaca [35]. Powyzszy przyklad
prowadzi do pytan takich jak np. czy dodatkowe zachowanie dynamiczne moze zosta¢ wygenerowane
w wyniku obecnosci wiecej niz jednego wymiaru o szybkiej dynamice.

4.3 Zachowanie dynamiczne dla ré6znych klas uktadéw hybrydowych

W ostatnich latach znacznie wzrosto zastosowanie mikrokomputeréw jako urzadzen kontrolnych. co
naturalnie doprowadzilo do szerokiego zastosowania cyfrowych ukladéw kontrolnych [61, 80]. Obec-
nie cyfrowe uklady kontrolne pojawiaja sie w wielu zastosowaniach, ktére sa tak rézne jak: kontrola
proceséw chemicznych, kontrola ruchu lotniczego, czy w przemysle produkujacym narzedzia [47, 40].
Kontrola, projektowanie i analiza takiego rodzaju uktadéw kontrolnych musi wzia¢ pod uwage wza-
jemne oddzialywanie na siebie zachowania ciaglego i dynamicznego. Na przyklad, zautomatyzowana
kontrola samochodu poruszajacego si¢ na drodze jest stosowana przez mikroprocesor operujacy na
sygnatach dyskretnych lecz samochdd, skali makroskopowej, porusza sie w sposob ciagly w czasie i w
przestrzeni[56]. Komputery, ktérych uzywa sie w takich ukladach wysylaja sygnal cyfrowy, ktéry jest
nastepnie zamieniany na sygnal analogowy, ktory moze juz by¢ wystany do sitownika analogowego.
Sygnal kontrolny, odpowiadajacy skonczonej sekwencji cyfr, zostaje wystany, badz odebrany, przez
komputer w dyskretnych przedziatach czasowych, powiedzmy 7, ktéry nazwiemy czasem prébkowa-
nia. W [KO6,KO010,KOCf9] badamy zachowanie dynamiczne ukladu Filippova z informacja na temat
przetaczenia zadang nie dla kazdego czasu, lecz tylko w dyskretnych przedziatach czasowych.

W [KO6] rozwazaliémy zachowanie dynamiczne jedno-wymiarowego dwustanowego uktadu kontro-
Inego, dla ktérego zmienna kontrolna byla zadana w dyskretnych przedziatach czasowych. W przy-
padku gdy ewolucja uktadu byla liniowa, dla kazdego z dwdch stanéw kontrolnych, otrzymaliSmy
przeskalowane odwzorowanie cykliczne, ktore opisuje zachowanie ukladu. Nastepnie pokazalidmy, ze w
zalezno$ci od parametréw uktadu mozemy zaobserwowaé rodzine orbit okresowych, quasi-okresowych i
pasmowg strukture quasi-okresowosci. Przy uzyciu podobnej metodologii rozszerzyliSmy nasza analize
do przypadku ewolucji ukltadu generowanej przez ogoélna funkcje nieliniowa. W szczegolnosci pokazali-
$my, ze atraktor staly oraz chaotyczne zachowanie dynamiczne sa obecne w ukladzie dla tego bardziej
ogblnego przypadku. ZaprezentowaliSmy réwniez wyniki, ktére lacza czas prébkowania z szerokoscig
przedziatu, na ktérym moze osadzié si¢ ewolucja asymptotyczna po przejsciowej ewolucji (Lemat 6.3).

W [KO10] rozwazaliémy ogdlny planarny uktad Filippova z prébkowaniem cyfrowym, tym ra-
zem dla prébkowania zmiennej stanu. PokazaliSmy, ze probkowanie moze doprowadzi¢ do wystapienia
atrakora chaotycznego. Nastepnie zbadalidémy szczegétowo minimalny przyktad, by odkry¢ mechanizm
prowadzacy do wystapienia zachowania chaotycznego. Udowodniliémy istnienie przynajmniej jednego
atraktora chaotycznego, lecz nie wykluczylidmy istnienia innych atraktoréw. Wiec jednoznacznosé (lub
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tranzytywnos$é topologiczna) istniejacego atraktora chaotycznego w ograniczonym rejonie jest otwar-
tym problemem. Przypuszczamy, ze istniejacy atraktor chaotyczny jest rzeczywiscie jednoznaczny.
Pokazalidémy, ze rozmiar atraktora chaotycznego, mierzony jako odlegto$¢ pomiedzy atraktorem cha-
otycznym i stabilnym cyklem granicznym istniejacym w ukladzie w przypadku, gdy sygnal kontrolny
jest dostepny dla kazdej wartosci zmiennej czasu rosnie liniowo wzgledem zmiany czasu préobkowania
7, dla wszystkich dostatecznie maltych wartosci 7. Wyniki otrzymane dla minimalnego przykladu zo-
staly uogélnione dla uktadu planarnego Filippova z prébkowaniem. Przy pomocy ukladu planarnego
pokazaliémy réwniez, ze w granicy 7 — 0, tzw. metoda Filippova, ktéra pozwala otrzymaé potok
sliding dla ciaglego sygnalu kontrolnego jest zbiezna z polem wektorowym ukladu dla dyskretnie
probkowanego sygnalu kontrolnego. Wspomniany wynik moze by¢ wykorzystany do przyblizenia cza-
su ewolucji uktadu wzdluz rozmaitosci przelaczajacej, co z kolei moze by¢ wykorzystane, by okreslié
wzrost badz tez pomniejszanie sie perturbacji w wyniku ewolucji wzdluz rozmaitosci przetaczaja-
cej, co z kolei moze jako$ciowo wplynaé na zachowanie dynamiczne uktadu. W oparciu o nasze wyniki
uwazamy, ze przeanalizowane zachowanie dynamiczne moze réwniez wystapi¢ w n-wymiarowych ukta-
dach Filippova, gdzie zmienna okreslajaca przetaczanie pomiedzy polami wektorowymi jest dostepna
w dyskretnych odstepach czasowych. By zweryfikowaé powyzsze przypuszczenie, przeprowadziliSmy
eksperyment numeryczny wykorzystujac uktad kontrolny trzeciego rzedu, ze sprzezeniem zwrotnym i
przekaznikiem dwustanowym (wlaczony/wylaczony), gdzie wprowadziliémy prébkowanie ciagltego sy-
gnalu kontrolnego. Okazalo sie, ze w niektérych przypadkach zaobserwowalidémy przejécie pomiedzy
stabilnym cyklem granicznym z segmentem typu sliding, ktéry istnieje w uktadzie gdzie sygnal kontro-
lny jest ciagle dostepny, do atraktora chaotycznego, ktéry istnieje w ukladzie gdzie sygnal kontrolny
jest dany w dyskretnych odstepach czasowych. W szczegélnosci zaobserwowaliSmy dwa scenariusze.
W pierwszym przypadku wprowadzenie probkowania doprowadzito do utraty segmentu ewolucji typu
sliding dla cyklu granicznego (segment sliding zostal zastapiony ewolucja wzdluz rozmaitosci prze-
taczajacej az do punktu, w ktérym po przetaczeniu ewolucja byta kontynuowana poza rozmaitoséciag
przelaczajaca dla t > 7). W drugim przypadku otrzymali$émy wspomniany juz wynik prowadzacy
do powstania atraktora chaotycznego. W [79] zaprezentowano, ze dyskretny sygnal kontrolny, zwykle
prowadzi do powstania chaotycznego atraktora w otoczeniu niestabilnego punktu weztowego. Istnieja
pewne podobienistwa, ktére prowadza do powstania atraktora chaotycznego w naszym przypadku jak
i w przypadku analizowanym w [79]. W naszym przypadku mamy do czynienia z cyklami granicznymi
i jezeli chcemy ustabilizowaé niestabilna orbite okresowa, ktéra mogtaby wtedy odpowiadaé jakiemu$
pozadanemu stanowi okresowemu jakiegos uktadu kontrolnego, zastosowanie dyskretnie probkowanego
sygnalu kontrolnego moze z duzym prawdopodobienstwem doprowadzi¢ do powstania zachowania cha-
otycznego, podczas gdy kontrola wykorzytsujaca ciagly sygnal kontrolny zapewnia istnienie stabilnego
cyklu granicznego (z segmentem typu sliding).

W publikacji [79] autorzy twierdza, ze sieci neuronowe z uczeniem maszynowym sa w stanie na-
uczy¢ sie tego typu kontroli. Byloby interesujacym, by zbadaé powiazanie pomiedzy naszym wynikiem
a sieciami neuronowymi z uczeniem maszynowym. PowinniSmy réwniez wspomnieé, ze gwaltowne po-
wstanie zachowania chaotycznego, w wyniku zmiany rodzaju kontroli z ciagtej do dyskretnej jest
podobne do gwaltownego przejscia od cyklu granicznego z segmentem sliding do atractora chaotycz-
nego o malej skali, ktére moze wystapi¢ w uktadach Filippova pod wptywem wprowadzenie dowolnie
malego opéZnienia w funkcji przelaczajacej, co zostalo pokazane w [85].

4.4 Modelowanie matematyczne kontroli spokojnego stania cztowieka po-
przez ukltad neuromotoryczny za pomoca ukladéw Filippova

W ostatnich latach duzo wysitku badawczego zostalo skierowane, by zrozumieé¢ charakter kontroli
uktadu neuromotorycznego cztowieka podczas réznego rodzaju zadan wykonywaych przez ten uktad.
Na przyktad, ciagle nie zostata rozsztrzygnieta kontrowersja czy kontrola spokojnego stania cztowieka
poprzez uklad neuromotoryczny, w skali makroskopowej, moze by¢ lepiej opisana przy pomocy cia-
glych modeli liniowych, czy przy pomocy modeli z nieciaglym sygnatem kontrolnym. Ta kontrowersja,
ogolnie rzecz biorac, doprowadzila do stosowania dwdch kategorii modeli matematycznych. Pierwsza
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kategoria to ciagle uklady liniowe, rozpatrywane np. w [58, 60]. Tego typu modele wykluczaja istnienie
wszelkiego rodzaju wartosci progowych, przetaczen procedéw zaleznych od zmiennej czasu takich jak na
przyklad istnienie otwartych petli sprzezenia zwrotnego w trakcie kontroli uktadu neuromotoryczne-
go. Niemniej, gwaltowne dragnia mies$ni podczas spokojnego stania zostaly odkryte eksperymentalnie
[70] co sugeruje, by w procesie modelowania matematycznego wykorzystywaé modele z przelaczaniem
badZ tez kontrola zawierajaca otwarte petle sprzezenia zwrotnego, tak jak np. w [48, 49, 68, 69, 67].
Wprowadzenie tego typu kontroli, w kontekscie auktomatyki, prowadzi do tzw. hybrydowych uktadéw
kontrolnych, a w kontekscie uktadéw dynamicznych do ukltadéw kawatkami gltadkich. Inny kontekst, w
ktérym w sposob naturalny pojawia sie nieciagly sygnal kontrolny to $ledzenie celu. Rozwazmy przy-
padek zadania, w ktérym przy pomocy joysticku osoba musi umiesci¢ kropke na ekranie komputera
w pewnym okreslonym miejscu. W ekspermencie ruch elektrycznej kropki jest generowany w spodb
elektroniczny jako sygnal wyjsciowy niestabilnego uktadu, ktérego sygnal wejsciowy jest szumem mo-
delujacym zaklécenia a czlowkiek jest elementem kontrolnym w petli sprzezenia zwrotnego. Okazuje
sie, ze optymalng strategia na umieszczenie elektrycznej kropki w pozadanym miejscu jest stosowanie
delikatnych uderzen w joystick. Wiec nie ciagly, lecz przerywany sygnal kontrolny jest uzywany przez
uktad neuromotoryczny. Warto rowniez wspomnieé, ze w niektorych przypadkach jest niemozliwym,
by stabilizowaé jaki$ zadany uklad przy uzyciu ciagltego sygnatu kontrolnego, a przerywany (przetacza-
ny) sygnal kontrolny umozliwia osiagniecie stabilnosci. W szczeg6lnosci w [86] zostalo udowodnione,
ze kontrola przy uzyciu sprzezenia zwrotnego, ciagta w czasie i rozszerzona wzgledem opdznienia cza-
sowego nie moze by¢ wykorzystana, by doprowadzi¢ do stabilizacji niestabilnego cyklu granicznego. W
przeciwienstwie, kontrola z przelaczaniem przy uzyciu sprzezenia zwrotnego i rozszerzona wzgledem
opOznienia czasowego moze byé¢ wykorzystana do stabilizaji niestabilnego cyklu granicznego. Ten wy-
nik wskazuje, ze do osiagniecia stabilnosci, w pewnych warunkach, moze by¢ koniecznym zastosowanie
przerywanego (przelaczanego) sygnatu kontrolnego.

Wyniki badan opublikowane w [KO11,KO12,KO13,KO14,KO15] sa zwiazane z modelowaniem ma-
tematycznym oraz charakterem uktadu kontroli neuromotorycznej czltowieka dla réznych zadan takich
jak spokojne stanie czy wspomniane wezeéniej sledzenie celu. W szczegdlnoscei w [KO11], zaproponowa-
lismy modelowanie uktadu neuromotorycznego w czasie spokojnego stania cztowieka jako odwrdcone
wahadlo a rownowaga jest osiggnieta przy uzyciu liniowego uktadu kontrolnego z ujemnym sprzezeniem
zwrotnym. Uktad kontrolny charakteryzuje si¢ rowniez opdznieniem czasowym w celu zamodelowania
opéznien wynikajacych z czasu przesylania sygnalu nerwowego oraz aktywacji miesni. Model charak-
teryzuje si¢ rowniez obecno$cig wartoéci progowej ponizej, ktérej sygnal neuromotoryczny nie jest w
stanie okresli¢ czy srodek masy jest odchylony od wymaganej wartosci pionowej; istnienie wartosci
progowej mozna interpretowaé jako minimalnta warto$¢ odchylenia katowego, ktore moze byé¢ okreslo-
ne przez uktad neuromotoryczny a wiec jest to opis doktadnosci uktadu neuromotorycznego w detekcji
odchylenia. W ten sposéb otrzymaliému planarny uktad Filippova z opdzZnieniem czasowym i syme-
tria. Okazalo sie, ze do osiagniecia stabilizacji, ktora jest postrzegana jako ,male” oscylacje wzgledem
pionu jest koniecznym wykorzystanie sygnalu polozenia i predkosci w uktadzie kontrolnym. Odkry-
te oscylacje wydaja sie wierniej odzwierciedla¢ rzeczywiste osiagniecie stanu réwnowagi niz istnienie
stabilnych punktéw wezltowych [74].

Nastepnie zbadalismy efekt zmiany parametréw na istnienie znalezionych cykli granicznych. Pa-
rametryczna analiza bifurkacyjna doprowadzita do odkrycia istnienia w uktadzie wielu atraktoréw
cyklicznych dla tych samych wartosci parameréw. W szczegélnidci dla znacznego zakresu wartosci
parametru odpowiadajacego sygnalowi predkosci w uzytym uktadzie kontrolnym. W uktadzie odkryli-
$my réwniez bifurkacje homokliniczna, ktora prowadzi do powstania w ukladzie symetrycznego cyklu
granicznego o dlugim okresie. Przeprowadziliémy réwniez eksperyment numeryczny dla cyklu gra-
nicznego istniejacego dla wartosci parametréw w bliskim otoczniu wartosci parametréow, dla ktorych
zaobserwowalidémy bifurkacje homokliniczng. W wyniku eksperymentu okazalo sig¢, ze dodanie szumu
Gaussowskiego prowadzi do przetaczania sie uktadu pomiedzy rejonami, w ktorych istnieja stabilne
symetrczne cykle graniczne (gdy szum jest zignorowany), co prowadzi do wyraznej bi-stabilnosci. Inny-
mi stowy, uklad z szumem Gaussowskim przez jakis$ czas podlega ewolucji w rejonie istnienia jednego
atraktora, po czym nastepuje przetaczenie do ewolucji w rejonie gdzie istnieje drugi atraktor i znéw
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przelaczenie w rejonie pierwszego atraktora itd. Powyzszy scenariusz moze wyttumaczy¢ przetaczanie
pomiedzy para asymetrycznych atraktoréw zaobserwowane w ukladzie pierwszego rzedu w [42], kto-
re zostalo wykorzystane do wyttumaczenia obecnosci rejonéw réznego skalowania zaobserwowanego
przy analizie danych eksperymentalnych ruchu wahadlowego srodka masy w trakcie spokojnego stania
zdrowego czlowieka.

Badania opisane powyzej, ktére byly prowadzone wspélnie z eksperymentalistami pracujacymi
nad zrozumieniem kontroli uktadu neuromotorycznej przy wykonywaniu réznego rodzaju zadan przez
zdrowego czlowieka prowadzila do kolejnych badan, ktére mialy nastepujace cele: 1. zbadanie zacho-
wania dynamicznego modeli z przetaczaniem ukladu neuromotorycznego czlowieka dla zadan takich
jak spokojne stanie i $ledzenie celu; 2. okreélenie, przy uzyciu metod z analizy danych, czy uktady z
nieciagtosciami wierniej opisuja zachowanie ukladu neuromotorycznego dla wspomnianych zadan niz
istniejace ciagle modele liniowe. W szczegdlnoéci, wynikiem wspomnianej wspétpracy byto otrzymanie
grantu naukowego zatytulowanego ,,Gwaltowne zmiany zachowania ukladéw hybrydowych w wyni-
ku bifurkacji typu DIB z wielkoma atraktorami”, ktéry zostal ufundowany przez EPSRC w ramach
programu ,, First Grant Scheme”, numer referencyjny EP/K001353/1, ze mna jako gtéwnym prowadza-
cym. Warto$é grantu wyniosta 125 000£ (okoto 600 000 PLN). Badania prowadzone w ramach grantu
odbywaly sie od pierwszego lutego 2013 do 31. sierpnia 2014. W wyniku badan prowadzonych z gran-
tu powstaly cztery artykuly w referowanych publikacjach [KO12-KO15] i jeden artykul opublikowany
w materiatach konferencyjncyh. Istotna kontrybucja naukowa, ktora powstata na bazie grantu byto
rozwiniecie algorytmu do detekeji niecigglosci w zaszumionych danych. Algorytm zostal wykorzystany
do analizy posturograficznych danych eksperymentalnych i potwierdzit istnienie kontroli przetaczane;j
uktadu neuromotorycznego zdrowego czlwieka w czasie spokojnego stania [KO15]. Co wiecej, badania
przeprowadzone w czasie trwania grantu nasunety dodatkowe istotne pytania badawcze. Taka istotna
nowg kwestia jest zbadanie powiazanie pomiedzy zmiang stragi kontrolu uktadu neuromotorycznego
a bifurkacjami typu DIB, co doprowadzilo do powstania oméwionej juz publikacji [K1].

W [KO12] badaliémy czy ARMA model moze byé dopasowany do procesu charakteryzujacego sie
nieciagtosciami. W szczegélnosci przeprowadziliSmy nastepujacy test: wygenerowalisémy sygnal czaso-
wy ze znanego uladu LTI oraz z ukladu nieliniowego (z wartoécia progowa i strefa martwa), ktére
byly modelami kontroli neuromotorycznej cztowieka dla spokojnego stania i analizowaliémy sygnat
wyjsciowy przy pomocy modeli ARMA. Pokazalismy, ze dla obydwu klas uktadéw mozna dopasowaé
modele ARMA niskiego rzedu przy uzyciu standardowaych kryteriéw. By zweryfikowaé czy istnie-
ja jekiej$ widoczne efekty sterfy martwej na sygnal wyjsciowy, poréwnaliSmy widma (fizycznie jako
wielko$é mocy) obydwu ukladéw z widmami odpowiadajacym ich modelom ARMA. Nastepnie zba-
dali$my wlasciowosci widm trzech sygnaléw posturograficznych i odpowiadajacych im modeli ARMA
i poréwnaliSmy z widmami otrzymanymi z naszych dwéch jawnych ukladow. Ostatecznie zbadaliSmy
zachowanie dynamiczne naszych jawnych uktadéw bez sygnalu szumu Gaussowskiego, by okresli¢ jaki
jest efekt istnienia wartosci progowej (strefy martwej) na zachowanie asymptotyczne. Przy poréwnaniu
widm mocy ukltadéw jawnych odpowiadajacymi im widmami modeli ARMA w obydwu przypadkach
otrzymaliSmy dopasowanie dla niskich czestotliwosci (do okoto 2Hz). Utrata dopasowania wystapita
dla wyzszych czestotliwosci. Jest to zgodne z teorig poniewaz modele ARMA niskiego rzedu zapewnia-
ja dopasowanie dla maltych czestotliwosci. Co wiecej, nie zaobserwowalismy widocznych jako$ciowych
roznic dla rozwazanych uktadéw. Nastepnie poréwnaliémy widma mocy trzech modeli ARMA dopa-
sowanych to trzech sygnatow danych posturograficznych ze spektarmi modeli uktadéw jawnych. Po-
dobnie jak wczesniej otzrymaliSmy dopasowanie dla niskich czestotliwosci (do wartosci okolo 1.5Hz)
z rosnacym brakiem dopasowania dla wyzszych czestotliwosci. Z powyzszego eksperymentu nume-
rycznego wynika, ze modelowanie ARMA moze prowadzi¢ to pewnej nadinterpretacji wynikéw. To
znaczy, dopasowanie danych do modelu ARMA nie gwarantuje, Ze procesy ktére wygenerowaly dane
sa rzeczywidcie procesami liniowymi niezmiennymi wzgledem czasu. Badaliémy réwniez zachowanie
dynamiczne modelowych uktadéw bez szumu Gaussowskiego. Odkryliémy jako$ciowe réznice w za-
chowaniu asymptotycznym dla wykorzystanych wartosci parametréow. Tzn. zachowanie dynamiczne
uktadu liniowego (bez szumu) odpowiadalo zbieznosci do stanu stabilnego wezla. Natomiast asympto-
tyczne zachowanie dynamiczne ukladu z przetaczaniem odpowiada ewolucji na jednym z dwoch cykli
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granicznych, w zaleznoéci od zadanych warunkéw poczatkowych.

W [KO13] zaproponowali$my algorytm umozliwiajacy detekcje gwaltownych zmian w danych cza-
sowych oscylatora typu Van der Pola z dodanym szumem Gausowskim. Korzys¢ wynikajaca z zapro-
ponowanego przez nas algorytmu wynika z tego, ze dzieki algorytmowi mozemy rozbi¢ dane na zbiér
niezaleznych wspo6lezynnikéw (mono-wspélezynnikéw lub mono-komponentéw) odpowiadajacych or-
togonalnym funkcjom bazowym. Nastepnie te mono-komponenty sa analizowane i ponownie sktadane
w sygnal zawierajacy tzw. natychmiastowe czestotliwo$ci bez sygnatu, ktéry odpowiada asympto-
tycznej odpowiedzi uktadu i nie zawiera sygnatu szumu. Otrzymany sygnal wyjsciowy jest szeregiem
impulséw o skonczonych wartosciach gdzie kazdy impuls odpowiada momentowi, gdy sygnal uktadu
gwaltownie si¢ zmienial (w dziedzinie czasu). Wydajnosé zaproponowanego algorytmu do detekcji tego
rodzaju zmian w przebiegach czasowych wynika z faktu, ze przy pomocy zaproponowanego algorytmu
moga one zostaé przeksztalcone w tatwo czytelne impulsy na pltaszczyznie czasowo-czestotliwosciowej.
Zaproponowana metoda jest obiecujaca nie tylko do wykrywania w zaszumionych przebiegach cza-
sowych gwaltownych zmian, lecz réwniez moze by¢ uzyta do wykrywania nieciaglosci odszumionego
sygnatu. Nieciaglosci, o ktérych mowa i ktére nas interesuja z punktu widzenia modelowania mate-
matycznego, dotycza nieciaglosci wynikajacych z przelaczania w ukladzie pomiedzy gladkimi polami
wektorowymi.

W [KO14] przeprowadzali$émy badania numeryczne ukladu z przelaczaniem modelujacego kontrole
spokojnego stania czlowieka. ZastosowaliSémy trzy rodzaje metod analitycznych do analizy przebiegéw
czasowych wygenerowanych za pomoca naszych modeli. Rozpoczeliémy nasza analize od zbadania za-
chowania dynamicznego modeli deterministycznych (bez dodanego szumu Gausowskiego) dla wartosci
parametréw odpowiadajacych eskperymentowi analizujacemu spokojne stanie czlowieka. Zachowanie
aymptotyczne prowadzi do ewolucji na cyklu granicznym. Nastepnie zastosowalidémy opisany wcze$niej
algorytm, by dla przebiegéw czasowych generowanych przez model znalezé momenty przelaczen ukta-
du. OtrzymaliSmy impulsy na plaszczyznie czasowo-czestotliwoéciowej dla analizowanych przebiegdéw
czasowych, ktore wskazaly na istnienie przelaczen/nieciaglosci w ukladzie generujacym dane przebiegi.
Co wiecej, dla matych opdznien czasowych otrzymane impulsy charakteryzowaly si¢ mniejsza ampli-
tuda niz dla wiekszych opdznien czasowych. Wydluzone opdznienia czasowe moga by¢ interpretowane
jako rozszerzenie przedzialu strefy martwej. Z czego wynika istnienie korelacji pomiedzy obliczonymi
impulsami okredlajacymi natychmiastowa czestotliwos¢ i szeroko$cig strefy martwej. Nastepnie zasto-
sowali$émy analiz¢ entropijna w celu zbadania tzw. miary zlozonosci ukladu (complexity measure w
jezyku angielskim). Okazalo sie, ze zlozono$é ukladu jest zwigkszona, gdy sygnal szumu jest wylaczo-
ny. Przypuszczamy, ze pewnien poziom szumu ,wygladza” nieciaglosci i przez to zmniejsza ztozonosé
uktadu. Znalezliémy réwniez dodatnia korelacje pomiedzy zwiekszona dlugoscia opdznienia czasowego
(co moze by¢ interpretowane jako poszerzenie martwej strefy w modelu) i zlozonoscia ukladu. Za-
stosowalidémy réwniez analize fluktuacyjng do pomiaru ztozonosci uktadu. Wyniki wskazuja, ze miara
zlozonodci ulega zwigkszeniu jezeli zwigkszeniu ulega opdznienie czasowe badz szeroko$¢ sterfy mar-
twej. Ostatecznie przeprowadziliémy analize entropijna i fluktuacyjng na posturograficznych danych
eksperymentalnych. Otrzymane wyniki pokazaly, ze miara ztozonosci danych eksperymentalnych od-
powiada ruchom Browna i jest podobna do miary ztozonosci dla ukladu z przetaczaniem i szumem dla
wartosci opdznienia uktadu neuromotorycznego wielkosci 7 = 150ms, co jest wielkodcig fizjologiczna.
Uwazamy, ze istnieje bezposrednia korelacja pomiedzy rozmiarem strefy martwej, opdznieniem czaso-
wym w ukladzie z przelaczaniem i odpowiadajaca takiej strukturze miara ztozonosci uktadu. Z tego
wzgledu przedstawione wyniki moga zawieraé istotne informacje na temat ukladu neuromotorycznego
kontrolujacego zachowanie réwnowagi u ludzi podczas spokojnego stania.

Wspélpraca miedzynarodowa - uklady dynamiczne i automatyka

Prowadze wspoétprace z Prof. Paul Glendinning z University of Manchester, ktorej tematyka to
modelowanie matematyczne kontroli uktadu neuromotorycznego u ludzi oraz analiza zachowania dy-
namicznego uktadéw kawatkami gladkich. Prof. Glendinning jest ekspertem w dziedzinie analizy i
bifurkacji w dyskretnych ukladach dynamicznych, ktére pojawiaja sie w naturalny sposéb podczas
redukcji uktadéw Filippova do form normalnych. Prowadze rowniez wspélprace z Dr Arne Nordmark
z Royal Institute of Technology (Szwecja, Sztokholm) na temat analizy bifurkacji typu DIB w ukla-
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dach kawatkami gladkich. Interesuje mnie rowniez powigzanie pomiedzy bifurkacjami DIB a kontrola

uktadéw z przetaczaniem i opdznieniem czasowym. Ta tematyka jest elementem mojej wspolpracy z

Dr Jan Siberem z the University of Exeter.
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