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Rozdzial 2

Omoéwienie prac wchodzacych w sklad
osiggniecia naukowego

2.1 Wstep

W sktad rozprawy habilitacyjnej wchodzi siedem artykutow, ktore taczy wspolny watek
tematyczny. Cztery prace sposréd nich poswiecone sa optymalnemu zatrzymywaniu
procesow stochastycznych ztozonych z wielu etapow. Zazwyczaj powtarzana jest ta
sama gra, a decyzja o zatrzymaniu moze byé¢ podjeta tylko jeden raz w czasie trwania
calego wieloetapowego procesu. Wyjatkiem jest artykul [H5|, ktory zawiera istotny
dla artykutu [H4| rezultat dotyczacy spaceréw losowych z barierami pochtaniajacymi.
Wynik ten wydawat sie na tyle ,, samodzielny", ze zostat opublikowany oddzielnie.

W kolejnych dwoch artykutach [H6| i [H7] rozwazane sa zagadnienia optymalnego
zatrzymania, gdzie obserwujacy musi podjaé¢ decyzje dotyczaca wyboru on-line pewnej
satysfakcjonujacej z jego punktu widzenia wartosci liczbowej. Obserwujacy jednak ma
do dyspozycji tylko ograniczong informacje, tzn. nie poznaje kolejnych wartosci liczbo-
wych, lecz moze poréwnywac¢ w sensie nieréwnosci ,,>" ukryte co do ich wartosci liczby.
Jest to kolejny model przyblizajacy opis pojawiajacych sie realnie zagadnien. Czesto
bowiem mamy do czynienia z poréwnaniem obiektow tylko co do ich relatywnej rangi,
cho¢ w istocie zalezy nam na wyborze elementu o konkretnych parametrach. Prace te
([H6] i [H7]) powstaly w ramach wspolpracy miedzy innymi ze wspotautorami z Uni-
versity of Louisville (USA, Kentucky). Badania byly prowadzone wspoélnie zar6wno w
czasie moich stazéw naukowych na Uniwersytecie w Louisville, jak i wizyt naukowych
Wspoétautorow w Polsce. Ten projekt badawczy uzyskal pozytywna ocene NCN i byt
czesciowo finansowany z grantu NCN Grant DEC-2015/17/B/ST6/01868.



2.1.1 O historii zagadnienia

Klasycznym problemem optymalnego zatrzymania jest tzw. problem sekretarki. Polega
on na tym, ze ujawniane sa tylko aktualne rangi przychodzacych elementéw uporzadko-
wanych liniowo, a celem jest zatrzymanie si¢ na elemencie rangi 1, czyli najmniejszym
(lub najwiekszym zaleznie od sformulowania problemu), z maksymalnym prawdopo-
dobienstwem. Rozwiazanie tego problemu zostalo opublikowane przez Lindleya [16] w
1961 roku. Zagadnienie to ewoluowato w wielu kierunkach i mozna powiedzie¢, ze dzi-
siaj stanowi wazna i bogata w wyniki czes¢ teorii optymalnego zatrzymania. Jednym z
nich byla maksymalizacja nie prawdopodobienistwa wybrania elementu 1, ale wartosci
oczekiwanej wybranego elementu. Ten problem zostal rozwiazany w [3]| (Y.S. Chow, S.
Moriguti, H. Robins, S.M. Samuels, 1964). Od tego czasu problem sekretarki mial dwa,
gtowne warianty: maksymalizacja prawdopodobieristwa wyboru 1 lub maksymalizacja
wartodci oczekiwanej. Niemniej jednak, w ramach tych dwoch wariantow problem byt
wielokrotnie modyfikowany. Motywacja zazwyczaj byta wzieta z zycia. Tak byto np. dla
wariantu, ktory zakltadal, ze odrzuceni kandydaci s ciagle dostepni z pewnym praw-
dopodobienstwem w zaleznosci od czasu jaki uplynat od przestuchania [30] (M.C.K.
Yang, 1974). Jeszcze innym wariantem jest tzw. niepewny problem zatrudnienia, w
ktorym zaktada sie, ze kandydat, ktory zostal przyjety, moze odrzucié oferte zatrud-
nienia [25] (M.H. Smith, 1975). Laczenia réznych wariantow byty rozwazane miedzy
innymi w pracy [29] (M. Tamaki, 1979/80).

Kolejne dwie wersje problemu takze byly motywowane przez realne zastosowania.
Rezygnacja z drugiego kandydata przy dokonowaniu wyboru nie wydaje sie rozsadna
polityka, poniewaz nalezy zaktada¢, ze i ten kandydat ma obiektywnie duza wartosé.
Stad wersja mowiaca, ze wybierajacy odniesie sukces, jesli trafi na jednego z dwoch naj-
lepszych kandydatow (tzw. problem Gussein-Zade [11]) (S.M. Gusein-Zade, 1966). Inna
wersja, z pozoru stanowigca jedynie formalng wariacje problemu, mianowicie uznanie
za sukces wyboru doktadnie drugiego kandydata (tzw. post-doc problem) modeluje na-
stepujaca realng sytuacje: dobra, ale nie najlepsza uczelnia moze sadzié¢, ze kandydaci
poszukujacy pozycji ztozyli podania réwniez do innych instytucji i najlepszy kandydat
zapewne otrzyma lepsza oferte z innego miejsca; stad lepszym wyborem jest wybor
drugiego kandydata z puli [5] (P.R. Freeman, 1983).

W klasycznym problemie sekretarki elementy uporzadkowane sa liniowo. W niekto-
rych uogodlnieniach zatozenie to zastapiono czesciowym porzadkiem (|27] (W. Stadje,
1980), [18] (M. Morayne, 1998), [20] (J. Preater, 1999), [6] (R. Freij, J. Wastlund, 2010)
lub po prostu przez graf albo graf skierowany ([14| (G. Kubicki, M. Morayne, 2005),
[21] (M. Przykucki, 2012), [1] (F.S. Benevides, M. Sulkowska, 2017)).

Rozwigzania problemu sekretarki prowadzg réwniez do sformulowania powaznych
zagadnienn kombinatorycznych. Jednym z rozwazanych modeli dla zbioréw czesciowo
uporzadkowanych byl model pelnego drzewa binarnego o skoriczonej dtugosci [18] (M.
Morayne, 1998). Sukcesem jest wybor korzenia drzewa, ktory jest tu jedynym maksy-



malnym elementem. Sytuacjami, w ktorych taki wybor ma sens, sa takie sytuacje, w
ktorych aktualny element jest jedynym maksymalnym dla porzadku T utworzonego z
dotychczas przebadanych elementéw (w innych sytuacjach aktualny element na pew-
no nie jest korzeniem calego drzewa kandydatow). Diagram Hassego tego porzadku
jest drzewem, ktore tez nazywamy T'. Sytuacje, w ktérych wybierajacy nie popeini
bledu, zliczane sg przez tak zwane ,dobre” w sensie porzadkowym poddrzewa petlnego
drzewa binarnego izomorficzne z otrzymanym w danym momencie drzewem 7', czyli
takie, gdzie maksymalny (ostatni dotychczas otrzymany) element jest korzeniem. Na-
tomiast sytuacje, w ktorych zostanie popetniony btad, zliczane sa przez tak zwane ,zte"
w sensie porzadkowym poddrzewa pelnego drzewa binarnego izomorficzne z otrzyma-
nym w danym momencie drzewem T'. Pierwszg z tych liczb nazwijmy Ar, druga - Br.
Prawdopodobieristwo sukcesu przy wyborze elementu maksymalnego drzewa T' w da-
nym momencie, w ktorym ten element sie pojawil, wynosi Pr = Ar/(Ar + Br). Tu
juz pojawia sie nietrywialny problem zliczania poddrzew. Jednym z zagadnien zwia-
zanych z problemem sekretarki jest tzw. problem monotonicznosci, a wiec pytanie, o
to, czy Pp, > Pp,, jesli drzewo T, stanowi naddrzewo drzewa 77. Dla poddrzew bi-
narnych pelnego drzewa binarnego odpowiedZ pozytywna podana zostala w [13]| (G.
Kubicki, J. Lehel, M. Morayne, 2002), natomiast dla dowolnych poddrzew problem
postawiony przez autorow poprzedniej pracy zostal rozwiazany negatywnie w [9] (N.
Georgiou, 2005). W pracy tej podany zostal szereg glebokich rezultatow dotyczacych
zliczania zanurzen drzew w drzewa pelne. Zagadnienia tego typu uogélnione na lasy
byly rozwazane w [10] (B. Gittenberger, Z. Gole¢biewski, I. Larcher, M. Sulkowska,
2022). Sytuacje, w ktorych w algorytmie optymalnym dla problemu sekretarki nalezy
na pewno dokona¢ wyboru, sa sytuacje gdy Pr > 1/2. Tego typu nieréwnos$¢ badana
jest takze w moich pracach z J. Niemcem i M. Morayne [P5] (2005),[P8| (2009), gdzie T
jest tancuchem, a podstawowe drzewo jest dowolnym drzewem (niekoniecznie pelnym).
Prace te omowione sa w dalszej czesci tego autoreferatu.



2.2 Praca [H1]

W artykule [H1| rozwazany jest nastepujacy model. Wybierajacy ma do dyspozycji
m serii rozméw z kandydatami. W kazdej serii rozméw mamy do czynienia z warun-
kami opisujacymi klasyczny problem sekretarki. Oznacza to, ze w i-tej serii jest n;
uporzadkowanych liniowo od 1 do n; kandydatéow przychodzacych w pewnej permu-
tacji (wszystkie permutacje sa jednakowo prawdopodobne). Wybierajacy nie zna ich
absolutnych pozycji, a aktualnie ocenianego kandydata moze jedynie poréwnaé¢ z tymi
kandydatami z i-tej serii, z ktérymi juz si¢ zapoznal.

Jesli wybierajacy nie dokonal wyboru w i-tej serii, zaczyna sie seria (i + 1)-sza.
Wybierajacy ma tylko jeden wybor w calej grze, a sukcesem jest wybranie ktoregokol-
wiek z kandydatéw najlepszych w jakiejs serii. W pracy znaleziony jest optymalny czas
zatrzymania przy zadanych liczbach kandydatow w kolejnych seriach nqy,no, ..., n,,
prawdopodobieristwo sukcesu, a takze asymptotyka uzyskanych wielkosci.

Ponizej podane sa szczegbéltowe wyniki. Rozwiazanie odpowiada intuicji, ze w po-
czatkowych grach wybierajacy dla wybrania najlepszego kandydata z wiekszym praw-
dopodobienistwem (wyzszym progiem), akceptuje niepodejmowanie decyzji w danej se-
rii i przechodzenia do nastepne;j.

Rozwazamy zbior Y,, sktadajacy sie z m taricuchow dtugosci odpowiednio n;, 1 <
< m:

Yn=X,UX,1U...UXj,

X; = {xgl) 1< <n}, XinX; =0dlai # j,4,5 =1,2,...m. (Ze wzgledow
technicznych wygodniejsza w opisie okazala sie numeracja odwrotna, co oznacza, ze
najpierw obserwujemy zbior X,,, nastepnie X, ; itd.) Zakladamy, ze kazdy zbior X;
jest liniowo uporzadkowany: xgi) i chi) i > xﬁf) oraz ze elemeny x,(;) i J?l(j ) nie sq
poréwnywalne, jezeli i # j.

Przez Max(Y,,) oznaczamy zbior m maksymalnych elementow Y,,:

Max(Y;,) = {x(lm), :cY”‘”, . ,argl)}.

Przez S(X;) oznaczamy zbiér permutacji elementow zbioru X;,i = 1,2,...m, odpo-
wiednio. Natomiast €2, oznacza zbiér takich permutacji

T = (T)1<i<sm, nys

elementow zbioru Y,,, dla ktorych

(M5t o Moyt e Tt ) €5 (Xi),



Niech ¢ bedzie liczba naturalng taka, ze 1 <t < > " n;. W czasie t wybierajacy
widzi porzadek indukowany przez 7y, ..., . Oznacza to, ze jesli

k—1
= an—i + j7
=0

gdzie 1 < j <np_k, 0 <k <m—1, to wybierajacy widzi k tancuchow X,,, ..., X, g1
oraz j liniowo uporzadkowanych elementéw ze bioru X,,_, ale nie zna ich absolutnych
pozycji w X,,,_x. Poszukiwany jest taki czas zatrzymania 7, dla ktérego prawdopodo-
bieristwo P[r, € Max(Y,,)] jest mozliwie maksymalne, a wiec dajacy wybierajacemu
maksymalna szanse wygranej (zauwazmy, ze m, € Max(Y,,) dla 7 = Z;:OI Nn—i + 7,

1<j<npp, 0<k<m—1, wtedy i tylko wtedy, gdy 7, = z{" ).

2.2.1 Optymalny czas zatrzymania

Niech py = 0. Dla ¢ > 1,

T e = (2.1)
pz_m n; ty t;k—|—1 n; — 1 . Pi-1, .

gdzie ¢ jest najmniejszym ¢ spelniajacym nastepujaca nieréwnosé

1 RIS SR
Pimt =y T T

(2.2)

lub ¢ = n;, jesli 1 — p;—y < —L5, (¢ nazywamy progiem w i—tym ctapie).
Zdefiniujemy teraz nastepujacy ciag czaséw zatrzymania 7™ (7) dla Y, gdzie m > 1.
Dlam =117 € Qq, niech

7W(7) = min {t : 7 = max{m,...m}, t >t}
oraz dlam > 11w € €),,, niech

min{t >t :m = max{m,...m},t <ny,}, jeslizbior pod znakiem

—(m) () = minimuin jest niepusty,

n,, + =1 (<7Tnm+17 N n>) w przeciwnym przypadku.

W pierwszym przypadku zatrzymujemy sie¢ w pierwszym obserwowanym tancuchu,
tzn. w X,,, w drugim przypadku zatrzymujemy sie w ktéryms$ z pozostatych m — 1



tancuchow X,,_1,..., X;.
Glownym rezulatem tej pracy jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 ([H1|, Theorem 2.1). Czas zatrzymania 7™ jest optymalny dla Yy,.
Uzywajac czasu zatrzymania 7™, prawdopodobieristwo sukcesu jest réwne p,, gdzie
Pm jest zdefiniowane warunkiem (2.1).

Naszkicujemy ponizej dowdd tego twierdzenia.

Dowod polega na rekursji. Jedli mamy do czynienia z jednym tylko tancuchem,
m = 1, to teza twierdzenia jest prawdziwa, bo odpowiada klasycznemu problemowi
sekretarki [3].

Niech m > 2. Jesli sprawdzamy kandydatow z pierwszego taricucha, to jedyne czasy,
w ktorych mamy niezerowa szanse sukcesu, to czasy relatywnych rekordow, tzn. czasy
w ktorych aktualnie badany element jest najlepszy z dotychczasowych. Numerujemy
te czasy jako p;, zaczynajac od p; = 1. Gdy opuscimy tancuch pierwszy, tzn. nie
zatrzymali$my sie na tym tancuchu, znajdujemy sie¢ w sytuacji gry na m —1 taricuchach
i zakladamy (rekursyjnie), ze znamy juz optymalny czas zatrzymania 7(m=1 dla m — 1
tancuchow. Ten czas zatrzymania oznaczamy jako kolejny z czaséow p;.

Przeskalowujemy teraz naturalna filtracje (F;); (F; sktada sie z tych zdarzen, ktore
opisuja kazdy mozliwy rozwdj sytuacji do czasu i), rozwazajac dalej algebry zdarzen
(F,,)i odpowiadajace powyzej zdefiniowanym czasom zatrzymania p;.

Wprowadzamy proces W;:

W — 1, gdy m, € Max(Y,,),
10, gdy m, ¢ Max(Yy,)

o tej wlasnosci, ze EW; = Psukces w czasie p;].
Proces ten nie jest zgodny z filtracja (F,,);, wiec modyfikujemy go jeszcze wprowa-
dzajac proces Z;:

%

W pracy pokazane jest, ze proces ten spetnia zalozenia tzw. twierdzenia o przypad-
ku monotonicznym ([4]), tzn. zachodzi dla tego procesu implikacja

Zi > E(Zl+1|fpz> = Zi-‘rl > E(Zi+2|fpi+1)'

Zatem, z twierdzenia o przypadku monotonicznym, optymalnym czasem zatrzymania
jest pierwszy czas i, dla ktorego zachodzi poprzednik implikacji. Dla t = p;, korzy-
stajac z zalozenia indukcyjnego o p,,_1 (optymalne prawdopodobieristwo sukcesu w
przypadku Y,,_1), obliczamy Z; i E(Z;+1|F,,) w jawnej postaci:

Zi(w) = —

10



oraz

t (1 1 1
E(Z; 1| F,, =— |-+ —4--- mo1 | -
alF)@) = = (G4 oy o g )
Korzystajac z tych wzoréow, nietrudno sprawdzi¢, ze czas tf, (prog), od ktorego juz
akceptujemy maksymalnego kandydata w pierwszym z m tancuchéw, jest najmniejszym
czasem t spelniajacym nieréwnosé¢ (2.2), a prawdopodobienistwo sukcesu przedstawia

sie wzorem (2.1).

2.2.2 Asymptotyka

Zdefiniujemy teraz rekurencyjnie nastepujacy ciag:
ap=0 oraz a;=ec T4 dla i>1, (2.3)

(Ciag (a;), jest malejacy oraz lim a; = 1. Pierwszych pie¢ elementow tego ciagu wy-
71— 00

glada nastepujaco: a; = 1/e,ay = e 1Y€ ~ 0,53,a3 ~ 0,62,a4 ~ 0,68,a5 ~ 0,72.)

Nastepne twierdzenie opisuje asymptotyczne zachowanie si¢ progu t;, oraz granicz-
na wartos¢ prawdopodobienistwa sukcesu py,, gdy min{ns, ..., n,} — oo.

Twierdzenie 2 (|H1], Theorem 3.1). Niech (a;); bedzie ciggiem zdefiniowanym w (2.3).
Wowczas dla progow t), i optymalnych prawdopodobienstw sukcesu p,, mamy asymp-
totycznie:

m

N

— A oraz Py — Qpy,

gdy min{ny, ..., n,} — oo.

11



2.3 Praca [H2]

W artykule [H2] rozwazany jest model, ktory jest modyfikacja klasycznego problemu
najlepszego wyboru w przypadku petnej informacji (full information). Mianowicie, ana-
logicznie jak w pracy [H1]| (przypadek no information), rozwazamy m nastepujacych
jedna po drugiej serii, gdzie kazda z serii odpowiada pojedynczemu przypadkowi wy-
boru najlepszego elementu przy pelnej informacji. Problem najlepszego wyboru przy
pelnej informacji polega na wybieraniu on-line sposrod losowanych w kazdym kolejnym
czasie elementow z odcinka [0, 1] elementu najwiekszego, gdzie kazde losowanie odbywa,
sie z rozktadem jednostajnym.

Naszym zadaniem jest wyboér jednego z najlepszych elementow z ktorejs serii przy
zalozeniu, ze mamy tylko jeden wyboér. Tak jak w [H1| szukamy strategii (czyli czasu
zatrzymania), ktora maksymalizuje prawdopodobieristwo wylosowania elementu mak-
symalnego w tej serii, w ktorej zdecydujemy sie na (nasz jedyny) wybor.

Przedstawimy teraz formalny opis rozwazanego procesu.

Niech nq,...,n,, € N oraz (X(m),X(mfl), . ,X(l)) bedzie ciagiem m nastepuja-
cych po sobie skoniczonych ciagéw zmiennych losowych:

XM = (X, X, ),
X(m_l) = (Xnerla ce. 7Xnm+nm_1) )

ey

(m—i) _ : . v
X - XlJrEZ;B Nn—k’ X2+ZL;1O Nm—k = 7XZ’]L€:() N —k ’
-
m
X - (Xnm+...+n2+1a s >Xnm+.‘.+n2+n1) )
gdzie XIJFE;:O - X2+Zk NS ,XZ}-H) n,_, S&niezaleznymi zmiennymi losowymi

o wartosciach z odcinka [0, 1] o rozkladzie jednostajnym. Stosujemy numeracje odwrot-
na, tzn. najpierw obserwujemy ciag X ™, nastepnie X (™~ itd.
Dla 1 < i < m niech Y oznacza sekwencje i ostatnich ciggéw, tzn.

YO = (X0 xt=D  x1)

oraz
Max (V¢ = {max( (XY, ... max(X(l))} ,

gdzie max(XC )) jest najwmgkszym elementem ciggu X@, i =1,.

Niech ¢ bedzie liczba naturalng taka, ze 1 <t < Y™ n;. W czasie t = Z lonm Lt
Jj,gdzie 0 <1 <m-—1,1<j5 < nyy, wybierajacy poznal juz wszystkie elementy
z i pierwszych ciggow X Xm=1 XM=+ oraz j elementow ciggu X 9. Je-
go zadaniem jest zatrzymac proces w takim czasie ¢, w ktérym prawdopodoblenstwo
wybrania elementu X, € Max(Y (™)) jest maksymalne.
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Dla t > 1, niech F;, = o(Xy,...,X;), czyli niech F; oznacza o-algebre genero-
wana przez Xi,...,X;. Naszym celem jest znalezienie takiego czasu zatrzymania 7,
wzgledem filtracji (F;)¢, dla ktérego prawdopodobienistwo

P [X,, € Max(Y™)]

jest maksymalne wsrod P [XT € Max(Y(m))}, gdzie T przebiega wszystkie czasy za-
trzymania wzgledem filtracji (F;);.

2.3.1 Optymalny czas zatrzymania

Dla m = 1 liczba ogladanych obiektow wynosi n; = n (indeks ; tutaj pomijamy).
Wowcezas mamy do czynienia z klasycznym problem najlepszego wyboru przy petnej
informacji, gdzie celem jest znalezienie czasu zatrzymania 7, dla ktérego prawdopodo-
bietistwo, ze wzieta w czasie T wartos¢ X, jest najwieksza sposrod catego ciagu (X;)i<n,
jest maksymalne. Oczywiscie jedynymi sensownymi czasami wyboru sa tzw. relatywne
rekordy, czyli czasy, gdy aktualny element jest najwiekszy sposrod wszystkich dotych-
czasowych. Intuicyjnie, w przypadku pelnej informacji, tzn. gdy znamy wartosci X;
nasza decyzja zalezy od wartosci X;. Nawet na samym poczatku przegladania elemen-
tow, powiedzmy dla t = 1, jesli wartos¢ X jest bardzo duza, czyli bliska 1, mozemy
ten element juz wybraé¢, bo prawdopodobienistwo, ze wiekszy element jeszcze sie po-
jawi, jest matle. Intuicje te oddaja formalnie tzw. liczby decyzyjne di. Liczby te dla
kE=0,1,...,n — 1 definiowane sa od konca, tzn. liczba d; decyduje o ewentualnym
wyborze w czasie n — k.
Niech dy = 0 oraz niech dla k =1,2.. .,

k
k )
3 ()i - 117
=1

lub, réwnowaznie,

k
@ -1t =1
j=1

Ciag (dy)y jest rosnacy ze wzgledu na k, klim di, = 1 oraz klim k(1 — dy) = ¢, gdzie
—00 —00
c = 0.804352. .. jest rozwiazaniem nastepujacego rownania

E:ii 1

=g

13



lub, réwnowaznie,
/ v (e — 1)dw = 1.
0

Optymalny czas zatrzymania 77 wyznaczony jest nastepujaco:
7 =min{t: X; = max{Xy,..., X;},1 <t <n oraz X; >d, .},

jesli zbior pod znakiem minimum jest niepusty, w przeciwnym przypadku 7,; = n.
Prawdopodobienistwo sukcesu (dla optymalnego czasu zatrzymania)

v, =P [XT;; =max { Xy, ... ,Xn}}

jest funkcja malejaca ze wzgledu na n oraz

n—oo

Voo := lim v, =€ “+ (e —c— 1)/ x e dx
1

(Vo = 0.580164 . ..) (patrz [23]).

Rozwiazanie zadania wyboru w jednej tylko serii, m = 1, dla pelnej informacji
oparte jest na zastosowaniu twierdzenia o przypadku monotonicznym ([4]).

Takze w przypadku dowolnego m rozwazany proces spetnia zatozenia twierdzenia o
przypadku monotonicznym. Ogolne twierdzenie o iterowanych procesach spetniajacych
zalozenia twierdzenia o przypadku monotonicznym udowodnione jest w omoéwionej da-
lej pracy [H3|, a rozwazany tu wieloetapowy proces dla przypadku pelnej informacji
(jak i analogiczny proces dla przypadku klasycznego ([H1|)) sa szczegdlnymi przy-
padkami procesow spelniajacych zalozenia tego twierdzenia. Zatem optymalny czas
zatrzymania ma charakter progowy, a progiem jest pierwszy czas t dla ktérego spetnio-
na jest nier6wnos¢ 7, > E(Zy1|F), jesli zalozymy, ze w czasie t mamy do czynienia z
relatywnym rekordem dla odpowiednio zdefiniowanego procesu Z;. Faktycznie, postu-
gujac sie rekursja i zaktadajac, ze znamy optymalny czas zatrzymania dla ostatnich
m — 1 serii, rozstrzygamy jedynie, kiedy zatrzymac sie w pierwszej serii. Jesli tego nie
uczynimy, to jedyny i ostatni czas, w ktérym mozemy si¢ zatrzymac, jest optymalnym
czasem dla pozostatych m — 1 serii.

Przedstawimy teraz szczegdtowo wyniki uzyskane w pracy [H2.

Niech 7,,_1 bedzie prawdopodobienstwem sukcesu dla optymalnego czasu zatrzy-
mania dla Y (™1,

Dla 0 < k < n,, definiujemy ciag liczb decyzyjnych (cik)Z:O w przypadku wielokrot-
nego konkursu (z tylko jednym wyborem) w nastepujacy sposob:

CZOIO

oraz dla 1 < k <n,, — 1,

| —

(47 =1) = 1= 3 (2.4)

<

j=1

14



lub, réwnowaznie,
k )

kN1 /- j
Z(,)—,(dkl—l) =1 = Ym1.
= \J/J

Zauwazmy, ze di sa uzywane tylko przy ciagu X i, tak jak poprzednio, liczba di

decyduje o ewentualnym wyborze w czasie n,, — k. (Dlam =1, dj, = dy.)
Zdefiniujemy teraz nastepujacy ciag czaséw zatrzymania 7, dla Y (™).

Dlam = 1:

T :min{t s Xy =max{Xy,..., X;},1<t<n; oraz X;> cfnl,t}

oraz dla m > 1:

min{t : X; = max{Xy,... X;},1 <t <n,, X; > can_t}, jesli zbior
Tm = pod minimum jest niepusty,
Ny + Trn—1 w przeciwnym przypadku.

W pierwszym przypadku powyzszej definicji dla m > 1 zatrzymujemy sie w pierwszym
obserwowanym ciggu X ™ = (X;,..., X, ). W drugim przypadku zatrzymujemy sie
w ktoryms z pozostatych m — 1 ciagow: Y (=1,

Glownym rezulatem tej pracy jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 ([H2], Theorem 2.2). Czas zatrzymania 7, jest optymalny dla Y ™.
Dla czasu zatrzymania 7, prawdopodobienstwo sukcesu jest rowne

Ym = L (1 - (Cznm—l)nm>

Nm
nm—1 t 5 A ~
N 1 (dnm—i)t (dnm—i)nm (dnm—t—l)nm
* ; (nm —¢ Z:; ( t i T,
_— )" Ym—1, (2.5)

t=1
gdzie przyjmujemy ~vo = 0.
Ponizej naszkicujemy dowod tego twierdzenia.
Dowod polega na rekursji ze wzgledu na m. Jesli m = 1, to teza twierdzenia jest

prawdziwa i odpowiada klasycznemu problemowi wyboru w przypadku petnej informa-
cji. Niech m > 2. Jegli 7,,,_; jest optymalnym czasem zatrzymania dla Y=Y wtedy
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jedyne czasy, w ktorych mamy niezerowa szanse sukcesu, to czasy relatywnych rekor-

dow, tzn. czasy w ktorych aktualnie badany element jest najlepszy z dotychczasowych

dla X ™ oraz optymalny czas zatrzymania 7,,_; dla pozostatych m — 1 ciggow Y (™1,
Mianowicie, niech p; =1 oraz dla 2 < i < Z;nzl n;, jesli pi—1 < ny,, wtedy

min{j > p;—1 : X; = max{Xy,... X;},j < n,}, jeslzbior
pi = pod minimum jest niepusty,
N + Tim—1 w przeciwnym przypadku.

Zauwazmy, ze jesli p; < n,,, wtedy p; jest czasem i-tego relatywnego rekordu. Jesli
Pie1 > N, Whedy p; = pi_1.

Wprowadzamy proces W:

W — 1, gdy X, € Max(Y™),
P10, gdy X, ¢ Max(Y (™),

o tej wlasnosci, ze EW; = P[sukces w czasie p;].
Proces ten nie jest zgodny z filtracja (F,,);, wiec modyfikujemy go, wprowadzajac
proces Z;:
7, = E(WiIF,).

Stad prawdopodobienistwo zatrzymania sie na elemencie maksymalnym jest rowne

P[X,, € Max(Y™)] = P[W; = 1] = E(Z,).

Zatem naszym zadaniem jest maksymalizacja wartosci oczekiwanej E(Z,) po wszyst-
kich czasach zatrzymania 7 generowanych przez (F,,),.

W pracy pokazane jest, ze rozwazany proces spetnia zatozenia twierdzenia o przy-
padku monotonicznym. Zatem optymalnym czasem zatrzymania jest pierwszy czas 1,
dla ktorego zachodzi nieréwnosé

Zi > E(Zi|Fo).

Wyznaczamy Z; i E(Z;11|F,,) w jawnej postaci w nastepujacy sposob.

Zaktadamy, ze dla pierwszego badanego ciggu X ™ w czasie t obserwowany element
jest relatywnym rekordem i ma warto$¢ x. Zatem t = p; dla pewnego j. Do wyloso-
wania zostalo jeszcze n,, — t elementéw ciggu X (™. Prawdopodobietistwo, ze zaden
z pozostatych n,, — t elementow nie jest wiekszy od x, jest rowne z"™~'. Stad, jesli
zatrzymamy sie w tym momencie, prawdopodobienstwo sukcesu, jest rowne "™, Na-
tomiast jesli sie nie zatrzymamy, to prawdopodobienistwo sukcesu, gdy zatrzymujemy
sie w ciagu X (™ na nastepnym relatywnym rekordzie, jest réwne

Nm —1t
e Ny — ) 1 i ;
~ Nm i1 — )
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gdzie i-ty sktadnik powyzszej sumy jest réwny prawdopodobieristwu zdarzenia, ze do-
ktadnie ¢ elementow z pozostatych n,,—t elementow jest wickszych od x oraz maksymal-
ny z tych i elementéw pojawit sie jako pierwszy. Mamy zatem czynnik ("”;%) (wybor
doktadnie i elementéw z pozostatych n,, —t elementow). Prawdopodobienistwo, ze tyl-
ko te elementy sa wigksze od =z, jest rowne 2™ *~'(1 — z)’, a prawdopodobiefistwo, ze
najwickszy z tych ¢ elementéw pojawi si¢ jako pierwszy, jest rowne %

Jesli jednak po czasie t do czasu n,, (czyli do korica pierwszego badanego ciagu
X)) nie pojawi si¢ element wiekszy od z, to przechodzimy do badania pozostatych
m — 1 ciagow: X (m=1) ., XM i wowczas stosujemy optymalny czas zatrzymania dla
Y (m=1) Prawdopodobienistwo sukcesu w tym przypadku jest rowne zm ty,, 1, gdzie
2"t oznacza prawdopodobienistwo, ze zaden z pozostalych n,, —t elementéw nie jest
wiekszy od .

Mamy zatem

L N —t
Zi=ux

oraz t
LS N — t 1n——i i Nm —
E(ZjnlF,,) = Z_; ( i )Zx L= 2) 2
Stosujac twierdzenie o przypadku monotonicznym, zatrzymujemy sie na pierwszym

relatywnym rekordzie w czasie ¢, dla ktérego zachodzi nieréwnosé

N —t

—t\1 . .
N —t > Nm = nm—t—i 1 o 7 N —t 1 26
T > ;1 < ; ) R (1—-2)+x Ym—1 (2.6)

Poniewaz . ,
(g — ) 1 I
O G E (R D DETCREP
i=1

nier6wnos¢ (2.6) jest rownowazna postaci

Nm—t

1— Y1 > Z % (z7"—1). (2.7)

Funkcja f(z) = ™" 1 (7" —1) jest malejaca ze wzgledu na z, gdzie 0 < z < 11
1 <t <n,—1. Stad wynika, Ze najmniejsze x spelniajace nieréownosé (2.7) jest rowne

rozwigzaniu rownania
N —1
1

1 —vn1= Z Z(x_i—l).
i=1

Zatem, wobec (2.4), 7, jest optymalnym czasem zatrzymania.
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Prawdopodobienstwo, ze zatrzymamy si¢ na elemencie z ciggu X ™ i osiggniemy
sukces, jest rowne

PX,, = max(X™)] = 3 p, 2.5)

gdzie p; jest rowne prawdopodobienstwu, ze zatrzymamy sie w czasie t i wygramy, czyli
Xy =max{Xy,...,X,, }.
Latwo zauwazyé, ze

pL= [1 " de = 1 (1 - (dnm_l)”m> : (2.9)

n
dnnL -1 m

Mozna wykazaé, ze dla 1 <t <n,, — 1

A~ ~

Pty1 = 1 i <(Cznmz)t - <dnmz>nm) - <dnm7t71)nm ' (210)

Ny, — 4 - t Nom, Nm,
1=

Nie zatrzymamy si¢ w pierwszym badanym ciggu X (M) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego 1 <t <mn,, — 1, X; < d,,, 4, ilekro¢ X; = max{Xy,... X;}. Stad prawdo-
podobienistwo, ze nie zatrzymamy si¢ na ciggu X (M) czyli T, > Ny, jest rowne

A

N —1 (jnm—t N —1 (dt)nm

Plrm > ny) = Z / "y = Z "
t=1 70 m

t=1

Z powyzszej rownosci, (2.9), (2.10) oraz (2.8) wynika teza Twierdzenia 1 (2.5).

2.3.2 Asymptotyka

Przedstawimy teraz wyniki dotyczace asymptotycznego zachowania si¢ prawdopodo-
bieristw sukcesu 7, oraz liczb decyzyjnych dy, gdy n; — oo dla kazdego i € {1,...,m}.

Zdefiniujemy rekurencyjnie nastepujacy ciag: 1o =0 oraz dla ¢ > 1:
T = e ¢ + (eci —c — 1)/ :L,—le—cixdl,7
1
gdzie ¢; spelnia nastepujace rownanie (i > 1)

/ (e —1)dr=1—1r_,
0
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lub, réwnowaznie,

f: C,Z _1—7'1‘_1.

e
'
W pracy pokazane jest, ze ciag (¢;n)m jest malejacy i lim ¢, = 0. (Pierwszych pie¢
m—r0o0

elementow tego ciagu: ¢; &~ 0.8043, ¢y = 0.3803, c3 ~ 0.2404, ¢, =~ 0.1722, ¢5 =~ 0.1325.)
Natomiast (r,,)m, jest rosnacy i lim r,, = 1. (Pierwszych pie¢ elementow tego
m—0o0

ciagu: r1 ~ 0.5801, ro & 0.7443, r3 ~ 0.8200, 74 =~ 0.8629, 5 ~ 0.8903.)

Niech nf = min{ny,...,n;} dla ¢ = 1,...m. Nastepne twierdzenie opisuje graniczna
wartos¢ prawdopodobieristwa sukcesu v,.

Twierdzenie 2 (|[H2|, Theorem 3.1). v, = 7, gdy n, — 00.
Dowod tego twierdzenia przeprowadzamy indukcyjnie ze wzgledu na m.

Dla m = 1 mamy
lim v = vy = 11.
nj—o0
Jest to znane asymptotyczne prawdopodobienstwo sukcesu w przypadku wyboru naj-
lepszego elementu w problemie sekretarki z pelna informacja (pojedynczy konkurs).
Gdy m > 2 zakladamy, ze *lim V-1 = Tm—1-

m—1

Nastepnie stosujemy metode uzyta przez S.M. Samuelsa w pracy [22]. Dla pierw-
szego rozwazanego ciagu X ™ wprowadzamy nastepujace oznaczenia. Niech

My=0 oraz M;=max{Xy,...,X;} dla 1<t <ny,.

Niech o, oznacza czas pojawienia si¢ najwickszego elementu ciggu X ™ oraz &, -
czas pojawienia sie najwickszego elementu ciagu X ™, ktory pojawil sie przed czasem
On,,s tZ1.

X, =M,  oraz X, =M, .

nm

A

Poniewaz ciag (d,, _¢)n, —¢ jest malejacy, a ciag (M;); jest rosnacy wzgledem ¢ dla
1 <t < n,y, to prawdopodobieristwo sukcesu, gdy zatrzymamy sie na elemencie ciaggu
X jest rowne

P[X

Tm

- Mnm] - P |:Mnm 2 Cinm_o-nm & Mo'nm—l < dA :| '

MNm —O0nym

Prawdopodobieristwo zdarzenia, ze nie zatrzymamy sie na tym ciggu, czyli przejdziemy
dalej (do Y (™~1) jest ré6wne

Plr, >n, =P [Mnm < Jnm_gnm] .
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Zatem

lim v, = lim P[X, =M, |+ lim P [Mnm < Can_O'nmi| - lim . (2.10)

* * *
nk, —oo nk —oo T, —>00 ny 4 —00

W pracy udowodnione sa nastepujace dwie réwnosci:

llm P [XTm = Mnrn] - 6_Cm, + (ec"l — Cm — 1) / x_le_cmwdx
N, —00 1
~Tin1 (e‘c’“ — Cm / x—le—Cmmdx> (2.12)
1

lim P [Mnm < Can_Unm] =e m — cm/ e T dy, (2.13)
1

X
nk, —0o

oraz

Wowezas z (2.11), (2.12) oraz (2.13) i z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy
(e}
Tm =€ ™+ (e — ¢ — 1)/ r e Ty,
1
co konczy dowdd twierdzenia 2.

W pracy badamy asymptotyczne zachowanie si¢ ciggu liczb decyzyjnych (cik) k. Po-
kazujemy, ze di, — 1, gdy k — oo oraz n;, — 0o. Najpierw dowodzimy, ze

ar — ¢ gdy (k,n}) — (0c0,00) 1 k<n,—1, (2.14)
gdzie
ap =k (J;l . 1) (2.15)
dla 1 <k <n,, — 1. Zauwazmy, ze «; jest funkcja m zmiennych: k,n,,_1,...,ny, czyli
ar = ag(Mm_1,...,n7).

Zatem dj, = (% + 1)71. Korzystajac z (2.14) oraz faktu, ze 0 < ¢, < 1, otrzymu-
jemy dy, — 1, gdy (k,n¥) — (00,00) i k < ny, — 1.

W pracy podane sa rowniez przyblizone wartosci prawdopodobieristw sukcesu dla
m = 2, w przypadku gdy oba ciagi sa tej samej dlugosci n = 2,3,...,11,12 oraz 20.
Stosujemy optymalna strategie, uzywajac (2.15) dla liczb decyzyjnych di. Asympto-
tycznie: v, — 0.7443..., gdy n — oc.
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2.4 Praca [H3]

Gléwnym problemem w poprzednio omawianych pracach jest znalezienie optymalnego
czasu zatrzymania pewnych konkretnych proceséw stochastycznych, tzn. czasu zatrzy-
mania, w ktérym warto$é¢ oczekiwana sukcesu jest maksymalna. Uzytecznym narze-
dziem w tego typu badaniach jest tzw. twierdzenie o przypadku monotonicznym.

Twierdzenie o przypadku monotonicznym brzmi nastepujaco ([4]).

Twierdzenie 1. Zalozmy, ze {(X;, F;) : i < m} jest procesem stochastycznym takim,
ze dla prawie kazdego w zachodzi nastepujgca implikacja

Xi(w) = E(Xi1|F)(w) = Xip1(w) 2 E(Xijo| Fipr)(w)
dla kazdego i < m — 2. Wowczas czas zatrzymania
T(w) = min{i : X;(w) > E(X;11]F)(w)}

(jesli zbior pod znakiem minimum jest pusty, wtedy T = m) jest optymalnym czasem
zatrzymania maksymalizujgcym wartosé oczekiwang E X, wzgledem wszystkich czasow
zatrzymania T.

W pracy [H3] podajemy wygodne narzedzie umozliwiajace sprawdzenie, czy dany
proces spelnia zatozenie twierdzenia o przypadku monotonicznym, (zamiast sprawdza-
nia powyzszej implikacji).

Mianowicie, jesli nieujemny proces stochastyczny (X, ;) z czasem dyskretnym,
dla ktorego zero jest stanem absorbujacym, spetnia nastepujaca nieréwnosé typu loga-
rytmicznej wypuktosci:

Xip1 (W) E(Xen| Fi) (W) = Xi(w) E(Xy2| Fria) (W) (2.16)

dla prawie kazdego w, wtedy proces X spetnia warunek przypadku monotonicznego.

Pewna ogolniejsza wersja tego twierdzenia stosuje sie takze do optymalnego zatrzy-
mywania procesow (X;, F;)™, przedtuzonych o kolejna zmienna losowa @) niezalezna,
od procesu (X;, F;)™,. Analogiczna nier6wno$¢ ma wowczas nastepujaca postac:

X1 (W E (Xe1|F) (W) + Xig1 (W) E (1x,,, =g Fr) (W) EQ

> Xi(w)E (Xevol Frar) (W) + Xe(W) E (Lx, =00 [ Fit1) (W) EQ. (2.17)

Daje to wygodne narzedzie poszukiwania optymalnego czasu zatrzymania maksy-
malizujacego prawdopodobienistwo sukcesu w przypadku wielokrotnych konkurséw na
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najlepsza sekretarke z mozliwoscia tylko jednego wyboru, gdzie sukcesem jest wybor
najlepszej kandydatki w jej grupie, np. w problemach rozwazanych w pracy [H1] i [H2|.

Przedstawimy teraz szczegdtowo wyniki uzyskane w pracy [H3].

Rozwazmy nieujemny dyskretny proces stochastyczny X:
X ={(X;,Fi)i<m}

oraz nieujemna zmienng losowa () niezalezna od X. Zal6zmy réwniez, ze

Xi(w) >0, Xa(w) >0, X5 1(w) >0 oraz Xi(w)=...=X,(w)=0 (2.18)
dla prawie kazdego w € 2, gdzie k zalezy od w.
Niech

Zi=Xi,1<m, oraz Zp = Q.

Ponadto, niech
E=Fi,i<m, oraz Eny =0 (Fn,o(Q)).

Przeskalowujemy teraz naturalng filtracje (F;);, ktora jest o-algebra tych wszystkich
zdarzen, ktore opisuja mozliwy rozwoj sytuacji do czasu i, rozwazajac jedynie czasy,
w ktorych mamy niezerowa szanse sukcesu, tzn. czasy, w ktorych aktualnie badany
element jest maksymalny sposrod zbadanych dotychczas. Naszym zadaniem jest mak-
symalizacja FZ,. dla wszystkich czaséw zatrzymania 7 generowanych przez filtracje
(gj)1§j§m+1~ Niech zatem

P 2 jesli X;(w) >0,
pi(w) = { m+ 1 w przeciwnym przypadku. (2.19)

W pracy podajemy wystarczajacy warunek na to, aby proces (Z,,,&,,) spel-

nial zatozenie twierdzenia o przypadku monotonicznym.

i<m+1

Glownym wynikiem tej pracy jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2 ([H3|, Theorem 2.2). Jesli proces X = (Xi, Fi)i<m Spetnia waru-
nek (2.18) oraz dla kazdego w zachodzi (2.17), jesli tylko Xii1(w) > 0, wtedy proces

(Z,,, Epi)iSmH spetnia zatozenie twierdzenia o przypadku monotonicznym.

(Faktycznie zatozenie X;,1(w) > 0 mozna pomina¢, poniewaz w przypadku X1 (w) =
0 warunek (2.17) jest spelniony ze wzgledu na to, ze zero jest stanem absorbujacym.)

Zauwazmy, ze jesli zatozymy, ze () = 0 dla procesu Z w twierdzeniu 2, to proces X
nie ma przedtuzenia i otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3 (|[H3|, Theorem 2.3). Jesli proces X = (X;)i<m spetnia warunek (2.18),
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w szczegdlnosci, jesli X jest $cisle dodatni i dla kazdego w zachodzi nieréwno$é (2.16),
wtedy X spetnia zatozenie twierdzenia o przypadku monotonicznym.

Zalozmy, ze procesy X = {(X;,K),1 <t < m}iY = {(V;,L:),1 <t < n}
wystepuja jeden po drugim. Mamy zatem proces C' = {(Cy, M;), 1 <t < m + n}
taki, ze C; = X, dlat < m oraz C,,; = Y, dla t < n, gdzie M; = K; dlat < m oraz
M = 0(K,,ULy). O procesach X 1Y zakladamy, ze ich przestrzenie probabilistyczne
s takie same, ale g-algebry KC,, i £,, sa niezalezne. Zatem X 1Y sa niezalezne. Niech 7
bedzie optymalnym czasem zatrzymania maksymalizujacym EY, wzgledem wszystkich
czasow zatrzymania 7 dla filtracji (£;), oraz niech Z = {(Z;,&), 1 <t < m+ 1}
bedzie przedtuzonym procesem X o jednoelementowy proces (Yz, £+). Taki proces Z
nazywamy potgczeniem X i Y.

Intuicyjnie, jesli chcemy zmaksymalizowaé¢ EC, wzgledem wszystkich czasow za-
trzymania 7 generowanych przez (M;)i<m+n W przypadku, kiedy nie zatrzymaliSmy
sie w pierwszej czesci, tzn. ¢ < m, w drugiej czedci powinnidmy gra¢ optymalnie ze
wzgledu na optymalny czas zatrzymania dla filtracji (L)<, czyli maksymalizujemy
EZ. dla wszystkich czasow 7 dla filtracji (&)i<m1-

Nastepne twierdzenie mowi, ze jesli potaczymy dwa niezalezne procesy, to szukajac
optymalnego czasu zatrzymania maksymalizujacego wartos¢ oczekiwana potaczonego
procesu, drugi proces mozemy zastapi¢ jedna zmienna losowa bedaca $ladem pozosta-
wionym na nim przez optymalny czas zatrzymania dla drugiego procesu. W szczegolno-
$ci informacje zdobyte podczas pierwszego konkursu nie wpltywaja na nasza optymalna
decyzje podczas zatrzymywania si¢ w drugim konkursie, o ile, grajac optymalnie, nie
zatrzymamy sie w pierwszym konkursie.

Twierdzenie 4 ([H3|, Theorem 3.3). Niech procesy X,Y,C, Z spetniajq powyzsze zato-
zenia. Jesli ¢ = C jest czasem zatrzymania, dla ktdrego EZ: jest maksymalne wzgledem
wszystkich czasow zatrzymania ¢ dla filtracyi (&), wtedy czas zatrzymania 0 = 577?
zdefiniowany jako 6 = C, jesli ( <m i § =m +7, gdy ( = m + 1, maksymalizuje ECj
wzgledem wszystkich czaséw zatrzymania 0 dla filtracji (My);.

Wynik ten jest p6zniej uzywany do znalezienia optymalnego czasu zatrzymania dla
maksymalizacji wartosci oczekiwanej procesu C, jesli proces C' jest potaczeniem dwoch
niezaleznych proceséw: procesu X, po ktéorym nastepuje niezalezny proces Y.

Wprowadzimy teraz pojecie MIA ( z angielskiego "mazimum identification avera-
ge") stosowane w pracy.

Niech V' = {(V}, H;), 1 <t < m} bedzie procesem stochastycznym, ktorego war-
tosci sa etykietowanymi podzbiorami czesciowo uporzadkowanymi rosnacymi wraz z
czasem, Vi(w) C Vi1 (w) oraz |Viyq(w) \ Vi(w)| = 1. Element tego podzbioru czesciowo
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uporzadkowanego jest etykietowany czasem jego przyjscia. Niech v, = v (w) bedzie
elementem, ktory pojawia sie w czasie t. Zatem etykieta t jest przypisana zaréwno ele-
mentowi v;, ktory pojawia sie w czasie t, jak i do zbioru czesciowo uporzadkowanego V;
sktadajacego sie ze wszystkich elementow vy, vs, ..., vy, ktore pojawity sie do czasu t .
W szezegolnosei |V (w)| = t. Mozna zalozy¢, ze struktura zbioru czesciowo uporzadko-
wanego V; jest to cala informacja, jaka mamy w czasie ¢, ale mozliwe jest rowniez, ze V;
jest szczegdlnym posetem, na przyktad V; jest ciagiem ¢ liczb z przedziatu [0, 1] i liczby
te sa znane w czasie t. Zaktadamy réwniez, ze dla kazdego w w zbiorze wszystkich ele-
mentow {vy(w), ..., v,(w)}, ktore zbadamy, zawsze istnieje element najwiekszy M (w).
Jesli V' jest ustalonym zbiorem czesciowo uporzadkowanym, to M(w) = M jest naj-
wiekszym elementem V| ktory nie zalezy od w. Tak jest np. w klasycznym przypadku
wyboru najlepszej sekretarki. W przypadku wyboru najlepszego elementu przy petnej
informacji, najwiekszy element M (w) nie jest znany a priori i zalezy od w. Naszym
zadaniem jest zatrzymanie sie w chwili 7(w) tak, aby

byto maksymalne.
Przeskalowujemy czas w nastepujacy sposob:

&(w) =1, &i(w) =min{j > &(w) : Plv; = M| > 0}, (2.20)
przy czym, jesli pod znakiem min zbior jest pusty, to przyjmujemy
&ir1(w) =m. (2.21)
Mamy woéwczas
Plvg, = M] >0 lub Plvg, = M| =... =Plve, = M| =0.

Niech (F;); bedzie filtracja kanonicznie zwigzang z ciagiem czasow zatrzymania (&;),.
Niech W; = 1y, —p). Proces W; nie jest zgodny z filtracja (Fi)e, wiec modyfikujemy go
jeszcze wprowadzajac proces X;:

Woéwezas
EX. =P [ng = M].

Maksymalizacja wartosci oczekiwanej E X, jest rownowazna maksymalizacji wartosci
prawdopodobienistwa P [v, = M| wzgledem wszystkich czaséw zatrzymania p odpowia-
dajacym pierwotnej filtracji. (Mowimy, ze proces X jest MIA dla rozwazanego procesu
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najlepszego wyboru.)
W pracy zostato udowodnione nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5 ([H3|, Theorem 4.1). Jesli X = {(X, F:), 1 <t < m} jest typu MIA
dla pewnego procesu oraz Xi(w) > 0, wtedy

E (1[Xt+1=0]|ft) (w) = Xt(w)

dla prawie kazdego w. W szczegolnosci dla MIA warunek (2.17) jest réwnowazny wa-
runkowi (2.16).

Wynika to stad, ze jesli X;(w) > 0, to
E (1x,,1=0|F1) () = E(Lpe, = Fo) (w) = E(W|F)(w) = Xi(w).

Pokazalismy zatem, ze jesli X = {(X;, F;), 1 < i < m} jest MIA dla problemu
wyboru najlepszej sekretarki na zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym z jednym elemen-
tem maksymalnym oraz Y jest zmienng losowa niezalezng od X, to przedtuzony pro-
ces X1, Xo,..., X, Y spehia zatozenie twierdzenia o przypadku monotonicznym, gdy
spelniona jest nieréwnosé (2.16).

Wymnika stad, ze problem najlepszego wyboru dla wielokrotnego konkursu mozemy
rozwiazac¢ rekursywnie w nastepujacy sposob. Proces X = (X;);<, jest MIA dla pierw-
szego obserwowanego zbioru. Przez Y = (V;);<x oznaczamy proces opisujacy konkurs
na pozostatych n — 1 zbiorach. Zaktadamy, ze znany jest optymalny czas zatrzymania
7 dla Y. Na podstawie twierdzenia 4 wystarczy zatem rozwazy¢ proces X przedtuzo-
ny o zmienna losowa Y, (niezalezna od X) i, na podstawie powyzszego twierdzenia,
wystarczy sprawdzi¢, czy X spelnia nieréwnosé (2.16).

W pracy pokazujemy, ze nieréwnosé (2.16) jest spelniona w przypadku procesow
MIA dla klasycznego problemu sekretarki (bez informacji) oraz problemu sekretarki
przy pelnej informacji.

Jako przyktad zastosowania udowodnionych twierdzen rozpatrujemy procesy opi-
sujace dwa nastepujace po sobie konkursy. Oba te konkursy moga by¢ zaréwno kon-
kursem na wybor najlepszej sekretarki w przypadku klasycznym (bez informacji) albo
w przypadku pelnej informacji; rozpatrujemy wszystkie cztery mozliwe konfiguracje.
Korzystajac z udowonionych w pracy twierdzen, znajdujemy optymalne czasy zatrzy-
mania.

W pracy przedstawiamy tez dwa zastosowania gtéwnych wynikéw dla procesow,
ktore nie sa procesami wyboru najlepszej sekretarki na zbiorze czesciowo uporzadko-
wanym z jednym elementem maksymalnym. Pierwszy z nich jest procesem typu MIA,
ale wyboru dokonujemy na zbiorze czesciowo uporzadkowanym z dwoma elementami
maksymalnymi. (Proces ten po raz pierwszy byt rozpatrywany w pracy [7].) Drugi
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natomiast dotyczy procesu rozpowszechniania informacji w drodze spaceru losowego.
(Proces ten po raz pierwszy byt rozpatrywany w pracy [15].)

Pojawiaja sie naturalne pytania dotyczace zwiazkoéw optymalnego czasu zatrzyma-
nia ze spelnianiem przez proces typu MIA lub przez iteracje takich proceséow zalozenia
twierdzenia o przypadku monotonicznym lub nieréwnosci (2.16). Podajemy przyktady,
ktore daja odpowiedzi na niektore z nich. Przyktady te sa procesami dla zagadnienia
najlepszego wyboru, gdzie kandydaci tworza zbior czesciowo uporzadkowany o diagra-
mie Hassego bedacym szczegolng realizacja drzewa przedstawionego na Rys.1 (przy
odpowiednio dobranych parametrach m,n i r) lub iteracja takich procesow.

Rys.1

Podajemy przyktady proceséw o nastepujacych wtasnosciach:

1.

proces, ktory spetia zalozenie twierdzenia o przypadku monotonicznym, ale nie
spelnia nier6wnosci (2.16);

. podwdjna iteracja procesu spelniajacego zatozenie twierdzenia o przypadku mo-

notonicznym, lecz nie spelniajacego nieréwnosci (2.16), ktora sama nie spelnia
tego zalozenia. Niemniej jednak optymalny czas zatrzymania wyznaczony jest
tak jak w przypadku monotonicznym;

. pojedynczy proces typu MIA, ktory nie spetnia zalozenia o przypadku monoto-

nicznym, ale optymalny czas zatrzymania wyznaczony jest tak jak w przypadku
monotonicznym;

. proces typu MIA, ktéry nie spetnia zatozenia twierdzenia o przypadku monoto-

nicznym oraz tezy tego twierdzenia;

. proces sktadajacy sie z dwoch niezaleznych procesow typu MIA, ktory nie spetnia

tezy twierdzenia o przypadku monotonicznym.
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2.5 Praca [H4]

W pracy [H4| rozwazamy nastepujacy problem najlepszego wyboru dla wielokrotnego
konkursu, przy czym decyzja o zatrzymaniu moze byé¢ podjeta tylko jeden raz.

Niech G oznacza gre oparta na spacerze losowym. Gracz kupuje N zetonéw za
cene dy. Kazdy zeton zapewnia jedng runde gry. Po wlozeniu zZetonu do maszyny au-
tomat rozpoczyna symetryczny losowy spacer w dyskretnym przedziale [—r, 7], gdzie
0 jest punktem poczatkowym. W trakcie gry gracz zna liczbe wykonanych dotychczas
krokow, ale nie wie, czy w danym kroku spacer przebiega w prawo czy w lewo i w
zwigzku z tym nie zna aktualnej pozycji spaceru. Maszyna konczy runde, gdy spacer
osiagnie jeden z punktéow koricowych —r lub r bez zadnej wyptaty dla gracza. Licznik
jest resetowany do zera, a gracz moze uzy¢ nowego zetonu, jesli jeszcze mu jaki§ zo-
stal, aby rozpoczaé¢ nastepna runde. W dowolnym momencie gracz moze przerwaé cata
gre, uzyskujac wyplate rowna liczbie krokow (widocznych na liczniku) wykonanych w
biezacej rundzie. W pracy okreslamy optymalna strategie (czyli czas zatrzymania) dla
gracza. Jest to strategia typu progowego, a do udowodnienia jej optymalnosci stosuje
sie twierdzenie o przypadku monotonicznym.

Przedstawimy teraz szczegdélowo wyniki tej pracy.

Niech r bedzie nieparzysta liczba naturalna wieksza niz 1 (przypadek dla r pa-
rzystego jest analogiczny). Zauwazmy, ze przy takim zalozeniu spacer losowy moze
osiagnac jeden z punktow koncowych w czasie n tylko wtedy, gdy n jest nieparzyste.

Niech S,, oznacza pozycje spaceru w czasie n. Zatem Sy = 0,

1 1
P(S,.1=5.+1)= 5 oraz P(S,.1=5,—-1)= 3

gdy Sn € (—=r,7).
Niech 7, = min{k : k > 1,5, € {—r,r}}. Korzystamy z [26] (str. 243) do wyzna-
czenia prawdopodobienistwa pozostania w przedziale [—r + 1,7 — 1] po n krokach:

r—1 n .
1 2]—1—1 ; 2] +1m
P(T,>n)=- —1) ct — 2.22
) Z[ ]< Verg L= (2.22)

oraz prawdopodobienstwa zdarzenia, ze pozycja spaceru w czasie n jest rowna —r + 1
lub r —1:

—1 n :

27 +1 27 +1
P L,r—1 —1) .
(Spef{-r+1,r—1}) = ]EO [cos } (—1)’ sin 5"

Decyzja gracza o zatrzymaniu sie lub kontynuowaniu gry w czasie n zalezy od n.
Zauwazmy, ze tylko gdy S, = —r + 1 lub S,, = r — 1 zachodzi mozliwos¢, ze gracz w
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nastepnym kroku straci wszystko. Niech p,(n) oznacza warunkowe prawdopodobieri-
stwo osiagniecia pozycji —r + 1 lub r — 1 w n krokach pod warunkiem pozostania do
tego czasu w przedziale [—r + 1,r — 1]. Korzystajac z powyzszych wzoroéw, mamy

pr(n) =P (S, € {—r+1,r—1}|So =0 oraz S1,S5s,...,5,1 ¢ {-r,r})

22 [cos 2LEL ] (—1)’ sin Ul

[COS2J+1 ] ( 1) Ctg2]+17r

HMH i

Zauwazmy, ze przy Zalozenlu, ze r jest nieparzyste, p,.(n) = 0 dla n nieparzystego.
Jesli natomiast n jest liczba parzysta, tzn. n = 2I, to z powyzszego wzoru tatwo
mozna wykazac, ze

m
lim p,(21) = 2sin? () .
im p,(20) sin o

=00
Wilasnosci ciagu (p,(21)); sa istotne w dalszych rozwazaniach dotyczacych optymal-
nego czasu zatrzymania gry Gy. Z udowodnionego w pracy [H5| ogolniejszego faktu
wynika, ze ciag (p,(20)); jest niemalejacy dla [ > 0.

2.5.1 Optymalny czas zatrzymania oraz warto$s¢ wygranej w
grze Gy

Niech B(X) oznacza rodzine zbioréw borelowskich w przestrzeni metrycznej X. Niech
Pin({=1}) = 3, Pip({1}) = 3. Kostka Cantora C' = {—1,1}" jest przeliczal-
na potega kartezjanska zbioru {—1,1}. Niech Pr bedzie miara na B(C), ktora jest
produktem przeliczalnie wielu kopii Py_; 3. Niech P bedzie miarg B(C"), ktora jest
iloczynem N kopii miary Pe. Zauwazmy, ze kazda w € CV opisuje cigg N trajektorii
spaceru losowego na Z, z ktoérych kazda zaczyna sie w 0. W rzeczywistosci rozwazamy
tylko zdarzenie Q skladajace sie z tych w € C¥, dla ktorych spacer osigga r lub —r
w kazdej rundzie. Oczywiscie, P(2) = 1 i Q jest borelowskim podzbiorem zbioru CV.
Zatem zdarzenia elementarne w € () sg w istocie skoniczonymi ciggami o wyrazach —1
il.

Niech Xt(N) (w) oznacza wygrana (potencjalna; o ile zdecydowaliby$my sie zatrzy-
mac) w biezacej rundzie w czasie t, gdzie w € €.

Niech po(w) = 0 dla kazdego w € Q oraz niech pi(w) oznacza czas, w ktorym
podczas k-ej rundy spacer osigga jeden z koncow r lub —r, gdzie 1 < k < N. Zauwazmy,
ze wowczas py(w) = T,(w). Proces stochastyczny X V) definiujemy nastepujaco: dla
kazdego m, 0 < m < N,

XM(w) =t — (po(w) + ...+ pm(w)),
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gdy t spelnia warunek

Po(@) + -+ pn(w) S £ < po(@) + .+ pulw) + P ()

oraz
XMWy =0 dla t > p1(w) + ...+ py(w).

Naszym celem jest wyznaczenie optymalnego czasu zatrzymania &y gry Gy, kto-
ry maksymalizuje wartosé¢ oczekiwana wygranej EX éN) wzgledem wszystkich czasow
zatrzymania ¢ dla filtracji generowanej przez proces X V). Niech ey oznacza wartosé
oczekiwang wygranej przy zastosowaniu optymalnego czasu zatrzymania w catej grze
Gy. Zatozmy, ze eg = 0. Jedli pierwsza runda zakonczy sie bez wygranej tzn. osia-
gneliSmy w czasie spaceru jeden z punktéw koncowych —r lub r, wtedy rozgrywana
jest gra G_1. W pracy pokazujemy, ze proces stochastyczny pierwszej rundy gry G
rozszerzony o zmienng losowa opisujaca optymalne zachowanie w pozostaltej grze Gn_1
spetnia zatozenie twierdzenia o przypadku monotonicznym. Dla znalezienia optymal-
nego czasu zatrzymania gry sktadajacej sie z N rund stosujemy rekursje ze wzgledu na
N. Wystarczy zatem zdecydowaé, kiedy zatrzymac sie w pierwszej rundzie gry (zakta-
dajac, ze jesli zatrzymujemy sie w ostatnim momencie - T,(w), to gramy optymalnie
pozostala czes¢ gry - Gy_1). Definiujemy rekurencyjnie proces

2wy = { XVw), gy t<To(w),
¢ Y(w), gdy t>T.(w),

gdzie Y(w) = Zf(i\/[jll(l)(l))(w(l)) jest rowne wyptacie w grze Gy_; sktadajacej sie z

N — 1 rund przy zastosowaniu optymalnego czasu zatrzymania &y_; oraz w =
<wTr(w)+1, WT, (w)+25 - - > oznacza spacer w pozostaltej czesci gry po zakoriczeniu pierwszej
rundy. Dla skrocenia zapisu w dalszej czesci pracy piszemy Z zamiast Z®V)

N jest ustalone. Niech F;, = o{Zy,..., Z;}.

, poniewaz,

Zauwazmy, ze gdy r jest nieparzyste, to dla ¢ nieparzystego (o ile spacer nie osiagnat
punktow granicznych), spacer znajduje sie co najmniej dwa kroki od barier r lub —r
i gracz moze bezpiecznie wykonaé¢ kolejny krok, aby zwickszy¢ swoja wygrana. Zatem
jedyne sensowne czasy zatrzymania sa dla t parzystego i dlatego przy poszukiwaniu
optymalnego czasu zatrzymania wystarczy rozwazac tylko czasy parzyste.

Niech A
txy = min{t : t jest parzyste oraz t > ey 1 + —— — 2}. (2.23)

pr(t)
W pracy udowodnione zostalo nastepujace twierdzenie podajace optymalny czas
zatrzymania dla gry G i oczekiwana warto$é wygranej.

Twierdzenie 1 ([H4|, Theorem 3.2). Dia kazdego N > 1 optymalny czas zatrzymania
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maksymalizujgcy wartos¢ oczekiwang EZ, wzgledem wszystkich czasow zatrzymania T
dla filtracji (F;); jest postaci

. tn, gdy tn < Tr(w),
(W) = { T.(w)+1, w przeciwnym przypadku. (2.24)

Oczekiwana wartosé wygranej jest wowczas rowna

EZTN =eny=1N" P(Tr > tN> +en_1- (1 — P(Tf,. > tN)) . (225)

W dowodzie pokazujemy, ze proces Zs; spetnia zatozenie twierdzenia o przypadku
monotonicznym.
Pokazujemy, ze dla 2i < T, (w) zachodzi implikacja:

Z3i(w) 2 E(Zaiq2|F2i)(w) = Zoiso(w) = E(Zoisa| Faive) (W) (2:26)

Zauwazmy, ze

E(Zi0| Fai)(w) = pT(;i) cen—1 t+ (1 — pr(22i)) (20 +2).

(Pierwszy skladnik sumy odpowiada za prawdopodobieristwo osiagniecia barier w cza-
sie 2i + 1 - wtedy gracz gra optymalnie gre Gxn_1, a drugi sktadnik odpowiada za
wygrana, jesli gracz zatrzyma sie w pierwszej rundzie w czasie 2i + 2.)

Rozwazamy dwa przypadki: gdy 2i < T.(w) — 1 oraz gdy 2i = T,(w) — 1. W
pierwszym przypadku powyzsza implikacja jest réwnowazna implikacji

2 > pT(;i)eNl + (1 - pr(22i>> (2i +2)

pr(2i 4 2)

pr(2i 4 2)

= 2+2>
1+ 2 > 5

en-1+ <1 - ) (20 +4).

Poprzednik tej implikacji mozna zapisa¢ w postaci

pr(21)
2

(20 +2—en_1) > 2.

Z monotonicznosci ciagu (p,(20)); (istotnie wykorzystujemy tu wynik z pracy [H5]),
otrzymujemy nastepnik implikacji (2.26).

Rozwazmy teraz przypadek 2i = T,(w) — 1. Wowczas nastepnik implikacji (2.26)
jest postaci Y (w) > Y (w), co jest zawsze prawda. Zatem istotnie mamy do czynienia
z przypadkiem monotonicznym.
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Stad optymalny czas zatrzymania ma postaé
T((U) == Hlln{Z . E(Zgi+1|f2i)(W) S ZQZ(CU)}

(Spetnienie dodatkowych zalozen zwiazanych z twierdzeniem o przypadku monotonicz-
nym dla procesu z czasem nieskoriczonym (tu a priori mamy taka sytuacje) wyjasnione
jest szczegdtowo w omawianej tu pracy - dowod twierdzenia 3.1.)

Zatozmy, ze gramy pierwsza runde gry Gy . Jedli ¢ jest parzyste, to wyplata gracza
w czasie t wynosi t. Natomiast wartos¢ oczekiwana wyptaty, jesli zamierzamy graé
dalej i zatrzymaé sie w czasie t 4 2, wynosi

pfz(t) cen_1+ (1 - p’"2(t>) (t+2).

Nierownosé

t t

> PO (=) g
2 2

wyznaczajaca optymalny czas zatrzymania (minimalne takie ¢ spetniajace te nierow-

nos¢), jest rownowazna nieréwnosci t > ey_1 + pi(t) — 2, a ta z kolei jest réwnowazna

warunkowi ¢t > ty.

W pracy podane sa przyktady gier i optymalnych strategii dla réznych r i N.

2.5.2 Asymptotyka

Przedstawimy teraz wyniki dotyczace asymptotycznego zachowania sie wartosci ocze-
kiwanej wygranej ey.
Niech (an), 1 (by), beda ciagami. Piszemy a,, ~ by, jesli a, /b, — 1 gdy n — oc.
Funkcja ey jest funkcja rosnaca wraz z N i jest nieograniczona przy N — oo.
W pracy zostato pokazane, ze ey ros$nie logarytmicznie, tzn. ey ~ log 3 N.

Twierdzenie 2 (|H4|, Theorem 4.1). Wartos¢ oczekiwana ex gry Gn spetnia nastepu-

jacy warunek graniczny
lim L 1
N—oo 10g% (N) ’

N S v
gdzie 8 = cos 3.

W dowodzie tego twierdzenia korzystamy najpierw z (2.23), skad mamy

4
>ty > eny1+——— — 2, (227)

eN—1+
! pr<tN)

Dr (tN)
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co daje

>ty —en-1 2> ——— — 2
pr(tN) pr(tN)

Nastepnie, korzystajac z (2.25), otrzymujemy nieré6wnoscé

4 4
P(T, >ty) — > —ey1>P (1, >t —-2]. 2.28
( v) polty ~ VT NTE ( v) (pr(tN) ) (228)

Dla N — oo mamy ¢y — 00. Zatem z (2.22) otrzymujemy

2 (cos =)™
P (T, >ty) ~ —~—2—. (2.29)
7 sin (2—7,)
Nastepnie w pracy wykazujemy, ze
4 2

lim = . 2.30
W bl s (3) (230

Z (2.27), (2.28), (2.29) oraz (2.30) istnieje takie Ny, ze dla kazdego N > Ny, mamy
7T\ EN—1 T\ éN-1
C (cos §> >eny—en_1>cC <cos 2_7“) , (2.31)

gdzie ¢ i C sy dodatnimi stalymi, ktore spetniaja nastepujace warunki:

c <

4 s Sin 22 b 2
< ) sin (2r)
T SiIl3

s
2r

oraz

4 oy —2
C>——=— <COS 1) &)
rsin® I
W pracy (Appendix), dowodzimy, ze dowolny ciag (a,), speliajacy rekurencje a, 1 =
ap, + ¢, 5%, gdzie C' > ¢, > ¢ > 0,0 < B < 1, jest logarytmicznie rosnacy. Mianowicie,
VAS
log1(n)

lim =1
n—00 anp,

Z powyzszego faktu i z (2.31) wynika teza twierdzenia 2.
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2.6 Praca [H5]

Niech I = {—r,...,—1,0,1,...,7} bedzie dyskretnym symetrycznym przedzialem oraz
V :{0,1,...} — Z oznacza spacer losowy na liczbach catkowitych startujacy punkcie
0. Rozwazmy tylko takie trajektorie spaceréw V', ktore nie wychodza poza przedziat I.

Prawdopodobienistwo zdarzenia, ze pozycja spaceru losowego, ktory nie wyjdzie
poza przedzial I do czasu t, w chwili ¢ jest w punkcie k € I, oznaczamy przez

Pu(t) == P[V(t) = k|[{V(0),....V($)} C I].

Niech Ty, = {-r,...,—s} U {s,...,r} oznacza ogon, gdzie s € I, s > 0 (s deter-
minuje rozmiar zbioru T}). Przez p(s,t) rozumiemy nastepujace prawdopodobienstwo
warunkowe

p(s,t) :=P[V(t) € T,|{V(0),...,V(t)} C I].
Oczywiscie p(s,t) =23, P(t) dla s > 0 oraz p(0,t) = 1.

W pracy dowodzimy nastepujaca zaleznosé rekurencyjna dla Py (t) (Appendix).

Lemat (|H5], Lemma 1).
_ Piq(t —1)+ Py (t — 1)

Fe(®) 21— Pt — 1))
dla —r <k <, ( )
P_i(t—1
B0 = s
Py = Pornt=1)

21— P(t—1))

Glownym wynikiem omawianej pracy jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1 ([H5|, Theorem 1). Dia kazdej nieujemnej liczby s € I ciggi
(p(s,2u))u  oraz  (p(s,2u+1)),

sq niemalejgce.

Rozwazamy przypadek, gdy r jest parzyste (dla r nieparzystego dowod jest ana-
logiczny). Dla r = 2 teza jest oczywista. Zaktadamy wiec, ze r > 4. Dowdd tego
twierdzenia jest indukcyjny ze wzgledu na t € N U {0} dla wszystkich wartosci s,
0 < s <r.Dlas=0mamy p(0,t) = 1 dla kazdego t. Zatem zaktadamy, ze s > 0.
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Latwo mozna sprawdzi¢, ze dla dowolnego s < r zachodza nieréwnosci p(s,0) <
p(s,2) oraz p(s,1) < p(s,3). Zalozmy zatem, zZe t jest nieparzyste, t > 3 oraz p(s,n) <
p(s,n+2) dla kazdego 0 < n < t — 2. Dowodzimy, ze przy tych zatozeniach prawdziwe
sg nieréwnosci

p(s,t—1) <p(s,t+1) (2.32)
oraz
p(s,t) < p(s,t+2) (2.33)

dla kazdego s < r.

Przedstawimy najpierw szkic dowodu nieréwnosci (2.32). Zatozmy, ze t = 2v + 1.
Woweczas, korzystajac z rekurencyjnej formuty dla Py (t) oraz faktu, ze P,.(2v+1) =0,
mamy

p(s,2v+2) =2 Z P(2v+2) = i(ﬂ_l(% +1)+ Pp(2v+1)+ P_1(2v+1)

1
:§(p(s—1,2v+1)+p(8,271+1)).

W ten sam sposéb pokazujemy, ze

p(s,2v) = = (p(s — 1,20 — 1) + p(s,2v — 1)).

DN | —

Z zalozenia indukcyjnego dla ciagu (p(s,2u + 1))!_,, mamy

u=0"
p(s—1,2v+1) > p(s —1,2v — 1)
oraz
p(s,2v+1) > p(s,2v —1).

Zatem
p(s,t+1) =p(s,2v+2) > p(s,2v) = p(s,t —1).

Dowod nieréwnosci (2.33) jest trudniejszy, poniewaz nie mozemy wyrazi¢ prawdo-
podobieristwa p(s, t) jako sumy dwoch prawdopodobieristw o mniejszych wartosciach ¢,
tak jak moglismy to zrobi¢ dla (2.32). W dowodzie (2.33) korzystamy z nastepujacego
faktu.

Fakt ([H5], Claim). Jesli N > M, N,M € N, oraz0 < s <r, to
N

p(s,2N+1) = 4M H (20) ZA M) Py;(2M) +ZB [T «@2k), (2.34)

k=141
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gdzie a(t) = (1— P.(t)) 1, B sq nieujemnymi statymi, ktore zaleiq tylko od m i s dla
0<m< M, oraz Aé‘;)(N — M) > 0 jest statq zalezng tylko od N — M i s. Produkty, w
ktorych dolna granica mnozenia jest wieksza niz gorna, sq definiowane jako 1. Ponadto,

A(S)

2j42

(N — M) < AY, (N - M) (2.35)
dla0<j<(r—2)/4.

Dowo6d powyzszego faktu przeprowadzamy indukcyjnie ze wzgledu na M, gdzie
N> M > 0.

Zauwazmy, ze dla M = 0 po prawej stronie (2.34) pojawiaja sie czynniki P»;(0) =0
(dla 7 > 0). Ta uwaga faktycznie wystarczy do udowodnienia tezy twierdzenia 1. W
indukeyjnym dowodzie rownosci (2.34) "schodzimy" z M od wartosci M = N do
M =0, kolejno definiujac state A(N — M) i By_ .

Niech zatem M = N (pierwszy krok indukcyjny) oraz niech s = 2k 4+ 1 (bez utraty
ogolnosci mozemy zaltozy¢, ze gdy t = 2N +1, to s rowniez jest nieparzyste). Zauwazmy,
ze gdy s = 11t jest nieparzyste, to p(1,2n+ 1) = 1. Mozemy zatem zalozy¢, ze k > 0.
Wowcezas mamy

p(S, 2N + 1) = 222: P2j+1<2N —I— 1)
— a(2N) 2 (Py;(2N) + Pyj42(2N)) = a(2N) (sz(m) + Z 2Py (2N) + PT(2N)>,

(korzystamy z rekurencji dla Pg(t)). Ustalamy A(Q‘;)(O) =0dlaj < k, A(Q‘;C)(O) =1,
Aé‘?(O) =2dlak < j <% oraz AP(0) = 1, jak réwniez 8" = 0. Przy tak ustalonych
stalych dowodzona teza jest prawdziwa.

Zalozmy teraz, ze warunki (2.34) i (2.35) zachodza dla 0 < M < N. Pokazemy
szkic dowodu, ze oba te warunki zachodza réwniez dla M — 1. Z zalozenia mamy

T

N 2 N N
p(s,2N + 1) = 4N T o(2i) Y A (N — M) Py (2M) + > 8%, [ e2h).
i=M j=1 I=M k=l14+1

Korzystajac z rekurencyjnej zaleznosci dla Pg(t) podanej w lemacie, prawa strone mo-
zemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

AM-N H a(2i)a(2M — 2)}1 (Ags)(N — M)(Py(2M — 2) + Py(2M — 2))

35



r—2

S (AN = M)+ A, (N = M))(Poy(2M = 2) + Puyea(2M — 2>>>

j=1

+Zﬁ H 2k),

k=141

co z kolei, dokonujac odp0w1edn1ch podstawieni, mozna przedstawi¢ w nastepujacej
postaci:

N 5 N
AN TT a2 iBZJPQJ M —2) + Z Bl T e2k),
i=M-1 k=Il+1

gdzie By = AY (N — M), By = 2A5) (N — M) + AP/ (N — M), By = AS) (N — M) +
2A5 (N — M)+ AS) o (N — M), 1 < j < 552 oraz B, = AY,(N — M) + A¥ (N — M).

Po kolejnych kilku przeksztatceniach i podstawieniach, ostatnie wyrazenie zapisu-
jemy w postaci

N N
AN TT a(20) YA (N — M+ )Py 2M —2)+ ) By a(2k),
=M-

i=M—1 j=1 l 1 k I4+1

3

9
ﬁN w1 = 4AMN71By, co koticzy dowod rownosci (2 34).

gdzie ASNN — M +1) = By — 2By, j < 52, AY(N — M +1) = B, — By oraz

Pozostato jeszcze sprawdzi¢, ze wspotezynniki AQJ +2(N — M + 1) spelniaja nierow-
nosé (2.35). Najpierw dowodzimy, ze nieréwnosé (2.35) zachodzi dla j = 0. Mianowicie,
korzystajac z powyzszych podstawienn, mamy

APV N =M +1) =B, — 2By = AY(N - M) >0
oraz
AN =M +1) = B, — By = A, (N — M) + AD(N — M) — AP (N — M).
Zatem nierownosé A (N — M +1) < AP (N — M + 1) jest réwnowazna nieréwnosci
AP (N = M) < A0y (N = M) + AP(N = M) = AP (N - M),

co jest prawda, poniewaz z zalozenia indukcyjnego mamy Afls)(N —M) < AE,SJZ(N —M)
oraz A (N — M) < AP(N — M).

W analoglczny sposob rozwazamy przypadek 0 < 7 < ==. Dwa szczegdlne przy-
padki: j = =2 i j = =% rozwazamy osobno.
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Stosujac powyzszy fakt dla N = £+ i M = 1, otrzymujemy

41 r
_t=1 2 . 2 s t_l 2 s
pls,t+2) =45 [[a(20) S AL (T) Poy(2)+ 389 T ok
i=1 =1

|
e

orazdlaN:%iM

I
=)
RS
—
L
—
[\
o
N~—

poniewaz P;(0) = 0 dla j > 0.
Wystarczy teraz pokazaé, ze zachodzi nierownosé

t+1 t4+1 t—1 t—1
2 2

a(2k) >3 B a(2k).

MM
=
Tw

e
|

o
.

ol

i}

+

+

Powyzsza nieréwnos$é¢ dowodzimy najpierw przesuwajac indeks sumowania po lewej
stronie nieréwnosci, a nastepnie poréwnujac kolejne sktadniki sum po obu stronach

nieréwnosci, tzn. pokazujac, ze dla kazdego [ € {0,..., %} zachodzi zalezno$é
41 =1
2 2
a(2k) > a(2k).
k=1+2 k=l+1

7 zalozenia indukcyjnego mamy

2%k + 2 2%k
P2k + 2) = P : 2. p(T’Q ) _ p.(ok),

Wynika stad, ze
a2k +2) > a2k),

poniewaz funkcja f(z) = (1 —x)~! jest rosnaca dla z € [0,1). Zatem

1

t

[un

t—

2

f[ a(2k) = J[ ek+2)> a(2k),

k=Il+1 k=Il+1

v ‘

+

co konczy dowdd twierdzenia 1.
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Zauwazmy, ze dla czaséw t o ustalonej parzystosci prawdopodobieristwa pozosta-
nia w jakimkolwiek ustalonym scentrowanym przedziale tworza ciag nierosnacy. W
szczegolnosei ciag (FPy(2t)), prawdopodobienstw pozostania w $rodku przedziatu jest
nierosnacy.

Szczegolny przypadek twierdzenia 1, a mianowicie fakt, ze ciag (P.(t)): jest nie-
malejacy, jest istotny dla rozwiagzania problemu optymalnego zatrzymania dotyczacego
spaceru losowego na przedziale rozwazanego w pracy [H4].
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2.7 Praca [H6]

W pracy [H6| rozwazane jest nastepujace zagadnienie.

Zalozmy, ze wybieramy losowo n liczb rzeczywistych z przedziatu [0, 1] z rozkladem
jednostajnym. Liczby te przedstawiane nam sa jedna po drugiej. Zatozmy, ze n znamy
z gory, a po ujawnieniu ¢ liczb, 1 < ¢ < n, nie ich wartosci a jedynie tylko ich wzgledne
rangi.

Naszym zadaniem jest zatrzymac sie na aktualnym elemencie, maksymalizujac
prawdopodobienstwo, ze ukryta za nim liczba, jest najblizsza 1. W pracy podajemy

2
optymalny algorytm zatrzymania i udowadniamy, ze dla duzych n prawdopodobienistwo

sukcesu jest rzedu %\/Lﬁ

Zauwazmy, ze zatrzymanie sie na elemencie sredniej rangi nie gwarantuje, ze liczba
ta bedzie najblizsza wartosci % Zauwazmy réwniez, ze zatrzymanie sie takze na innych
elementach daje niezerowe prawdopodobieristwo sukcesu.

2.7.1 Optymalny algorytm zatrzymania

Niech xy, 9, ..., , oznaczaja wybrane elementy (przypomnijmy, ze kryja sie za nimi
liczby, ktorych wartosci nie znamy). Zmiennmy ich nazwy tak, ze w momencie ¢ znamy
ich kolejnosé yit) < yét) <. < y,gt) i wiemy, ze ranga x; to r. Oznacza to, ze x; = yﬁt).
Naszym celem jest zatrzymanie sie na aktualnie badanym elemencie x; maksymalizujac
prawdopodobienistwo, ze bedzie najblizej srodka przedziatu, czyli prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze |z, — 3| < |z; — 3| dla wszystkich 4, 1 < ¢ < n jest maksymalne. Takie
zdarzenie nazywamy ,,x; jest najlepsze”.

Przed skonstruowaniem optymalnego algorytmu zatrzymania (algorytm ten ozna-
czamy przez A,) wyprowadzimy wzor na prawdopodobienistwo, ze element o okreslonej
randze jest najlepszy (w wyzej podanym sensie).

Twierdzenie 1 (|H6|, Theorem 2.1). Jesli y1 < yo < ... < yp < ... < Yn SG upo-
rzgdkowanymi wedtug rangi (a nie czasu pojawienia) wszystkimi elementami, ktore sie
pojawiq, to
1
on—1"

—1
P(y, jest najlepsze) = (n 1)
/”" _

Dowod tego twierdzenia przebiega nastepujaco.
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Prawdopobieristwo zdarzenia, ze liczba y, lezy najblizej % jest réwne

. . 1 1 1
P(y, jest najlepsze) = P((yr <5< yr+1> oraz <|y7~ =5l < 1Y = §|>>~

— — - | oraz 1 — = > |y, — = .
Yr—1 5 Yy Yr—1 5 Y 9

Nastepnie zauwazmy, ze

1 1 1
P((Ior =51 <l = 31)| (o < 5 <))

- P(min{Zl, Zo, .. 2} <mind{ Zysr, Zysas - .. Zn}) _r
n
gdzie Zy, Zs, ..., Z, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkltadem jednostajnym

na odcinku [0, 1/2].
Analogicznie otrzymujemy
1 1 1 n—r-+1
(i (o <3 <)) =2
Y1 =51 2y = S1) | (-1 < 5 <y .
Zatem
n 1 r n 1 n—r+1
P T' t 1l = — . = —_
(y, jest najlepsze) (r) o n+(r—1> on -
1 { (n—1)! (n—1)!
(

T r=Dn—=r)"" (r—Dn—r)

_(n—1 1

S \r—1/) 20t
: : g (t) 0

Twierdzenie 2 ([H6|, Theorem 2.2). Jesli y;’ < yy' < ... < yp’ < ... <y $q

uporzgdkowanymi wedtug rangi elementamsi, ktore pojawily sie do czasu t, to

1 &/ n—1 n—t\ri{t+1—r -t
(t) ; ; —
P(y,"” bedzie najlepsze) = T jgo (r _ +j) ( i ) = . (2.36)

Naszkicujemy dowdd tego twierdzenia.

W chwili ¢ ranga elementu {0 jest rowna r, a poniewaz zostato n —t elementéow do

zbadania, to ranga elementu yﬁt wzrosnie o pewne 7, gdzie 0 < j < n—t. Kazdy element

nastepujacy po yﬁt) wpadnie niezaleznie z takim samym prawdopodobienstwem - do

t+1
jednego z przedzialow (O,ygt)),( Y),yét)), e ( t(t), 1). Za kazdym razem, gdy element

znajdzie si¢ w jednym z pierwszych r przedzialéw, ranga elementu y,(at) zwickszy sie o

1.
Zatem prawdopodobieristwo, ze po zbadaniu wszystkich n elementéw, ranga y,(nt)

bedzie réwna r + j wynosi

(n — t) rI(t 41— r)"*t*j'

J (t+ 1)
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Nastepnie z twierdzenia 1 wynika, ze

-1 1
P(yff) bedzie najlepsze | jego ranga jest rowna r + j) = (7‘ ﬁ 14 j) 1

i stad wynika nastepujacy wzor

1 — -1 — A\ ri(t+1=pr)rtd
=0

2n-1 r—1+j J (t+ 1)t

J

Rozwazmy zbiér wszystkich algorytmoéw, ktore zatrzymuja sie tylko w rundach ¢,
t+1,...,n—11ub n (czyli nigdy nie zatrzymuja si¢ przed czasem t). Przez AP oznacza-
my optymalny algorytm nalezacy do tego zbioru. Optymalny algorytm konstruujemy
uzywajac rekursji wsteczne;j.

Przymijmy dla skroconego zapisu, ze PY oznacza P(yf»t) bedzie najlepsze).

.A,(ln) oznacza taki algorytm, ktory zatrzymuje sie tylko na liczbie, ktora wypadta w
ostatniej rundzie. Stad

1
P(A™ odnosi sukces) = —.
n

Algorytm Al zatrzymuje sie tylko w rundach n — 1 lub n. Zatrzymujemy sie na
elemencie yﬁn_l w rundzie n — 1, jesli ph > % Korzystajac ze wzoru z twierdzenia

2 dla t = n — 1, otrzymujemy nieréwnosé

1 n—1\n—r n—1\r 1
+ - = —,
on—1 r—1 n r n|l —n

co jest rownowazne nieré6wnosci
n—2 on—2
> .
r—1 n—1

Rozwiazujac te nierownosé ze wzgledu na r — 1, otrzymujemy symetryczny prze-
dzial z rzedu n — 2 trojkata Pascala, a mianowicie r — 1 € [z1, n— 2 — 21| dla pewnego
21, lub oznaczajac 1 = z; + 1, r € [r1, n — 1.

Zatem algorytm Al zatrzymuje sie w rundzie n — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
ranga elementu, ktory pojawia sie w tej rundzie, nalezy do przedziatu (obszaru zatrzy-
mania) [ry, n — ry]. Ostatecznie otrzymujemy

P(A" Y odnosi sukces) = ”ir:l ! P 4 A=D1
n- 1 n—1 n
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gdzie pierwszy sktadnik oznacza prawdopodobienstwo wygranej, jesli ranga elementu
w rundzie n—1 jest z przedziatu [ry, n—r;] lub (drugi sktadnik) spoza tego przedziatu.

Ogolnie, zatozmy, ze dla k =t + 1,t + 2,...,n znamy prawdopodobieristwa
P(Agc) sukcesu) oraz obszar zatrzymania w rundzie k, czyli przedzial [r, 5, k+ 1 —
Tn_k]. Wowczas algorytm optymalny AP zatrzymuje sie na liczbie yﬁt) w rundzie t
wtedy i tylko wtedy, gdy jego ranga r spetnia nieréwnosé

P > P(A%Y odnosi sukces). (2.37)

Jesli istnieje rozwiazanie nieréwnosci (2.37), to zbior rozwiazan, czyli symetryczny
przedzial [r,_;, t+1—r,_4], jest obszarem zatrzymania dla algorytmu AP w rundzie
t oraz

t+177‘n_z

2(rp_s — 1
P(Ag) odnosi sukces) = Z Spw 4 M

b ; P(A"Y odnosi sukces). (2.38)

r=rn—t

Jesli nie istnieje r spelniajace nierownosé (2.37), to algorytm AP nigdy nie zatrzy-
muje sie w rundzie ¢ oraz

P(AY odnosi sukces) = P(A"Y odnosi sukees).

Optymalny algorytm dla naszego problemu optymalnego zatrzymania to A, = AD.
Optymalna strategie A,, i odpowiadajacy jej zbiér prawdopodobienstw

P(.Agf) odnosi sukces), t = 1,2,...,n, obliczamy rekurencyjnie wstecz, stosujac row-
nos¢ (2.38). Cho¢ nie otrzymujemy zamknietych wzoréw na przedzialty zatrzymania,
to procedura ta daje mozliwos¢ efektywnych obliczen numerycznych.

2.7.2 Asymptotyka

Zdefiniujemy teraz algorytm A(h,,,w,), ktory nie jest optymalny, ale ma bardziej re-
gularny obszar zatrzymania niz algorytm optymalny A,. Algorytm A(h,,w,) dziala
w nastepujacy sposob:

Obszar zatrzymania algorytmu A(h,,, w,) jest zdefiniowany przez dwie liczby naturalne
h, 1 w,. Ten algorytm nigdy nie zatrzymuje sie przed czasem h,. Dla t > h,,, zatrzy-

muje sie na x; wtedy i tylko wtedy, gdy x; przyjmuje wartos¢ miedzy szl,)w a yEt;Ji) ,
3 n 2 Wn
~1) (t—1) (t—1)

gdzie ygt < Yy < ... < y,_, sa uporzadkowanymi liczbami w czasie ¢ — 1. Jesli
taka sytuacja nigdy sie nie wydarzy, to algorytm A(h,,w,) zatrzymuje sie na ostatniej
liczbie z,,. Zauwazmy, ze obszar zatrzymania algorytmu A(h,,,w,) jest prostokatem,
gdzie n — h,, + 1 i 2w, mozna interpretowaé¢ odpowiednio jako wysokos¢ i szerokosé¢
tego prostokata.
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W nastepnym twierdzeniu przedstawimy asymptotyczne oszacowanie algorytmu
A(h,,, w,). Stosujemy standardowa notacje: f(n) ~ g(n), jesli % —— loraz f(n) =
n—oo

o(g(n)), jesli PO 0.

Twierdzenie 3 ([H6|, Theorem 3.8). Dla dowolnych ciggow liczb naturalnych hy, i w,
takich, ze h, < n,4w? < n oraz w, = o(h,) zachodzi nieréwnosé

P(A(h,,, wy,)odnosi sukces) > v(hy, wy),

gdzie v(h,,w,) jest takq funkcjq, ze dla w, —— o0

n—oo
h n—1 2wy, \ hn
By, t0y) ~ — - 1—(1— ”) .
e B3 ) (-2
Nastepnie, przyjmujac odpowiednie ciagi h, i w,, mianowicie w, = (nl/ 3} oraz

h, = [n(l — anf}f)—‘, pokazujemy, ze zachodzi nastepujaca nieréwnos$é¢ dla algorytmu

A(h,,w,) (|[H6], Corollary 3.9):

2
VP (A(hy, w,) odnosi sukees) > v/nv(hy, w,) — 4/ —.

n—oo e

Stad otrzymujemy dla odpowiednio duzych n dolne oszacowanie algorytmu A(h,,, w,)

1 2
P (A(h,,w,) odnosi sukces) > %\/;

Wybér h,, nie jest przypadkowy. Liczba [n —n? 3\/@} oznacza liczbe rund, dla
ktorych algorytm A, nie podejmie zadnej decyzji i otrzymaliSmy te liczbe z obliczen
numerycznych stosujgc optymalny algorytm zatrzymania A,. Dla tych wyboréw ob-
szar zatrzymania algorytmu A(h,,w,) jest ograniczony od dotu przez funkcje, ktora
asymptotycznie zachowuje sie jak \/iﬁ\/% Poniewaz optymalny algorytm A, nie jest
gorszy, ta dolna granica dotyczy takze A,,.

Pozostaje udowodnié¢, ze asymptotycznie goérna granica algorytmu A, jest taka
sama.

Aby znalezé gorna granice, rozwazamy nastepujacy problem zatrzymania on-line,
ktory jest znacznie tatwiejszy niz omawiany. Zaloézmy, ze losujemy n liczb z przedziatu
[0, 1] niezaleznie z rozktadem jednostajnym na [0,1]. Liczby te sa ujawniane jedna
po drugiej i znamy ich wzgledne rangi w dowolnym momencie ¢, 1 < t < n. Po
ujawnieniu wszystkich n liczb mozemy wybra¢ dowolna liczbe, niekoniecznie ostatnig.

43



Nasz cel pozostaje taki sam: maksymalizacja prawdopodobieristwa wybrania elementu

najblizszego 1. Wéwczas optymalna strategia jest prosta. Z twierdzenia 1 wiemy, ze

2
n—1

musimy wybrac¢ liczbe o takiej randze r, aby wspotczynnik dwumianowy (1_1) mial

wartos¢ maksymalng. Jest tak dla r — 1 = [25%] lub r — 1 = [271]. Wowezas

—1 1
P (z, jest najlepszy ) = (f”—_lj) ETET
2

n%) ~ %, otrzymujemy

Stosujac asymptotyke dla duzych n, (

P(z, jest najl ) n—1 1 V2.onl g 1\/5
z, jest najlepsz = _ . ~ . = —/ =,
J JiepsSzy LnTIJ gn—1 /T on—1 \/ﬁ T

a stad wynika gorne asymptotyczne ograniczenie algorytmu A4, i prawdziwe jest na-
stepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4 (|[H6|, Theorem 3.10). Prawdopodobieristwo sukcesu przy zastosowaniu
rozwazanego algorytmu A, jest rzedu

P(.An odnosi sukces) ~ i 2

s
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2.8 Praca [H7]

Zalozmy, ze wybieramy losowo n liczb rzeczywistych X, Xs, ..., X, z przedziatu [0, 1]
z rozktadem jednostajnym. Liczby te przedstawiane nam sa jedna po drugiej. Tak jak
w poprzednio omawianej pracy, zaktadamy, ze n znamy z gory, a po ujawnieniu t liczb,
1 <t < n, nie ich wartosci a jedynie tylko ich wzgledne rangi.

Naszym zadaniem teraz jest zatrzymac sie na aktualnym elemencie, maksymalizujac
prawdopodobieristwo, ze ukryta za nim liczba jest mniejsza niz % Kiedy zatrzymamy
sie w czasie t, gra sie konczy. Liczby X1, Xs, ..., X; zostaja odkryte i wygrywamy, jesli
Xy <L

Powyzsza procedure wyboru mozemy interpretowaé¢ nawiazujac do klasycznego pro-
blemu sekretarki jak rowniez do problemu z pelng informacja. W przypadku klasyczne-
go problemu wyboru najlepszej sekretarki poréwnujemy rangi elementéw, ktore przy-
szty do tej pory i naszym celem jest wybranie aktualnej kandydatki, tak aby byta
najlepsza w catej puli. W przypadku problemu z peilna informacja przychodza znane
nam w momencie przybycia liczby z odcinka [0, 1], a naszym celem jest wybranie ak-
tualnej liczby, ktora okaze sie na koricu najlepsza, czyli najwicksza lub najmniejsza,
zaleznie od sformutowania problemu.

Rozwazany tu model jest w pewnym sensie potaczeniem wspomnianych dwoch -
mozemy poréwnac ze soba kandydatki, ale ich obiektywna warto$é pozostaje ukryta.
Jesli przyjmiemy, ze ukryta liczba mierzy wady kandydatki, a dokonujemy wyboru
jedynie na podstawie poréwnania rang, chcemy aby nasz wyboér byt dobry, tzn. dawatl
kandydatke o matlej, mniejszej niz 1/n, mierze wad. Wybor progu akceptowalnosci jako
1/n tez nie jest tu arbitralny. W klasycznym problemie oraz tym z pelna informacja jest
tylko jedna kandydatka akceptowalna. Tu moze ich by¢ wiecej lub nie by¢ takiej wcale.
Niemniej jednak, przy pojawianiu sie n niezaleznych od siebie roztozonych jednostajnie
liczb z odcinka [0, 1] wartos¢ oczekiwana liczby akceptowalnych kandydatek jest rowna
oczekiwanej liczbie sukcesow w schemacie Bernoulliego B(n, 1/n), czyli 1.

W pracy podajemy optymalny algorytm zatrzymania i udowadniamy, ze prawdo-
podobienstwo sukcesu przy uzyciu tego algorytmu w przyblizeniu jest réwne 0,289202.

2.8.1 Optymalny algorytm zatrzymania

Skonstruujemy optymalny algorytm zatrzymania (innymi stowy czas zatrzymania) 7
taki, ze 7 maksymalizuje prawdopodobienstwo Pz, < 1/n] dla wszystkich czasow
zatrzymania.

Mowimy, ze czas zatrzymania 7 jest typu progowego, jesli dla pewnego ciggu liczb
naturalnych

1<sMW<sW<  <sM=np
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T =1, jesli t jest pierwszym takim czasem, ze ranga X; jest co najwyzej j it > sEn).

Naszkicujemy dowodd, ze rozwazanym tu problemie optymalny czas zatrzymania jest
wlasnie typu progowego. Po pierwsze zauwazamy (Lemma 1), ze jesli X, Xo,..., X} sa
elementami (ukrytymi liczbami, ktére poréwnujemy tylko co do rangi), ktore pojawity
sie do czasu t, i ranga elementu X; wsrod tych liczb wynosi 7, to

PLXt<1ﬂﬂ::§:<i)(%)n(l—%>t4.

Rownosé te w elementarnym rachunku wykorzystujemy, aby pokazaé, ze
P[X; < 1/n|ranga X; wynosi r| < P[X;;1 < 1/n|ranga X;1 wynosi 7).

Zakladamy teraz, ze nie oplaca sie zatrzymywaé na elemencie rangi » w czasie t + 1,
tzn.
P[X;;1 < 1/n|ranga X, wynosir] < P[X

Ters S 1/n],

gdzie 7, oznacza optymalny czas zatrzymania, jesli decyzja jest podejmowana od czasu
s (tu oczywiscie s = t+2). Zauwazamy tez, ze optymalna gra od czasu t+ 1 jest zawsze
lepsza niz od czasu t + 2, poniewaz krok t 4+ 1 mozemy po prostu opuscic:

P[X

Tt+2

<1/n]<P[X

Tt+1

< 1/n].
Korzystajac z powyzszych trzech nieré6wnosci, otrzymujemy

P[X; < 1/n|ranga X; wynosi r| < P[X

Tt+1

<1/n].

Zatem, jesli nie oplaca sie zatrzymywac na elemencie rangi r w czasie t + 1 (co zalozy-
lismy wyzej), to nie oplaca si¢ zatrzymywac na elemencie rangi r w czasie ¢t (Theorem
2). Stad juz latwo wynika, ze optymalny czas zatrzymania w rozpatrywanym tu za-
gadnieniu jest typu progowego.

Niech & oznacza optymalng gre dla n liczb. Niech

1§S(1n) Ssgn) S...Ssq(f):n
bedzie ciggiem progéw. Dowodzimy, ze progi te, zanim pewien z nich osiggnie wartosé
n, Scisle rosna, a warto$cé sl(-n) = n, jest osiagana po raz pierwszy dla bardzo matego

relatywnie do n indeksu i. Mianowicie zachodzi nastepujace twierdzenie (Theorem 4).

Twierdzenie 1. Jesli optymalny algorytm 7 zatrzymuje sic w pewnym czasie t < n
na elemencie o randze r, to r! < n.
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Dowod. Jedli 7 zatrzymuje sie na elemencie o randze r i 7" < ¢, to z progowosci
algorytmu wynika, ze w momencie n — 1, jesli dotad sie¢ nie zatrzymalismy, tez zatrzy-
mamy sie, jesli element X,,_; bedzie miat range r. To oznacza, ze prawdopodobienistwo
sukcesu w chwili n — 1 jest wicksze niz w ostatnim momencie, czyli

::1 <n b 1) <l)k (1 - %)n_l_k - % (2.39)

r

Oznaczmy

1 n—k
ap = — - a
A
7 tego wzoru zastosowanego kolejno do k, k 1 tatwo otrzymujemy nieréwnosé
apg N — 2
a .
A S |

Zatem dla r > 2 (dla r = 1 twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe) otrzymujemy:
n—1 n n oo
n —2 n—1 N 2 n—1 1
Sacal S u- (U < () S

Poniewaz ostatnia suma jest r-ta reszta szeregu Maclaurina dla e”; otrzymujemy sza-
cowanie

skad na podstawie (2.39)
rl < n.

Wiemy juz, ze prawdopodobienistwo, ze dany element w czasie ¢ znajduje sie w
przedziale [0,1/n] zalezy tylko od wzglednej rangi X; wérod elementow, ktore poja-
wily sie do tej pory: Xy, Xo, ..., X;. Intuicyjnie jest réwniez jasne i mozna to latwo
sformalizowaé, ze istnienie dowolnego algorytmu 7 > ¢ takiego, ze

P[X, <1/n] > P[X; < 1/n]

nie zalezy od tego, co wydarzyto sie do czasu t, uwzgledniajac jedynie wzgledne rangi
tych elementow. Z powyzszych dwoch uwag wynika, ze tylko wzgledna ranga X; wérod
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wszystkich X5, Xy, ..., X} decyduje o tym, czy wybierzemy X;, czy tez bedziemy kon-
tynuowac proces badania kolejnych elementow. Na podstawie tej obserwacji optymalny
algorytm 7 kaze nam zatrzymac sie w chwili ¢ na elemencie X; wtedy i tylko wtedy, gdy
prawdopodobieristwo, ze X; miesci si¢ w przedziale [0, 1/n] jest wigksze niz prawdopo-
dobienstwo, ze poézniej wybierzemy jakies X, € [0,1/n] (tj. 7 > t). Dlatego optymalny
algorytm konstruujemy przez indukcje wsteczng.

Pewien element tej konstrukeji pojawit sie juz w dowodzie powyzszego twierdzenia.
Mianowicie dla kryterium zatrzymania sie w czasie n — 1 sprawdzamy, ktore rangi
ewentualnie wybranych w czasie n — 1 elementéw zapewniaja prawdopodobieristwo
sukcesu wieksze niz dokonanie wyboru w czasie n, czyli rozwigzujemy ze wzgledu na r
nieréwnosc

P[X,_1 < 1/n|ranga X,,_; wynosi r] > P[X,, < 1/n]

L(E -1

Ustaliwszy akceptowalne rangi 1,...,7,_; elementéw dla czasu zatrzymania n — 1,

czyli

mozemy obliczy¢ optymalne prawdopodobienistwo Gf@n_)l sukcesu dla gry 05521, ktora
zaczynalaby sie od czasu n — 1:

ol n-l i n—1—i
(n) 1 n—1Y (1 1 n—1-—r,1 1
=) > ) (1-= noto L
Gn_l r=1 n—1 i=r ( i > (n> ( n + n—1 n

Ustalenie wybieralnych rang w czasie n — 2 przebiega analogiczne. Porownujemy praw-
dopodobieristwo sukcesu dla danej rangi r z jej wyborem w czasie n — 2 i z szansg
na sukces, jesli zagramy gre Qigi)l. Ta procedura (indukcja wsteczna) pozwala obliczy¢
numerycznie progi s;. W pracy dowodzimy, ze progi progi s; rosng istotnie, dopdki nie
osiagnag wartosci n (potencjalnie mogloby sie zdarzy¢, poczawszy od pewnego czasu
s < n zaczeliby$my akceptowaé elementy o rangach ¢ i ¢+ 1, czyli s; = s;11).

Zastosowanie algorytmu dla konkretnego n i niewielka ilos¢ réznych progoéw ponizej
n ilustruje przyktad dla n = 10000.

Przyktad. Progi sgn) (dla uproszczenia na rysunku oznaczane przez s;), dla n = 10000.
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rangi

S1 S2 53 545556 10000

Dla powyzszego przyktadu mamy nastepujace wyniki:

s1=34141 G = G4, = 0.289237;

59 = 75081 G, = 0.173662;

s3 =92341 G, = 0.066819;

54 =98141 G4, = 0.017944;

s5 = 9964 1 G, = 0.003665;

56 = 9995 1 G4, = 0.000599;

s7 = 10000 1 G, = 0.0001.

2.8.2 Asymptotyka

W pracy pokazujemy, ze istnieja granice (asymptotyki progow) lim,, # dla kazdego
p naturalnego dodatniego i oznaczamy je przez o, odpowiednio, (|[H7], Theorem 11).

Jest warte podkreslenia, ze asymptotyka prawdopodobienstwa sukcesu zalezy wy-
tacznie od wartosci asymptotycznej pierwszego progu. Zachodzi bowiem nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2 ([H7|, Theorem 6).

lim P[X, <1/n|=1-—e*. (2.40)

n—oo

Przedstawimy szkic dowodu tego twierdzenia. Najpierw przypomnijmy, ze P[ X, <
1/n] = G(?,z). Jesli zmodyfikujemy gre & akceptujac rowniez najmniejszy element
S1
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juz w chwili 55") — 1, nie zwiekszymy prawdopodobienistwa wygranej. Dlatego,

1 BN A WO
-1 s —1 %

sgn) B Sg n
Stad
1 sgn)—l
G o>1— (1 - —) . (2.41)
S1 n
Podobnie, jesli wezmiemy pod uwage gre Q5s<")+ ¥
1
1 1\ KON
w1~ (1 - _) + G(% = G(Zz) = G(% .
Sgn) n Sg”) sy 41 sy sy ' +1
Stad
1)
_ _ - (n)
1 (1 n) > GS§">+1' (2.42)

Jesli pominiemy jedna mozliwo$¢ zatrzymania, tracimy zatem nie wiecej niz 1/n z

szansy na wygrang. Zatem

i stad
. () _ ~(n) _
nh_}rrgo <G5§n) Gs§”)+1> =0. (2.43)
Ze wzorow (2.41), (2.42) oraz (2.43) otrzymujemy
1\
lim G7) = lim [1— (1 - —) — 11—
n—oo 8 n—00 n

Zalezno$¢ miedzy oy i oy opisuje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3 ([H7], Theorem 8). Asymptotyki progow oy i ce sq zwigzane nastepu-

Jjacym rownaniem catkowym
a2

1
/—e_sds =e (2.44)
s
a1
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Analogiczne rozumowanie co w dowodzie twierdzenia 2 prowadzi do nastepujacego
twierdzenia opisujacego zaleznos¢ miedzy kolejnymi asymptotykami progéow dla p > 1.

Twierdzenie 4 (|H7|, Theorem 9). Dia p > 1 asymptotyki progow o, and o,i1 S¢
2wigzane nastepujgeym rownaniem

- p—2 p—1
e (ap)k _ —Op+1 ap+1 —api1 9.4
— - e . (2.45)
(ap)? 0 k! (apt1)P™ PR

W pracy udowadniamy (jako techniczny lemat; podane w dalej w pracy estymacje
sa doktadniejsze), ze asymptotyka progu o jest wiekszy niz 7, (JH7], Lemma 14) oraz
asymptotyka progu oo jest wigkszy niz 3, ([H7], Lemma 15)

Nastepnie pokazujemy, ze zachodzi nastqpujadca nieréwnos¢ dla oy, p > 4.

Twierdzenie 5 ([H7|, Theorem 17). Dla kazdego p > 4, asymptotygi progow «, spet-
niajq nastepujgcq nieréwnosc oy, > 1 — ﬁ.
Nastepny lemat przedstawia oszacowanie btedu, jesli zaczniemy od przyblizenia

ap+1 (z bledem Aay,11), aby obliczy¢ ay, za pomoca rownan (2.44) i (2.45).

Lemat ([H7], Lemma 18). Bled w przyblizeniu o, spetnia nastepujace nieréwnosci
AO[l S SAOéQ

oraz

|
Aoy, < 'p—l - Aayqidla kazdego p > 2.
b —

Z (2.44), mamy
F(ag, ag) == / —e *ds—e " =0.

. S

Zatem z twierdzenia o funkcji uwiktanej otrzymujemy

oF 1 —a2 —ap
dal _ Oas o € te
o 6_F o 1 —Q1
dOzQ don o e

Mamy e*~* < 1 i O% < 2, a zatem z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej

wynika, ze
1
) Aay < (max(ozleo”_o‘2 (— + 1> )) Aay < 3Aaqp,
&%)
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gdzie maksimum jest obliczane wzgledem wszystkich par («q, as) takich, ze i <oy <
Q9.
Dla p > 2, z warunku (2.45), otrzymujemy zaleznosé

_ p—2 k _ p—l
e Qp (Oé ) Qp41 a +1
G(ap, api) = x : @ =0,
(ap)P o k! (appr)P? ; p!
Wowcezas
oG ( (0p)P— =D 0 i ) 0
= <
Oa,, doy,
oraz
o _ (G T et o)
= > U.
dapyy do‘pﬂ
Obliczajac obie pochodne i ograniczajac ale z gory a ‘gTG‘ z dotu oraz stosujac,
D P

jak dla przypadku p = 1, twierdzenie o funkcji uwiktanej i twierdzenie Lagrange’a o
wartodci $redniej, otrzymujemy nastepujacag nieréwnos$é dla btedow:

1-p
ozpjr}
AOép S ” AOép+1
1})16 ap <€O¢p_?i})‘
b PP
(pochodna L2 zawiera p — 1 wyrazow rozwiniecia e®). Stad
p—1
« 1
Aa, < ( d ) . Aayy.
p = _ +1 1 p+1
Qpi1 l—e%-pT-a
. . . . 1
Poniewaz o, < apy1 1 ap > %, otrzymujemy e % < e 2 < %, a stad e™» - ’%1 < 1.
Ostatecznie otrzymujemy
1
Aay, < — Aoy,
!
Z powyzszego lematu wnioskujemy, ze
A
Aal S 3 - H m : AOép+1.
Zalézmy, ze chcemy wyznaczy¢ asymptotyczne progi o, s, - , oy z dziewigcio-

ma cyframi znaczacymi. Wybierzemy p + 1 tak, ze o, jest wystarczajaco bliskie 1,
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zamienimy ;41 na 1 i uzyjemy formuly rekurencyjnej (2.45) p — 1 razy i formuly
(2.44) jeden raz, aby znalezé a;. Potrzebujemy Aa; < 107, wiec musimy sprawdzié
dla jakich wartosci p nieréwnosé

p
Kl ortl »
3'Hk!—1' P! =10

k=2

jest spelniona. Ta nieré6wnos¢ zachodzi dla p > 18. Uzywajac MapleTM, znajdujemy
ags, a7, - -+, 1 asymptotyczna wartosé gry G. Asymptotyczne progi oraz dla porow-
nania rzeczywiste progi dla n = 10000 przedstawiono w nastepujacej tabeli:

a, 10?%
0.341366903 | 0.3414
0.750740494 | 0.7508
0.923364484 | 0.9234
0.981378241 | 0.9814
0.996360353 | 0.9964
0.999406524 | 0.9995
0.999916776 1
0.999989751 1
0.999998874 1
1

0.999999888

Wartosci progoéw (asymptotyczne i rzeczywiste).

50000 ok WS

Asymptotyczna wartos¢ gry jest réwna

lim E(G,) =1—e " ~0.289201933, gdzie wszystkie cyfry sa znaczace,

n—oo

podczas gdy wartos¢ gry dla n = 10000 wynosi E(G1o,000) =~ 0.289236559.
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Rozdzial 3

Inne osiggniecia

Za istotny wktad w teorie optymalnego zatrzymania uwazam prace napisang wspolnie
z N. Georgiou, M. Morayne i J. Niemcem "On a universal best choice algorithm for
partially ordered sets" [P7| (2008). Praca ta dotyczy optymalnego zatrzymania dla
wersji problemu sekretarki dla zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Tematyka ta zo-
stata zapoczatkowana klasyczna juz praca Stadje [27] (1980). J. Preater podat jako
pierwszy algorytm najlepszego wyboru w sytuacji, gdy obserwator nie zna a priori
rozpatrywanego porzadku czeSciowego a zna jedynie liczbe elementéw. Prowdopodo-
bieristwo sukcesu oszacowal jako > 1/8, [20] (1999). W symulacjach komputerowych
prawdopodobienistwo to wychodzito > 1/4. W naszej pracy udowodnilismy, ze algo-
rytm Preatera daje dla kazdego czesciowego porzadku prawdopodobieristwo > 1/4 i
ze tego oszacowania dla tego algorytmu poprawic¢ juz nie mozna. Kolejny uniwersalny
algorytm dajacy oszacowanie lepsze niz 1/4 zostal podany przez J.Kozika, [12] (2010),
a nastepnie Frej i Westlund, [6] (2010), podali algorytm dajacy prawdopodobienstwo
sukcesu > 1/e, ktorego to rezultatu poprawi¢ juz asymptotycznie nie mozna. W ramach
tej tematyki powstata tez inna praca Garroda i Morrisa, [8] (2013), podajaca lepsze
oszacowania dla porzadkow czesciowych spetniajacych dodatkowe zatozenia. Wszystkie
te wymienione prace sa czesto cytowane, a praca |P7| jest moja dotychczas najczesciej
cytowang praca.

W moich wezedniejszych pracach, w tym wchodzacych w sktad doktoratu, zajmowa-
tam sie teorig nieréwnosci catkowych rozwijajac stworzong przez A. Rybarskiego i B.
Florkiewicza jednolita metode otrzymywania réznych typoéw nieréwnosci catkowych z
funkcjami wagowymi zawierajacych funkcje i jej pochodng. W szczegblnosci uzyskatam
nowe wyniki dla klasy nieréwnosci typu Opiala. Omawiam te rezultaty ponizej.

3.1 Inne publikacje

[P1] M. Kuchta. Some quadratic integral inequalities of Opial type. Annales Polonici
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Mathematici, 63 (1996), 103-113.

[P2] B. Florkiewicz, M. Kuchta. Some quadratic integral inequalities of first order.
Colloquium Mathematicum, 75 (1998), 7-18.

[P3] M. Kuchta, M. Morayne, S. Solecki. A martingale proof of the theorem by Jessen,
Marcinkiewicz and Zygmund on strong differentiation of integrals. Seminaire de
Probabilites XXXV, Lecture Notes in Mathematics, 1755, Springer-Verlag 2001.

[P4] B. Florkiewicz, M. Kuchta. Integral inequalities associated with inequalities of
Opial type. Bulletin of the Polish Academy of Science. Mathematics, 50, (2002),
41-45.

[P5] M. Kuchta, M. Morayne, J. Niemiec. Counting embeddings of a chain into a tree.
Discrete Mathematics, 297 (2005), 49-59.

[P6] M. Kuchta, J. Stasiak. Maximal Binary Cliques. Electronic Notes in Discrete
Mathematics, 24 (2006), 237-241.

[P7] N. Georgiou, M. Kuchta, M. Morayne, J. Niemiec. On a universal best choice al-
gorithm for partially ordered sets. Random Structures and Algorithms, 32 (2008),
263-273.

[P8] M. Kuchta, M. Morayne, J. Niemiec. Counting embeddings of a chain into a
binary tree. Ars Combinatoria, 91 (2009), 97-111.
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Prace [P1], [P2], [P4]

W pracach [P1], [P2], [P4] zastosowana zostala jednolita metoda otrzymywania roznych
typow nieréwnosci catkowych z funkcjami wagowymi zawierajacych funkcje i jej po-
chodna. W pracach stosujemy nastepujace oznaczenia: [ = (o, ), —o00 < a < § < 00,
H - podklasa funkcji absolutnie cigglych na I oraz r, s, u - funkcje wagowe zmiennej
t € I speliajace dodatkowe zalozenia regularnosci w zaleznosci od rozwazanej klasy
nieréwnosci.

[P1] zawiera rezultaty z mojej rozprawy doktorskiej. W pracy zostalty wyprowadzo-
ne i badano nieré6wnosci catkowe typu Opiala:

/s|hh’|dt < /r(h’)%zt,

1 1

gdzie h € H oraz h spelia warunek graniczny: h(a) = 0 lub A(S) = 0. W tym
przypadku metoda polega na tym, ze dla zadanej funkcji wagowej r oraz pomocniczej
funkcji ¢ ustala sie druga funkcje wagowa s, a nastepnie klase H funkcji absolutnie
cigglych h, dla ktoérych zachodzi powyzsza nieréwnosé.

W [P2] wyprowadzamy i badamy kwadratowe nier6wnosci catkowe pierwszego rzedu
postaci

/ (r(h’)2 + s |hh'| dt + uh2> dt > 0,
I
gdzie h € H.

W [P4] wyprowadzamy i badamy nieréwnosci catkowe postaci

1/(p+1) p/(p+1)

/uhp|h’|dt < (p+1)P/@th /r|h'|p+1 dt /shp|h'\dt ,
I I I

gdzie p > 0, h € H oraz h spelia warunek graniczny: h(a) = 0 lub A(5) = 0.

Praca [P3]

W pracy [P3| przedstawiony zostal martyngatowy dowod twierdzenia Jessena, Marcin-
kiewicza i Zygmunda o prawie wszedzie silnej rézniczkowalnosci catki z funkeji klasy
L(Log™L)" ! na R". Dowdd opiera si¢ na twierdzeniu Cairoli o zbieznogci martyngatow
wieloindeksowych. Wynik ten jest przeniesieniem na przypadek silnej rézniczkowalno-
sci w R™ idei dowodu twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowaniu calki z funkcji klasy L
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opartego na twierdzeniu Dooba o zbieznosci martyngatow ([2], [17], [19], [28]).

Praca [P6]

W pracy [P6] badamy klase maksymalnych pod wzgledem zawierania k-klik binarnych,
czyli takich podzbiorow C hiperkostki H, = {0,1}", ze dla kazdych dwoch réznych
x,y € C, odlegtos¢ Hamminga miedzy x i y jest rowna dy(x,y) = k, gdzie k jest
ustalona statag dodatnia, (patrz [24]). W pracy podajemy pelng klasyfikacje binarnych
2-klik maksymalnych. Mianowicie, pokazujemy, ze istnieja dwa rodzaje binarnych 2-klik
maksymalnych: tzw. male i duze (przez SM,, i LM, oznaczamy odpowiednio zbiory
wszystkich takich 2-klik maksymalnych). W pracy zostalo pokazane, ze dla n > 4
zbiory SM, i LM, sa roztaczne. Dla n > 3 liczba elementéw zbioru S»M, wynosi
(g) 272 a dla n > 4 liczba elementéw zbioru LM, wynosi 2" (wynika stad, ze moc
zbioru wszystkich binarnych 2-klik maksymalnych wynosi (g) 2"=2 4 2™, Niech n > 4.
Zostalo pokazane, ze jesli x € Hl,,, to x nalezy do n+ (g) roznych 2-klik maksymalnych:
n duzych oraz (g) matych 2-klik maksymalnych oraz jesli z,y € H,, i {z,y} jest 2-klika,
to {x, y} moze by¢ rozszerzona do n réznych 2-klik maksymalnych: dwoch duzych oraz
n — 2 malych. Natomiast jesli z,y,z € H,, i {z,y, 2z} jest 2-klika, to {z,y, z} moze by¢
rozszerzona do dwoch réznych 2-klik maksymalnych: jednej duzej i jednej malej.

Prace [P5], [P8]

Niech T bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym, ktorego diagram Hassego jest
drzewem ukorzenionym w elemencie najwickszym i 17 oznacza element najwickszy
drzewa T. W [P5] i [P8| dla k naturalnego poréwnujemy liczbe A% tych taricuchow o
dtugosci k w T, ktore zawieraja 17 i liczbe B% tych aicuchow, ktore nie zawieraja 1.
W [P5] rozwazane sa dowolne drzewa, natomiast w [P8| drzewa binarne.

W pracy |[P5| dla danej liczby naturalnej k ustalamy prog na s$rednia glebokosé
drzewa T', powyzej ktorej jest zawsze wiecej tancuchéw drugiego rodzaju niz pierwsze-

go. Mianowicie, niech AD(T) = M oznacza $rednia glteboko$é drzewa T, gdzie
l1, ..., Iy oznaczaja liscie, czyli wierzcholki stopnia 1 w drzewie T oraz dp(l;) - glebokosé
liscia l;, i = 1,..., k. Wowczas, jesli AD(T) > 2k, to BY > A% gdzie k > 2. Ponadto,
jesli drzewo T nie sktada sie¢ wylacznie z roztacznych tanicuchéow, kazdy o dtugosci 2k,
to B% > Ak. W pracy |P5| podajemy réwniez dokladniejsze oszacowanie tej zalezno-
§ci. Dowodzimy, ze jesli AD(T) > 2k oraz drzewo T ma s lisci o glebokosci 2k i co
najmniej jeden lis¢ o gtebokosci wiekszej niz 2k, gdzie & > 3, to zachodzi nastepujaca
nieréwnosé: Af/ (A} + Bf) < 3 — %k(s—?—g;——i}s—i—l TS

W pracy |P8| pokazujemy, ze dla danej liczby naturalnej k, jesli glebokosé drzewa
binarnego T jest wigksza lub réwna 2k + [kIn k], to By > Ak.

Problem zliczania tzw. "dobrych" i "ztych" (dobrych - zawierajacych element mak-

symalny, ztych - niezawierajacych elementu maksymalnego) zanurzen porzadkowych
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poddrzew w wieksze drzewo pojawia si¢ przy poszukiwaniu optymalnych algorytmow
najlepszego wyboru na zbiorach czesciowo uporzadkowanych oraz badaniu niektorych
wladciwosci takich algorytmow.

Praca [P7]

W pracy [P7] zostalo poprawione oszacowanie prawdopodobienstwa sukcesu uniwersal-
nego algorytmu najlepszego wyboru dla zbioru cze$ciowo uporzadkowanego o znanej
liczbie elementéw i nieznanym porzadku, ktéry zostal zaproponowany przez J. Preate-
ra (|20]). Poprawione zostalo dolne oszacowanie prawdopodobienstwa sukcesu ze stalej
1/8 do stalej 1/4. Pokazane zostalo rowniez, ze wynik ten jest najlepszy z mozliwych
dla tego algorytmu, tj. ograniczenia 1/4 nie mozna zwiekszy¢.
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