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1 Formalnosci

e Autor - Andrzej Starosolski

e Posiadane stopnie i tytuly

— Dyplom magistra matematyki - 1998 - Politechnika Slaska, praca
Pewne problemy teorii zbieznosci (Zbieznosciowe warunki odpo-
wiadagjgce topologicznym aksjomatom oddzielania T0 i T1)

— Stopien doktora nauk matematycznych - 2003, Uniwersytet Bur-
gundzki, Dijon, praca Filtres fractals, contours et supercontours
séquentiels (nostryfikacja - 2004, Uniwersytet Slaski)

e Informacja o zatrudnieniu: od 1998r jestem zatrudniony na Wydzia-
le Matematyki (obecnie pod nazwa Wydzial Matematyki Stosowanej)
Politechniki Slaskiej na stanowiskach: asystenta, starszego wykladowcy,
adiunkta.

e Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia naukows albo ar-
tystyczng realizowang w wiecej niz jednej uczelni: Poza Politechniks

Slacskad

— Na stale wspolpracuje naukowo z Uniwersytetem Burgundzkim,
gdzie m.in. odbylem serie stazy naukowych (w sumie ponad 10
miesiecy, zalgczone potwierdzenie z Uniwersytetu Burgundzkiego)
i gdzie obronitem doktorat. Rezultatem tej wspolpracy sa takze
publikacje [9] i [H4] wspolne z Szymonem Doleckim.

— Na stale wspolpracuje z Uniwersytetem Slaskim czego rezultatem
sa publikacje [H3] i [R4] wspélne z Michalem Machura.
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Ponizsza cze$ci punktu "Formalnosci" jest wspélna dla Autoreferatu i
dla "Wykazu osiggnie¢ naukowych albo artystycznych (...)". Niemniej,
poniewaz informacje te znajdujg sie w szablonie Autoreferatu na stro-
nach Rady Doskonatosci Naukowej, tacze je i tutaj.

e Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popu-
laryzujacych nauke lub sztuke

— Osiaggniecia dydaktyczne

*

*

*

Wraz z Alicjg Samulewicz napisalem podrecznik ze wstepu do
matematyki Podstawy matematyki i jak to sie je [RO]

Jestem wspotautorem artykutu Dwa spojrzenia na nieskon-
czono$é z zakresu dydaktyki i popularyzacji nauki [R5], praca
wspolna z Alicjg Samulewicz.

Prowadzilem wyklady na kierunku Matematyka z przedmio-
tow: logika, topologia, analiza funkcjonalna, wstep do mate-
matyki; éwiczenia z powyzszych, z analizy i z rownan réznicz-
kowych.

Dla studentéw innych wydzialéw prowadzilem wyktady i éwi-
czenia z przedmiotéw: matematyka, analiza, algebra, staty-
styka matematyczna.

Bytem promotorem kilkudzesieciu prac dyplomowych
Jestem autorem kilku programéw przedmiotéw obieralnych.

— Osiagniecia organizacyjne

*

Wspolorganizowalem cykliczng konferencje: Letnia szkota al-
gebry 1 topologii, Gliwice (1I-2006, I1I- 2007)

Bytem wspoétorganizatorem i kilka lat wspétopiekunem semi-
narium naukowego z topologii i teorii mnogosci w Instytucie
Matematyki Politechniki Slaskiej

Przez kilka lat bytem opiekunem kola naukowego studentow
Wydziatu Matematyki Politechniki Slaskiej

Kilkukrotnie bylem jurorem w konkursie matematycznym w
Ostrawie — Vojtéch Jarnik International Mathematical Com-
petition

W zasadzie corocznie pelnie jaka$ funkcje organizacyjna na
Wydziale, czesto jest to audytor wewnetrzny lub opiekun roku
czy rzecznik praw studenckich

— Osiagniecia z popularyzacji nauki



* Wspomniany wyzej podrecznik [R5] i artykut [R6]

* Przeprowadzilem kilkadziesigt wyktadoéw dla uczniéw szkol
Srednich na temat wybranych zagadnien matematyki wspoi-
czesnej w ramach réznych Dni otwartych, Spotkan z matema-
tyka, Maratonéw matematycznych itp.

e Naukometria
- index Hirscha 3 (Scopus 17.10.2024)

- punktacja czasopism, w ktérych opublikowane zostalty artykuty przed-
stawione w osiggnieciu 2xJSL 200p.; 2x APAL 140p. (w tym jedna
praca wspotautorska); 1 x AML 140p. (wspotautorska)

2 Osiagniecie - Monotoniczne kontury ciggowe i ich
zastosowania w badaniu ultrafiltrow na zbiorze liczb
naturalnych

W sktad osiggniecia wchodza nastepujace publikacje:

H1 A. Starosolski; P-hierarchy on Bw; J. Symb. Log. 2008, 73(4), 1202-1214,

H2 A. Starosolski; Cascades, order, and ultrafilters; Ann. Pure Appl. Logic
2014, 165(10), 1626-1638,

H3 M. Machura, A. Starosolski; How high can Baumgartner’s I-ultrafilters
lie in the P-hierarchy?; Arch. Math. Log. 2015, 54(5/6), 555-569,

H4 S. Dolecki, A. Starosolski; Continuous extension of maps between sequ-
ential cascades; Ann. Pure Appl. Logic 2021, 172, 1-18,

H5 A. Starosolski; Rudin-Keisler ordering of P-points under b = ¢; J. Symb.
Log. 2021, 86(4), 1691-1705.

2.1 Wstep

Gléwnymi obiektami moich matematycznych zainteresowan sg monotoniczne
kontury ciggowe i (ultra)filtry na zbiorze liczb naturalnych. Monotoniczne
kontury ciggowe sg pojeciem stosunkowo mlodym, z kolei ultrafiltry na w
sg klasycznym "poligonem doswiadczalnym" teorii mnogosci, z jednej strony
stosunkowo dobrze przebadanym, z drugiej pozostaje w tym zakresie wiele
biatych plam i znanych pytarn otwartych broniacych sie juz od kilkudziesieciu
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lat a tematyka ta jest wcigz obecna w pracach takich autoréw jak A. Blass, J.
Brendle, N. Dobrinen, D. Raghavan, S. Shelah, S. Todoréevié¢ i wielu innych.

Monotoniczne kontury ciggowe zostaly wprowadzone w pracy [8] jako na-
rzedzie do badania przestrzeni ciggowych z punktu widzenia teorii zbieznosci.
W kolejnej pracy [9] udowodniono m.in. twierdzenie dotyczace ciagtego prze-
dluzania funkeji zdefiniowanych na elementach ekstremalnych kaskady na
pewng podkaskade (wszystkie konieczne definicje w czesci 2.2 ponizej). Z te-
go twierdzenia korzystalem w wielu moich pracach. Potrzebujac mocniejszej
wersji jeszcze raz przesledzitem dowod zauwazajac, ze jest bledny. Prawidlo-
wy dow6d zostal podany w pracy [H4| i stad te prace, zaburzajac kolejnosé
chronologiczna, omawiam jako pierwsza. Monotoniczne kontury ciagowe oka-
zaly sie skutecznym narzedziem w badaniu niektérych szczegdlnych typow
(ultra)filtrow na zbiorze liczb naturalnych. W tym zakresie w skladzie osig-
gniecia prezentuje wyniki dotyczgce P-hierarchii, ultrafiltréw porzadkowych i
najszerzej znanej klasy - P-punktow, a poza osiggnieciem przedstawiam wy-
niki dotyczace filtrow podciggowych. Zlozony do publikacji aytykét pokazuje
tez zastosowania konturéw w badaniu Level - ultrafiltréw.

Za najwazniejsze wyniki mojej pracy uznatbym

e Przebadanie wlasnosci dziedzicznych kaskad o zgodnym konturze i do-
wo6d Twierdzenia 2.3.8 o przedtuzaniu funkcji ciagtej z ext V na pewna
peing podkaskade. [H4|

e Twierdzenie 2.7.3 o rosngcym ciggu PT-rodzin wraz z wykorzystaniem
go do dowodow twierdzen zanurzeniowych réznych obiektéw w zbidér
P-punktéw z porzadkiem RK, przy zalozeniu b = ¢, ze szczegbélnym
uwzglednieniem zanuzen liczb < b* (tw. 2.7.9) i dlugiej prostej (tw.
2.7.11). [H5]

e Twierdzenie 2.5.9 o istnieniu kaskady generujacej "podnoszacy" po-
rzadek wzgledem porzadkéw generowanych przez pary kaskad ktoérych
kontury zawieraja sie w ustalonym ultrafiltrze, wraz z dowodem (ZFC)
(tw. 2.5.10) o pustosci klasy JZ*.-ultrafiltrow. [H2]

e Zdefiniowanie i zbadanie wtasnosci P-hierarchii wraz z jej relacjami
z Z-ultrafiltrami (w rozumieniu Baumgartnera) [H1, H3, R2, R4]. Do
osiggniecia wybratem z nich wylacznie prace [H1, H3] poniewaz prace
te wyrdzniajg sie, jak sadze, ciekawszymi wynikami i wyzszg trudnoscia
dowodowa.



2.2 Kaskady i ich kontury - podstawowe definicje

Poniewaz tematyka dotyczaca ultrafiltrow nalezy do "wspdlnego jezyka" teo-
rii mnogos$ci, nie powtarzam tu klasycznych definicji z tego zakresu. Z kolei
monotoniczne kontury i kaskady ciggowe z pewnoscia, do tego wspdlnego
jezyka nie nalezg, ponizej lacze wiec podstawowe informacje, konieczne do
wygodnej lektury reszty autoreferatu.

Monotoniczne kontury ciggowe sa filtrami definiowanymi przy pomocy
iteracji operacji granicy na bazie monotonicznych kaskad ciagowych. Zanim
podam definicje pragne zwroci¢ uwage na nieustabilizowane i nazewnictwo i
symbolike operacji granicy co moze powodowaé niedogodnosé lektury. Krot-
kie omé6wienie historyczne znajduje sie w Appendixie pracy [H4], tu tylko za-
znaczam, ze operacja ta byta w moich pracach oznaczana przez [ £Gs 2 7 Gs
i przez Lir G,. W autoreferacie trzymam sie ostatniego z tych oznaczen. W
autoreferacie ujednolicitem tez inne oznaczenia uzywane w moich pracach,
tak wiec terminologia i uzyte w autoreferacie symbole moga by¢ niezgodne z
uzywanymi w osiggnieciu i w pozostatych publikacjach.

Same kontury mozna zreszta wprowadzaé takze i bezposrednio przez ite-
racje operacji granicy (poczatkowo) na filtrze ciggowym, niemniej jakakol-
wiek glebsza analiza nieodwotalnie wymaga kontroli sposobu iteracji i tu
monotoniczne kaskady ciggowe pojawiajg sie w naturalny sposéb. Tego typu
problemy i obiekty pojawiaja sie przy badaniu réznych iterowanych proceséw
w topologii, np. w pracy Franklin-Rajagopalan [11] przy badaniu topologii
podciggowych.

Operacja granicy zostata wprowadzona przez H. J. Kowalsky’ego w [19] a
wtornie odkryta i rozpropagowana przez Z. Frolika w [12]. W pelnej ogdlnosci
operacje granicy(kontury/sumy/produktu) definiujemy dla rodziny F = {F; :
s € S} filtréw na ustalonym zbiorze X i dla filtra G na zbiorze S indekséw
rodziny F jak nastepuje

g 7o = Upeg e ™

W szczegblnym wypadku, gdy S = w a G jest filtrem koskoriczonym na w,

Lign) P 1= Uk<w ﬂn>k Fn:

Kaskadg nazywamy takie drzewo (V,C) z elementem minimalnym 0y,
ktorego wszystkie galezie sg skoriczone. Zbiér elementéw maksymalnych ozna-
czamy max V, a elementy ekstremalne to elementy maksymalne i element mi-
nimalny (ext V = max VU{{y }). Kaskade nazywamy ciggowq jesli dla kazde-
go v € V' \max V zbiér bezposrednich nastepnikéw (v* lub VT (v)) jest mocy
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No. Rzqd elementu v w kaskadzie V' (r(v) lub 7y (v)) definiujemy rekurencyj-
nie. Dla v € max V' przyjmujemy r(v) = 0 a jesli mamy zdefiniowany r(w)
dla wszystkich w 3 v to przyjmujemy r(v) = sup {r(w)+ 1;w € v*}. Kaska-
de ciggowa nazywamy monotoniczng jesli dla kazdego v € V' \ max V istnieje
taki porzadek na v, ze rzedy kolejnych elementow stanowig ciagg niemalejacy
typu w. Rzedem kaskady V nazywamy r(V') = r(0y). Dla monotonicznej ka-
skady ciagowej ustalamy (bez oznaczania) taki porzadek i przez v,, oznaczamy
n-ty element v* (dla v € V\max V). Zauwazmy, ze dla kazdej monotoniczne;
kaskady ciggowej V, dla kazdego jej elementu v zbiér v = {w € V : v C w}
(v™ lub V(v) jesli chcemy zaznaczyé, ze rozpatrujemy v' wzgledem kaskady
V') stanowi (przy zachowaniu porzadku) monotoniczna kaskade ciagows.

Dla uproszczenia zapisu stosujemy konwencje utozsamiajaca filtr na pod-
zbiorze z filtrem przez niego generowanym na caltym zbiorze.

Kontur [V monotonicznej kaskady ciagowej V' (monotoniczny kontur
ciggowy) definiujmy rekurencyjnie, jako filtr na max V. Jesli r(v) = 0 to [ o7
jest ultrafiltrem glownym generowanym przez {v} na maxV. Jes§li mamy
zdefiniowane [ v} dla wszystkich v, € v*, to [v" = Li(y) [v]. Poniewaz
o=Vt [V=]0l.

Poniewaz max V' dla monotonicznej kaskady ciaggowej rzedu niezerowe-
go jest zbiorem nieskoriczonym przeliczalnym, to traktujemy go zwykle jako
(podzbiér zbioru) w.

2.3 Praca H4 - Ciagle rozszerzenia odwzorowan pomie-
dzy kaskadami ciggowymi

To praca wspélna z Szymonem Doleckim. Wktadem Prof. Doleckiego by-
to przelozenie pracy z mojego bardzo technicznego sposobu prezentacji do
postaci obecnej, Prof. Dolecki odpowiadat tez za strone formalno-jezykowa,
dodal Appendix i Rozdzial 4 o interpretacji w przestrzeni Cecha-Stona. Cala
reszta, w szczegblnosci: zauwazenie luki w pracy [9], przeprowadzenie prawi-
dlowego dowodu i poglebione badania w zakresie pracy, jest moim wkladem.
(Zalaczone oswiadczenie Prof. Doleckiego)

Gloéwnym zadaniem pracy [H4] bylo prawidlowe udowodnienie i wzmoc-
nienie Twierdzenia 3.3. z pracy [9], co osiagnieto w Twierdzeniu 7.2. W tym
celu rozwinelismy metody pozwalajace badaé¢ dziedziczne wlasnosci kaskad,
ktorych kontury (lub ich obrazy) sa zgodne (t.j. lacznie stanowia rodzine
scentrowang). Dodatkowo pokazaliSmy, ze w rozumieniu technicznym czy
konceptualnym monotoniczny kontur ciggowy definiuje kaskade, ktorej jest
konturem.

Pierwszym wynikiem pracy [H4] jest Twierdzenie o Alternatywie pozwa-



lajace m.in. przejsé krok graniczny w badaniu dziedzicznych zachowan ka-
skad /konturéw. Przypomnijmy:

Niech A i B bedg rodzinami scentrowanymi, jesli A U B tez jest rodzing
scentrowang, to méwimy, ze A jest zgodna z B i piszemy A#B, a jesli rodzina
B jest jednoelementowa, tzn. B = { B} wowczas upraszczamy zapis do A#B.

Definicja 2.3.1. Zbiér A C w X w nazywamy transwersalnym jesli A jest
nieskoriczony a zbiory {l : (n,l) € A} i {m: (m,k) € A} sq co najwyzej jed-
noelementowe dla kazdego n,k < w.

Twierdzenie 2.3.2 (H4, Theorem 3.1). Niech (F,), @ (Gr), beda ciggami
filtrow na zbiorze X 1 niech

f = Li(n) .7:n 1 g = Li(k) gk.
Jesli F#G, wtedy zachodzi przynajmnie] jeden z ponizszych warunkow

A.1. F,#G dla transwersalnego zbioru par (n, k),
A.2. F#G; dla nieskoriczenie wielu k,

A.8. Fo#G dla nieskoriczenie wielu n.

Warto zaznaczy¢, ze nie jest to alternatywa roztaczna

Propozycja 2.3.3 (H4, Proposition 3.5). Niech § # J C {1,2,3}, wtedy
istniejg takie ciggi filtrow (Fy), i@ (Gk), 26 F#G dla F = Lipny Fn, G =
Lix) G, @ ze warunek (A.j) zachodzi dla j € J i nie zachodzi dla j & J.

Krokami posrednimi w dowodzie Twierdzenia 2.3.8 sa ponizsze twier-
dzenia 2.3.6, 2.3.7 opisujace zachowanie kaskad, ktérych obrazy konturéw
sy zgodne. Twierdzenia poprzedzam definicja i lematem umozliwiajacym jej
wprowadzenie.

Lemat 2.3.4 (H4, Lemma 5.1). Niech V' bedzie monotoniczng kaskadg cig-
gowq % niech S bedzie takim zbiorem, ze [V#S. Wowczas istnieje Seo -
najwiekszy z podzbiorow S, tak:i ze

1) Se# [V

2) {v:3ds € Seo,v C s} jest monotoniczng kaskadg ciggowq (z zachowa-
niem porzqdku kaskady V')

Definicja 2.3.5. Kaskade {v : s € Sw,v T s} z poprzedniego lematu
oznaczamy Vs.
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Twierdzenie 2.3.6 (H4, Theorem 6.1). Niech V,W beda monotonicznymi
kaskadami ciggowymi, takimi ze maxV C X imaxW CY i niech ¢ : X —
Zy:Y — Z. Jesl

o [ Vit [ W), 1)

to istniejg R# [V 1 S# [ W, takie ze dla kaidego v € Vi istnieje w € W

dla ktérego
w(/vmw)#w(/wuwo, @)

i dla kazdego w € Wy istnieje v € Vg takie ze zachodzi (2).

Gdy w powyzszym twierdzeniu wzmocnimy zalozenia - funkcja ¥ jest
identycznoscia a obraz konturu V' jest wiekszy od konturu W, wéwczas istnie-
ja zbiory R, S, dla ktérych wybér w dla v (z tezy poprzedniego twierdzenia)
jest jednoznaczny.

Twierdzenie 2.3.7 (H4, Theorem 6.4). Niech V,W bedg monotonicznymi
kaskadami ciggowymi i niech ¢ : maxV — max W bedzie takie ze ([ V) D
[ W. Wtedy istnieje T# [V takie, ze dla kazdego v € Vr istnieje doktadnie
jedno w (v) dla ktdrego

o [ Vet [ Www).

Nastepnie dostajemy twierdzenie gtéwne, w ktérym na kaskadach roz-
wazamy najwieksza topologie przy ktorej ciag bezposrednich nastepnikow
zbiega do poprzednika.

Twierdzenie 2.3.8 (H4, Theorem 7.2). Jesli p : extV — ext W jest ciggla,
wtedy istnieje U# [V i ciggle odwzorowanie f : Viy — W takie ze f |
ext Vy = ¢ [ ext Vy.

Z Twierdzenia 2.3.8 dostajemy wnioski dotyczace zalezno$ci pomiedzy
rzedem konturu a teoriomnogo$ciowym zawieraniem konturéw (przez obraz)
i pewnego rodzaju jednoznacznosci kaskad generujacych konkretny kontur.

Whiosek 2.3.9 (H4, Corollary 7.4). Jesli V,W sq monotonicznymi kaska-
dami ciggowymi, dla ktorych [V = [W, tor (V) =r(W).

Whiosek 2.3.10 (H4, Corollary 7.5). Jesli F.G sq monotonicznymi kon-
turami ciggowymi, takimi ze r(G) > r(F), to f(F)ot 2 G dla kazdego
odwzorowania f.



Do ostatniego z wnioskéw z Twierdzenia 2.3.8 potrzebujemy jeszcze defi-
nicji

Definicja 2.3.11. Podkaskada W kaskady V jest prawie pela jesli Oy =
Oy i W (v) jest koskoriczonym podzbiorem V* (v) dla kazdego v € W.

Definicja 2.3.12. Niech VT bedg monotonicznymi kaskadami ciggowymia.
Mowimy ze T jest lokalnie skonczong partycja V (i oznaczamy, T > V)
jesli istnieje prawie petna podkaskada U kaskady V' 1 suriekcja skoriczenie-
do-jednego f : T — U taka, ze

7 (0v) = {07}, 3)
FIT[f~W)]] =V™ (v) jestiv e U\maxV, (4)
f | max Tjest identycznosciq. (5)

Propozycja 2.3.13 (H4, Proposition 7.5). Jesi T >V, to [T = [V.

Twierdzenie 2.3.14 (H4, Theorem 7.6). Jesli V,W sq monotonicznymi ka-
skadami ciggowymi, takimi ze [V = [ W, to istnieje monotoniczna kaskada
ciggowa T taka, ze T >V i T > W.

2.4 Praca H1 - P-hierarchia na fw

Pierwszym impulsem do powstania tej pracy bylo naturalne pytanie: czy/kiedy
istniejg ultrafiltry wolne nie zawierajace monotonicznego konturu ciggowego
rzedu 27 Okazalo sie, ze takie ultrafiltry to doktadnie P-punkty, a poniewaz
ultrafiltr (na w) jest wolny wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera monotoniczny
kontur ciagowy rzedu 1, pojawilo sie, przez analogie, kolejne pytanie - o ul-
trafiltry nie zawierajgce konturu danego rzedu a < w; a zawierajace kontury
wszystkich ! rzedéw nizszych.

Definicja 2.4.1. Méwimy, ze ultrafiltr u (na w) nalezy do klasy P, P-
hirearchii (dla oo < wy) jesli nie istnieje monotoniczny kontur ciggowy rzedu
a zawarty w u 1 dla kazdego f < « istnieje monotoniczny kontur ciggowy
rzedu [ zawarty w u. Jesl dla kazdego o < w istnieje monotoniczny kontur
ciggowy rzedu o zawarty w u, to mowimy, ze u € P, .

Propozycja 2.4.2 (H1, Proposition 2.1). Ultrafiltr u (na w) jest P-punktem
wtedy 1 tylko wtedy gdy U € Ps.

1Jesli ultrafiltr zawiera kontur rzedu B to zawiera réwniez kontury wszystkich rzedow
nizszych.
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W dalszej czesci pracy po pierwsze przebadano wybrane wtiasnosci P-
hierarchii, w$réd najwazniejszych wymienitbym

Twierdzenie 2.4.3 (H1, Theorem 2.3). Jesli u € Py 1 f : w — w, to
f(u) € Pg dla pewnego B < a.

Twierdzenie 2.4.4 (H1, Theorem 2.7). Jesli 1 < a < w; jest nastepnikowq
liczbg porzqdkowg i u € P, wtedy istnieje funkcja f : w — w taka, zZe f(u) €
Ps.

Twierdzenie 2.4.5 (H1, Theorem 2.5). Niech (an)n<. bedzie niemalejgcym
ciggiem przeliczalnych liczb porzgdkowych, niech a = lim ,,(a,), niech 1 <
B < wy. Jesli (uy) jest dyskretnym ciggiem ultrafiltrow takich, zZe u, € Pa,
i jesli u € Pg to [ upn € Pog(14p)- (Gdzie =1 + B oznacza (B jesli B jest
nieskoriczone a B — 1 jesli 8 jest skoriczone. )

Twierdzenie 2.4.6 (H1, Theorem 2.8). Nastepujgce warunki sq réwnowaz-
ne:

1) istnieje P-punkt;

2) klasy P, sa niepuste dla wszystkich przeliczalnych nastepnikowych o

3) istnieje przeliczalna liczba nastepnikowa o > 1 taka, ze klasa P, jest
niepusta.

Twierdzenie 2.4.7 (H1, Theorem 3.15). Niech P = J,,, Pa, wtedy P jest
zamknieta ze wzgledu na P-sumy. (To znaczy, zZe Liu, € P jesli u € P i
up €Pdlan<w.)

Twierdzenie 2.4.8 (H1, Theorem 3.13). (M A,_centr) Istnieje u € Ps nie
bedgcy postaci granicy Liu, dla ultrafiltrow wolnych u, u,, n < w.

Kolejnym impulsem bylo poréwnanie P-hierarchii do hierarchii ultrafil-
trow porzadkowych zdefiniowanej przez Baumgartnera w pracy [1]. Niech Z
bedzie rodzing podzbioréw zbioru X, zawierajaca wszystkie zbiory skoiczone
i zamknieta na podzbiory, wowczas ultrafiltr u na w jest Z-ultrafiltrem jesli
dla kazdej funkcji f : w — X istnieje U € u takie ze f[U] € I. Jesli X = w;
a za rodzine Z przyjmiemy rodzine zbioréw o typie porzadkowym mniejszym
niz o to dostajemy tak zwane J,-ultrafiltry. (Wtasciwe) ultrafiltry porzad-
kowe - J*-ultrafiltry to takie J,-ultrafiltry, ktore nie sg Jz-ultrafiltrami dla
zadnego 8 < a. Poniewaz Baumgartner pokazal, ze jesli a nie jest liczbg
niedekomponowalng (czyli nie jest postaci w”) to klasa Ji-ultrafiltrow jest
pusta, to de facto otrzymujemy hierarchie ultrafiltrow porzadkowych nalezg-
cych do klas J*. dla przeliczalnych liczb porzadkowych a.

Okazalo sie, ze dla ultrafiltréw porzadkowych Baumgartner w [1] uzyskat
twierdzenia analogiczne do Propozycji 2.4.2 1 Twierdzen 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5,
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2.4.6124.7, z tym, ze dla Twierdzen 2.4.4 i 2.4.6 w troche stabszej postaci.
Narzucilo sie wiec kolejne pytanie o rozréznienie i poréwnanie tych hierarchii.
W tym zakresie, cze$ciowo przy pomocy ultrafiltrow zbudowanych przez C.
Laflamme’a w pracy [21] udalo sie pokazaé, ze:

Twierdzenie 2.4.9 (H1, Theorem 3.8). Jesli istniejg P-punkty, to P,NJ}e #
0 dla kazdej przeliczalnej nastepnikowej a. 2

Niewystowiona w [H1| jako twierdzenie a z obecnej perspektywy sadze,
ze wazna jest nastepujaca wlasnoéé pokazana w dowodach twierdzen [H1,
Theorem 3.12] i [H1, Theorem 3.13]

Twierdzenie 2.4.10 (H1). (MA;_centr) ® Jus1 NPuy # 0; zachodzi réwniez
J:,u+1 N PS 7£ Q)

Twierdzenie 2.4.11 (H1, Theorem 3.9). (M Ay_centy) ® dla kazdej przeli-
czalnej nastepnikowej liczby o > 2 zachodzi: Py # Jla 1 Py # J .

Na wtlasnosci te watro spojrze¢ przez pryzmat Twierdzenia 2.4.9 gdyz
wspolnie pokazujg jak bardzo rézne indeksy ze wzgledu na klasy P-hierarchii
i ultrafiltow porzadkowych moga przyjmowaé konkretne ultrafiltry.

2.5 Praca H2 - Kaskady, porzadek i ultrafiltry

Baumgartner w swojej pracy [1| definiujac ultrafiltry porzadkowe zwrdcit

uwage, ze nastepujace pytanie pozostaje bez odpowiedzi nawet przy zatozeniu
CH lub MA

Pytanie 2.5.1. [1] Czy dla liczb granicznych o istniejg J e ultrafiltry?

Niech u, v bedg ultrafiltrami na w, przypomnijmy, ze v <. u jesli istnieje
funkcja f : w — w taka, ze f(u) = v ize f nie jest ani skoriczenie-do-jednego
ani stala na zadnym zbiorze U € u. Laflamme udowodnil, ze jesli ultrafiltr u
ma pod soba nieskoriczony ciag <.o- zstepujacy, to u jest przynajmniej J..,
ultrafiltrem [21, Lemma 3.2]. Laflamme postawil takze 2 pytania

Pytanie 2.5.2. [21, Open Problem 1] A co z wplywem <.-wstepujgcych
ciggow ponizej u? Wezmy ultrafiltr u ze wstepujacym <oo-ciggiem u >gry
co oo Ul oo Ug pod sobg. Ustalmy odwzorowania g; i f; bedace Swiadkami
na to, ze U >Ri U; 1 Uiy1 >oo U; 0dpowiednio. Problem tak naprawde lezy w
mozliwych relacjach miedzy g; i f; 0 g;+1 nawet w zaleznosci od elementow u.

W [H1] teza byla sformulowana "Jest relatywnie niesprzeczne z ZFC ...", niemniej

elementy wsp6lne sg budowane przy pomocy iteracji operacji granicy wzgledem P-punktu.

3Formalnie te twierdzenia byty sformulowane inaczej (Jest relatywnie niesprzeczne z
ZFC ...) a warunek (M Ay _centr) jest rezultatem wykorzystania w dowodach ultrafiltrow
Laflamme’a budowanych pod tym warunkiem

11
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Pytanie 2.5.3. [21, Open Problem 2] Czy istnieje ultrafiltr u z dowolnie dtu-
gim skoriczonym <-ciggiem ponizej u ale bez nieskoriczonego? To wyglgda
na najbardziej obiecujgcq droge do budowy J.-ultrafiltra.

Praca |[H2| odpowiada czesciowo na Pytanie 2.5.1 dowodzac (ZFC), ze
klasa J*,-ultrafiltrow jest pusta. Daje tez pozytywna odpowiedZ na Pytanie
2.5.2 1 negatywna na Pytanie 2.5.3.

Podstawowsg idea bylo wykorzystanie zalezno$ci pomiedzy zawieraniem
przez ultrafiltr konturu danego skoriczonego rzedu a typami porzadkowymi
obrazéw jego zbioréw na w;. Zaleznosci te opisujg propozycje z pracy H1 [H1,
Proposition 3.3] i [H1, Proposition 3.6] ktére mowia, ze

1) jesli ultrafiltr zawiera kontur rzedu a, to istnieje taka funkcja f:w —
w1, ze typy porzadkowe obrazéw zbioréw z ultrafiltra sa nie mniejsze niz w?,

2) jesli dla n < w i dla ultrafiltra u istnieje funkcja f : w — wy, taka, ze
ot (f[Uo]) > w* dla pewnego Uy € u a zarazem ot (f[U]) > w™ dla wszystkich
U € u, to ultrafiltr ten zawiera kontur rzedu n.

Wtasnosé 2 implikuje, ze J.-ultrafiltry zawieraja kontury wszystkich
skonczonych rzedow. Wykorzystujac wlasnosci konturéw trzeba byto zbudo-
waé cigg "rozrastajacych sie" kaskad tak, by graniczna kaskada definiowala
takg funkcje f : w — wi, ze typy porzadkowe obrazéw elementéw z do-
wolnego ultrafiltra zawierajgcego kontury tych kaskad sa niemniejsze niz w®.
Problem stanowita kontrola "rozrostu" kaskad. Zauwazmy, ze kontur kaskady
granicznej nie musi zawiera¢ sie w ultrafiltrze.

Definicja 2.5.4. Dla liczby porzgdkowej a definiujemy indec (o) jako naj-
wiekszq niedekomponowalng liczbg porzedkowg < . 4

Definicja 2.5.5. Dla monotonicznej kaskady ciggowej V oznaczmy przez
fv dowolng zachowujgcq porzgdek leksykograficzny funkcje maxV — wy,
tzn. takg, ze jesli v',v” € maxV, v J vy, v" D Uy, n < m, v € V to
fv (@) < fu(v”). (Innymi stowy, porzqdek leksykograficzny rozumiemy jako
porzgdek drzewa rozszerzony o porzqdki na zbiorach nastepnikow elementow
nie maksymalnych).

Definicja 2.5.6. Niech V i W bedg takimi monotonicznymi kaskadami cig-
gowymi, ze maxV D max W. Mowimy, ze W podnosi porzqdek V @ piszemy
W =V jesli ot (fw(U)) > indec (ot (fy(U))) dla kazdego U C maxW.

Przypomnijmy, ze dla rodziny scentrowanej A symbol (A) oznacza filtr
dla ktorego A jest podbaza. Niech R,y oznacza {v € V : ry(v) = a}.

4Z tw. Cantora o postaci normalnej taka liczba jest zdefiniowana jednoznacznie.
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Definicja 2.5.7. Niech u bedzie filkrem a V., W takimi monotonicznymi ka-
skadami ciggowymi, ze [V C w i [W C u. Mowimy, ze rzqd o w ka-
skadzie V' zgadza si¢ z rzedem B w kaskadzie W ze wzgledu na filtr u jesl
U(v,w)eRalvag,w(%w N Wy) € u przy dowolnym wyborze Vow € JoV i

me € fwTW; relacje te oznaczamy oy E, By

Waznym narzedziem pomocniczym w dowodzie gtéwnego twierdzenia pra-
cy jest nastepujaca propozycja

Propozycja 2.5.8 (H2, Propozycja 3.8). Niech V ¢ W bedg monotonicznymi
kaskadami ciggowymi, takimi ze [V# [W, oznaczmy U = (fV U [W)
Wowczas ]-VEL{IW 1 T'(V)VEMT'(W)W.

Glownym twierdzeniem pracy jest ponizsze Twierdzenie 2.5.9 umozliwia-
jace budowe i kontrole "odpowiednio rosnacego" ciagu kaskad.

Twierdzenie 2.5.9 (H2, Twierdzenie 3.11). Niech u bedzie ultrafiltrem i
niech V., W bedg monotonicznymi kaskadami ciggowymi skoriczonego rzedu,
takimi ze [V Cu i [W Cu. Woéwczas istnieje taka monotoniczna kaskada
ciggowa T rzedu nie mniejszego niz max{r(V),r(W)} i nie wiekszego niz
r(V)+r(W)—=1,2¢ [TCu, T2V iT=>W.

Dowod powyzszego twierdzenia jest de facto odpowiedzia na Problem
2.5.2 - poniewaz pokazuje zwiazki pomiedzy g; a f;og;+1 (0znaczenia z Pytania
2.5.2), ze wzgledu na naturalna, opisang ponizej, relacj¢ kaskad skonczonego
rzedu i skoniczonych ciggéw <,-rosnacych.

Niech u bedzie ultrafiltrem, przypusémy, ze istnieje taki ciag (u,...un)
wolnych ultrafiltrow, ze u = Ug >0 Ul >0 - - - >oo Un. Wezmy tez cigg funkeji
- fm i w — w - Swiadkow, ze Um—1 >0 Um-

Zbudujemy monotoniczng kaskade ciagowa V' korespondujaca, ze wzgledu
na pewne U € u, z powyzszym ciggiem. W tym celu budujemy ciag kaskad
(W1);<n. Wezmy monotoniczna kaskade ciagowa W* rzedu 1 i oznaczmy ele-
menty max W! liczbami naturalnymi poprzez jakakolwiek bijekcje. Oczywi-
sme Weu,dlaW € [ W Weimy W? = WU max w card (7 (i) =00 S - (8)

5 uporzadkowna przez, rozszerzony przez przechodnio$é, nastepujacy przed-
porzadek: jesli w',w” € W1 to w' Cy2 w” wtedy i tylko wtedy gdy w' Cyn
w”; jesli w' € max W' iw” € max W2 to w' Cyr2 w” wtedy i tylko wtedy gdy
fo(w”) = w'. Oczywiscie W € u,,_; dlakazdego W € [ W?2. Kontynuujemy te
procedure do otrzymania W". Wezmy zbiér wszystkich gatezi W™ o dlugosci

5Poniewaz formalnie poziomy kaskady musza byé rozlaczne mozemy zalozy¢, ze dzie-
dzina f; i przeciwdziedziny f,, sa podzbiorami parami rozltacznych kopii w.
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n 1 niech S bedzie zbiorem elementéw maksymalnych tych galezi, zauwazmy,
ze S € u. Teraz wystarczy przyja¢ V = Wg.

Wezmy teraz V, taka monotoniczng kaskade ciagows skonczonego rzedu,
ze [V C u. Bez straty ogoélnosci mozemy przyjac, ze wszystkie galezie V'
majg dlugosé n. Dla kazdego v € V niech ¢ bedzie dowolnym elementem
z maxv'. Rozwazmy funkcje f; : w — w takie, ze f;(w) = 9 dla kazdego
w € maxv' gdzie r(v) = i. Wigc u > f1(U) >0 f2(U) >0 oo >o0 fnlu),
(detaliczny opis w pracy [R2]).

Ostatnie z twierdzen pracy [H2] dowodzi (ZFC) pustosci klasy J. ultra-
filtrow (czesciowa odpowiedz na Problem 2.5.1) zarazem pokazujac (dowdd),
poprzez relacjg kaskada-ciag <.,-wstepujacy, ze jeSli pod ultrafiltrem jest
dowolnej dtugosci skoriczony ciag <., wstepujacy to jest i taki ciag nieskon-
czony, dajgc odpowiedz na Pytanie 2.5.3.

Twierdzenie 2.5.10 (H2, Twierdzenie 3.14). (ZFC) Klasa J}.-ultrafiltréw
jest pusta.

2.6 Praca H3 - Jak wysoko w P-hierarchii moga lezeé
Baumgartnerowskie Z-ultrafiltry?

Praca wspélna z Michatem Machurg. Dr Machura byl inicjatorem tej pracy,
jego pomystem byla teza gléwnego twierdzenia [H3, Theorem 3.1]. Dowod
powstal w dlugiej dyskusji, przy czym pomyst i dowoéd kombinatorycznego
jadra dowodu twierdzenia [H3, Theorem 3.1] to jest propozycji [H3, Pro-
position 3.2| byl méj. Pozostale wlasnosci, w tym opis klasy w; byly moja
zashuga, z kolei dr Machura odpowiadal tez za za strone techniczno-jezykows
i sposdb prezentacji wynikow. (Zalaczone oswiadczenie doktora Machury.)

Praca inspirowana twierdzeniem J. Flaskovej (Blobner) z jej doktoratu
[10] pokazujacym, ze przy CH dla kazdego gestego P-idealu Z, zawieraja-
cego wszystkie zbiory jednoelementowe, istniejg Z-ultrafiltry, w rozumieniu
Baumgartnera (str. 10), nie bedace P-punktami. Gléwne twierdzenie naszej
pracy pokazuje (zakladajac CH), ze dla kazdego a < w;, dla kazdego gestego
P-ideatu Z, w klasie P, istniejg Z-ultrafiltry. Warto tu tez wspomnie¢, ze w
pracy [R4] (poza osiaggnieciem) pokazano ze dla kazdego a < wy klasa P, za-
wiera thin-ultrafiltry (dla a przeliczalnego zakladajac M A, _centr, dla o = wy
zakladajac CH).

Przypomnijmy, ze ideal Z na X nazywamy gestym jesli w kazdy nie-
skoniczony podzbior X zawiera nieskonczony zbiér z Z. Ideal 7 nazywamy
P-ideatem, jesli dla kazdego ciagu (I,)n<. elementow z 7 istnieje taki I € Z,
ze I, C* I dla wszystkich n.
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Kombinatorycznym jadrem dowodu twierdzenia gtéwnego jest nastepuja-
ca Propozycja 2.6.2, ktérg poprzedzimy definicja.

Definicja 2.6.1. Ustalmy monotoniczng kaskade ciggowq V, zbiér F# [V
i funkcje f € “w. Dla kazdego v € V piszemy U € S(v) jesli

1. U C maxv'
2. UNF# [
3. card flUNF] =1.

Propozycja 2.6.2 (H3, Proposition 3.2). Zachodzi jedna z mozliwosci:
1. S(By) # 0

2. istnieje antylaricuch (ze wzgledu na porzqdek kaskady) A taki ze

(a) S(v) =0 dla wszystkich v € A,
() (U{maxw’: w € v*,S(w) # 0}# [ o' dla wszystkich v € A,
(c) (U{maxvT:veA}# [V.

Twierdzenie 2.6.3 (H3, Twierdzenie 3.1). (CH) Niech I bedzie gestym P-
ideatem zawierajgcym wszystkie zbiory skoriczone i niech v < w;. Wowczas
istnieje Z-ultrafiltr u nalezgcy do klasy P,.

W kolejnym twierdzeniu wzmacniamy teze o istnienie pary RK nieporéw-
nywalnych Z-ultrafiltrow w kazdej przeliczalnej klasie P-hierarchii.

Twierdzenie 2.6.4 (H3, Twierdzenie 4.1). (CH) Niech I bedzie gestym P-
ideatem zawierajgcym wszystkie zbiory skoriczone i niech 1 < vy < wy. Wow-
czas istniejqg RK-nieporéwnywalne Z-ultrafiltry u, o nalezgcy do klasy P, .

2.7 Praca H5 - Porzadek Rudin - Kisler na P-punktach
przy zalozeniu b = ¢

M.E. Rudin swojej pracy [22] pokazala, ze zaktadajac CH nad kazdym P-
punktem istnieje P-punkt ostro RK wiekszy. Kilka lat p6zniej A. Blass [2]
uzyskal ten sam wynik zakladajac MA,_censy®. W tej samej pracy Blass
pokazal tez m.in. ze (M Ay—centr) kazdy RK-rosnacy w-ciag P-punktéw jest

8Co prawda wyniki Blassa byty sformulowane przy zalozeniu MA, ale, jak zauwazyl
sam Blass w [3], dowody pozostawaly prawdziwe przy MA,_cent:-
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ograniczony (RK) od gory P-punktem i ze (M Ay_centr) istnieje zanurzenie
porzadkowe prostej rzeczywistej w P-punkty (z porzadkiem RK).

W pracy [H5] pokazana jest metoda ktora powyzsze wyniki Blassa mozna
uzyskaé przy zatozeniu b = ¢ 7, co wiecej, dowody prowadzone tg metoda sa
kilkakro¢ krotsze i wykorzystuja wylacznie podstawowe narzedzia teoriom-
nogosciowe (indukcja pozaskoriczona w miejsce MA, _centy) @ sama metoda
umozliwia tez pokazanie nowych twierdzen.

W swojej pracy Blass pytal tez [2, Question 4] o to jakie liczby porzad-
kowe mozna zanurzyé¢ w rodzine P-punktéw (z porzadkiem RK). W [H5],
zakladajac b = ¢, pokazano ze kazda liczba porzadkowa mniejsza od ¢* jest
tak zanurzalna. Pokazano takze istnienie zanurzenia porzgdkowego dlugiej
prostej w P-punkty.

Zdefiniowano takze inwariant q przy pomocy ktérego potencjalnie mozna
oslabi¢ zalozenia powyzszych twierdzen i pokazano warianty réznych inwa-
riantéw kardynalnych.

Majac Propozycje 2.4.2 wiemy, ze ultrafiltr wolny jest P-punktem wtedy i
tylko wtedy gdy nie zawiera monotonicznego konturu rzedu 2. Problem pracy
indukcyjnej polega na tym, ze podbaza filtra nie generujaca filtra zawiera-
jacego monotoniczny kontur ciggowy rzedu 2 po dodaniu przeliczalnej iloSci
zbior6w moze juz generowaé filtr zawierajacy taki kontur. Stad nastepujaca
definicja

Definicja 2.7.1. Moéwimy, ze rodzina A jest quasi-drobniejsza niz filtr F
jeli istnieje przeliczalna rodzina C taka, ze AU C jest rodzing scentrowang 1

(AUC) D F.

Przypomnijmy, ze rodzine nazywamy P*-rodzing jesli nie jest quasi-drobniejsza
od zadnego monotonicznego konturu ciagowego rzedu 2. &

Ustalmy monotoniczna kaskade ciggowa rzedu 2, ktérg mozemy widzieé
jako nieskoriczong partycje w na zbiory nieskonczone °. Kluczowym pomystem
dla dowodu Twierdzenia 2.7.3 jest, mowigc nieformalnie, relacja pomiedzy
funkcjami w — w a zbiorami z konturu ustalonej kaskady.

"Przypomnijmy, ze M Ay _centr jest réwnowazne p = c, i ze istnieja modele w ktérych
p==.

8Historycznie definicja zostala wprowadzona przez Mathiasa pod inna nazwa i w inny
sposéb

9Formalnie skoriczenie wiele z tych zbioréw moze byé jednoeomentowych - odpowiada-
jacych nastepnikom elementu minimalnego, ktore sg elementami maksymalnymi. Niemniej
poniewaz kontur kaskady pozostaje niezmienny po odrzuceniu tych elementéw z kaskady,
bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze wszystkie galezie sa dlugosci 2, a to zapewnia, ze
wszystkie zbiory w partycji sa nieskoriczone
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Definicja 2.7.2. Niech W = (W, )n<w bedzie partycje w na nieskoriczone
podzbiory. Dla kazdego n < w, niech (wg), ., bedzie rosngcym ciggiem takim,
ze W, = {w} : k <w}. Dla kazdego f € “w i m < w, niech

Ew (f,m) = {wg : f (n) <k,m <n} (6)

Jesli F € [W, wtedy, z definicji, istnieje najmniejsze np < w takie, ze
Wo \ F jest skoriczone dla kazdego n > np. Teraz, dla kazdego n > np,
istnieje najmniejsze k, < w takie, ze wy € F dla kazdego k > k,. Niech
[ oznacza zbior tych funkcji f dla ktérych n > np = f(n) = k,. Wtedy
Ew (f,np) jest takie samo dla kazdego f € ffr, to jest najwiekszy zbior
postaci (6) zawierajacy F. Oczywiscie, Eyw (fr,nr) € [W.

I na odwrdt, dla kazdej funkcji f € “w, definiujemy rodzing Wy podzbioréw
w jak nastepuje: F' € Wy jesli istnieje np < w takie, ze F' = Ey (fr,nF).

Nastepnie wykorzystujac powyzsza zaleznosé dowodzimy:

Twierdzenie 2.7.3 (H5, Theorem 2.5). Niech (Aq)a<p<p bedzie wstepujacym

ciggiem P*-rodzin. Wowczas, |, .5 Ao jest PT-rodzing.

Jako zastosowanie pokazano serie twierdzen o porzadku RK na P-punktach.
Pierwsze z twierdzen jest co prawda bezposrednia konsekwencja [23, Propo-
sition 2.26] M. R. D. Matiasa polaczonego z [2, Theorem 1] A. Blassa, ale
zaprezentowany w [H5] dowod jest otwarciem wspélnej idei, lezacej u podstaw
dowodoéw kilku z kolejnych twierdzeni. Ideg ta jest relacja pomiedzy domino-
waniem funkcji skoriczenie-do-1a porzadkiem RK ultrafiltréw definiowanych
z uzyciem tych funkcji na specjalnych drzewach, natomiast problemem kom-
binatorycznym i de facto gléwng trudnoscia kazdego z dowoddéw jest poka-
zanie, ze odpowiednie rodziny wchodzace w sktad ciagu z Twierdzenia 2.7.3
sg PT-rodzinami.

Twierdzenie 2.7.4 (H5, Theorem 3.1). (b = ¢) Jesli p jest P-punktem,
wtedy istniej P-punkt q, taki ze q jest ostro RK wieksze od p.

Twierdzenie 2.7.5 (H5, Theorem 3.4). (CH) Jesli p jest P-punktem, wtedy
istnieje zbior U mocy ¢ Rudin-Keisler nieporéwnywalnych P-punktow, takich
ze u >gg p dla kazdego u € 4.

Twierdzenie 2.7.6 (H5, Theorem 3.5). (b = ¢) JeSli (pn)n<w jest RK-
rosngcym ciggiem P-punktéw, wtedy istnieje P-punkt u taki ze w >gk Pn
dla wszystkich n < w.

Z ostatnim twierdzeniem zwigzanie jest pytanie o to jakie RK rosnace
ciaggi P-punktéw majg ograniczenia gorne w zbiorze P-punktéw. D. Raghavan
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i J. L. Verner pokazali w [25] zaktadajac O, ze istnieje nieograniczone od goéry
zanurzenie w; w P-punkty.

W odpowiedzi na pytanie Blassa dotyczace zanurzen liczb porzadkowych
w zbiér P-punktéw z porzadkiem RK dostajemy Twierdzenie 2.7.9 w dowo-
dzie ktoérego wykorzystano pomyst rozrzuconych rodzin niemalejacych funkeji
w—w 10

Definicja 2.7.7. Moéwimy, ze zbior A C “w jest rozrzucony jeslk lim , ., |
f(n) —g(n) |= oo dla kazdej pary réznych funkcji f,g € A.

A kluczowy w ich wykorzystaniu jest nastepujacy fakt:

Fakt 2.7.8 (H5, Fakt 3.9). Dla kazdego v < b, istnieje ostro <*-rosngcy
rozrzucony ¢igg F = (fa)a<y C “w niemalejgcych funkcji.

Twierdzenie 2.7.9 (H5, Theorem 3.10). (b = ¢) Dla kazdego v < b™, dla
kazdego P-punktu p istnieje RK-rosngcy cigg {ps : o < v} P-punktow, taki
ze po = p-

Wykorzystujac pomyst przestrzeni X z pracy Blassa [2] dostajemy wzmoc-
nienie jego twierdzenia do postaci

Twierdzenie 2.7.10 (H5, Theorem 3.12). (b = ¢) Istnieje zanurzenie po-
rzgdkowe prostej rzeczywistej w P-punkty.

a tgczac metody dowodu poprzedniego Twierdzenia 2.7.10 z ideami z do-
wodu Twierdzenia 2.7.4 i serig nowych pomystéw dostajemy zanurzenie diu-
giej prostej w P-punkty. Przypomnijmy, ze dlugg prosta nazywamy zbidér
w1 x (0,1]) z porzadkiem leksykograficznym.

Twierdzenie 2.7.11 (H5, Theorem 3.14). (b = ¢) Dla kazdego P-punktu p
istnieje zanurzenie porzgdkowe dtugiej proste; w P-punkty powyzej p.

Zdefiniujmy liczbe kardynalna q

Definicja 2.7.12. Liczbe kardynalng q definiujemy jako najymniejszg moc
rodziny B, dla ktorej istnieje rodzina A taka zZe (AUB) zawiera monotoniczny
kontur ciggowy i (AUC) nie zawiera monotonicznego konturu ciggowego rzedu
2 dla zZadnej przeliczalnej rodziny C.

Z twierdzen 2.7.3 1 [R2, Theorem 5.2| dostajemy

10Przy zalozeniu MA B. Kuzeljevié i D. Raghavan w pracy [20] pokazali istnienie zanu-
rzenia ¢t w P-punkty
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Twierdzenie 2.7.13 (H5, Theorem 4.1). b <cofq<g<?

Analiza dowodéw pozwala zauwazy¢, ze twierdzenia 2.7.4, 2.7.6, 2.7.9,
2.7.101 2.7.11, z wykorzystaniem zaprezentowanych dowodéw, moga by¢ po-
kazane przy potencjalnie stabszym?!! zalozeniu q = c.

Co wiecej niezmiennik q jawi sie jako przyktad mozliwego globalnego po-
dejscia do wszystkich klasycznych matych liczb kardynalnych.

Definicja 2.7.14. Niech S i T bedg rodzinami (zbioréw, funkcji czy innych
objektow) takich, ze dla kazdego S € S istnieje T € T takie, zZe S C T. Dla
kazdego S € S, definiujemy

0is5t(S, T) = min {card (B) : SUB € T}.

Niech D(S,T) = {0ist(S,T) : S € S}. Jako zbior liczb kardynalnych, D(S, T)
jest dobrze uporzgdkowany, wiec mozemy zdefiniowac distg(S, T) jako element
element ©(S, T) o numerze porzadkowym B. Co wiecej, jesli a jest liczbg
graniczng, i liczby 0ists(S, T) sq zdefiniowane dla wszystkich 8 < o, wtedy
Visto(S, T) = sup 4,0ists(S, T).

W szczegdlnosci, jesli S oznacza zbidr rodzin podzbiorow w zgodnych z
jakimkolwiek monotonicznym konturem ciggowym rzedu 2 a T zbidr rodzin
zawierajgcych podbaze monotonicznego konturu ciggowego rzedu 2, to defi-
niujemy g = 0ist, (S, T).

Propozycja 2.7.15 (H2, Proposition 5.2). qo =0, g1 =1, g2 =Ng, g3 = g
1 o <0 dla wszystkich a.

Jesli S jest zbiorem rodzin mocno scentrowanych (na w), a T jest zbiorem
podbaz wolnych ultrafiltréw (na w), wtedy dostajemy warianty u.

Fakt 2.7.16 <H5, Fakt 54). Uy = 0, u = ]., Uy > Nl.

Analiza dowodu Twierdzenia 2.7.5 pokazuje, ze zachodzi ono przy zalo-
zeniu (q = up = ¢).
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Praca R1 Moéwimy, ze filtr F jest fraktalny jesli (FU{A}) jest RK réwnowazne F
dla kazdego A#F. Superkonturem nazywamy filtry postaci (., Ca),
gdzie (Cy)a<w, jest C-rosnacym ciagiem monotonicznych konturéw cia-
gowych, takich ze r(C,) = a. Istotnoé¢ superkonturéw jest zwiazana ze
zbiezno$ciowym opisem przestrzeni ciggowych. W pracy [R1] pokazuje
miedzy innymi, ze

- (CH) Nad kazdym superkonturem istnieje wiekszy (C) superkontur,
ktory jest ultrafiltrem [R1, Theorem 3.2]

- (CH) Istnieje 2™ fraktalnych nie maksymalnych superkonturéw na w.
[R1, Theorem 3.7] Niemaksymalnos¢ jest o tyle wazna, ze ultrafiltry sa
fraktalne.

- (2% < 2™1) Istnieje 2™ niefraktalnych superkonturéw. [R1, Corollary
4.5]

Praca R2 dotyczy P-hierarchii, za kluczowe jej wyniki uznatbym

- przebadanie szczegdlnych wtasnosci klas P-hierarchii skoniczonego in-
deksu [R2, Theorem 3.1]

- niech A bedzie klasg filtrow na w. Méwimy, ze u € A jest (dla A) rela-
tywnie RK minimalny jesli dla kazdej funkcji f : w — w albo f(u) = u
albo f(u) € A. W [R2] pokazuje, ze jesli istnieja ultrafiltry Ramseyow-
skie, to w klasach o skonczonych indeksach P-hierarchii i ultrafiltréw
porzadkowych istniejg elementy relatywnie minimalne i ze w klasach P-
hierarchii o indeksach nieskonczonych nastepnikowych nie ma elemen-
tow relatywnie minimalnych. [R2, Corollary 4.6] [R2, Corollary 6.5]
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- (CH) Wszystkie klasy P, sa niepuste [R2, Theorem 6.5]

- Méwimy, ze klasa A ultrafiltréw istnieje generycznie, jesli kazda ro-
dzine scentrowang mocy < ¢ mozna rozszerzy¢ do elementu z 4. W
[R2, Theorem 5.2] dowodze, ze minimalna moc bazy kazdego monoto-
nicznego konturu ciggowego rzedu > 2 jest réwna 0 i kozystajac z tej
wlasnosci pokazuje, ze istnienie generyczne kazdej nastepnikowej klasy
P-hierarhii i kazdej nastepnikowej klasy ultrafiltréw porzadkowych jest
rownowazne 0 = ¢. [R2, Proposition 5.5] (co rozszerza wynik Ketone-
na [18, Theorem E] moéwiacy, ze P-punkty istnieja generycznie wtedy i
tylko wtedy gdy 0 = ¢)

Praca R3 Praca w czesci przegladowej opisuje mechanizmy wykorzystywane w
pracy z kaskadami. W czesci badawczej odpowiada nie pytanie S. Garcii-
Ferreiry 1 C. Uzcateui’ego [13, Question 3.3] dotyczace filtrow podcia-
gowych i daje dalszy opis ich wtasnosci.

Za [13] definiujemy stopieri podciggowy filtrow podciagowych.

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna i niech A C X. Polézmy
A% = A i dla kazdej liczby porzadkowej 6 definiujemy A° = {z € X :
AZn)ncw S A¥, (zn) = 2} jesli 6 = p+11 A® = [J, , A" jesli 6
jest liczba graniczng. Wiadomo, ze prrestrzen X jest ciagowa wtedy
i tylko wtedy gdy istnieje takie § < w; ze A’ = clxA (gdzie cl xA
oznacza domkniecie A w X) dla wszystkich A C X. Najmniejsza liczba
0 z ta wlasnoscia jest nazywana rzedem ciggowym przestrzeni ciagowej
X 1 jest oznaczana o(X). Dla przestrzeni ciagowej X i dla z € X,
definiujemy

o(z, X) =min{f <w; : VA€ P(X)(z €clxA =z € A%)}.

Niech F bedzie filtrem na w. Zdefiniujmy przestrzen &(F) jak nastepuje:
E(F) =wU{F}, gdzie w jest zbiorem dyskretnych a otoczenia punktu
F maja posta¢ {F} U F, dla F € F. Jedli S jest przestrzenia ciagows
zawierajacg &(F), wtedy rzad ciggowy F wewnatrz przestrzeni S jest
liczbg porzadkows

o(F,S) = min{0 < w; : VA#F(F € A%)},

gdzie iteracja A® jest brana wewnatrz przestrzeni S. Podciggowy rzqd
podciagowego filtra F jest liczba porzadkowsa
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o(F) =min {o(F,S) : S jest przestrzenig ciggowa, taks, ze
§(F) € S}

W swej pracy [13] Garcia-Ferreira i Uzcateui dowodza

Twierdzenie 3.0.1 ([13, Theorem 3.2]). Niech (An)n<. bedzie party-
cjg w na zbiory nieskoriczone. Niech F, bedzie podciggowym filtrem na
A, i niech F bedzie podciggowym filtrem na w. Wowczas o(Li #F,) <
min {sup {o(F,) :n >m} :m <w}+o(F).

i pytaja czy powyzszg nier6wnos¢ mozna zastapi¢ réwnoscia, formalnie:

Pytanie 3.0.2 ([13, Question 3.3]). Niech (Ap)n<w bedzie partycjg w
na nieskoniczone zbiory. Jesli F jest filtrem podciggowym na w 1 jesl
F, jest filtrem podciggowym na A,, czy jest prawdg, ze: o(LizF,) =
min {sup {o(F,) :n>m} :m<w}+o(F)?

Praca [R3] daje negatywna odpowiedz na to pytanie ([R3, Example 2.8,
2.9, 2.10] poza autoreferatem i [R3, Theorem 2.15] zamieszczone w au-
toreferacie). Co wiecej podaje precyzyjniejsze oszacowanie o(Li zF,,)
[R3, Theorem 2.6] i pokazuje, ze nawet ono nie jest doktadne ( [R3,
Examples 2.8, 2.9] poza autoreferatem i [R3, Theorem 2.15] zamiesz-
czone w autoreferacie.)

Definicja 3.0.3. Niech (An)n<w bedzie partycig w na nieskoriczone
zbiory. Niech F,, bedzie podciggowym filtrem na A, i niech F bedzie pod-
ciggowym filtrem na w. Wtedy o((F,)modF) definiujemy jako
min {sup {c(F,) :n € F}: F € F}.

Twierdzenie 3.0.4 (R3, Theorem 2.6). Niech (A,)n<. bedzie party-
cja w na nieskoriczone zbiory. Niech F, bedzie podciggowym filtrem na
A, 1 niech F bedzie podciggowym filtrem na w. Wowczas o(Li zF,) <
o((Fn)mod F) + o(F)

Przedstawiam tez twierdzenie pokazujgce jak bardzo o(Li F,,) jest nie-
zalezne od o((F,mod F) i od o(F).

Twierdzenie 3.0.5 (R3, Theorem 2.15). Niech a, 8 bedq przeliczal-
nymi liczbami porzgdkowymi, niech §(a, B) = a + B jesli a jest na-
stepnikowe, 6(a, f) = a + (=1 + B) jesli a jest graniczne, niech v €
{min {a+1,1+8},...,0(a, B)}. Wtedy istnieje dyskretny cigg (Fn)n<w
filtréw podciggowych i filtr podciggowy F taki, ze o(1LizF,) = v gdzie
o((Fp)mod F) = a i o(F) = B.
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Praca R4 to kolejna z prac poswieconych P-hierarchii. Przypomnijmy: niech (a,)
bedzie SciSle rosngcym, nieskoriczonym ciggiem liczb naturalnych, zbiér
{a, : n < w} jest thin jesli lim ,,_, a:”1 = 0, ogdt thin podzbioréw w po
dodaniu zbioréw skonczonych, stanowi thin ideat oznaczany 7. W jego
kontekscie, w rozumieniu Baumgartnera, méwimy o thin ultrafiltrach.

W pracy [R4] pokazano, ze

— (M A, _centr) Dla kazdego przeliczalnego v w klasie P, istnieje 7T -
ultrafiltr [R4, Theorem 5|;

— (CH) istnieje T -ultrafiltr w klasie P,, [R4, Proposition 6].

Praca R5 to praca z zakresu dydaktyki i popularyzacji nauki. W mozliwie przy-
stepny sposéb opisujemy rozpoczynajacemu przygode z matematyka
Czytelnikowi jak patrzeé¢ na nieskoncznosé w rozumieniu analizy i teo-
rii mnogosci.

Praca R6 to podrecznik ze wstepu do matematyki z zakresem poszerzonym o
aksjomatyke ZFC, indukcje i rekursje pozaskoriczong i z duzym naci-
skiem na Lemat Kuratowskiego-Zorna. Ideg pracy byto pokazanie roli
teorii mnogosci w dowodach twierdzeni z mozliwie szerokiego zakresu
matematyki i przygotowanie Czytelnika do samodzielnej pracy z wyko-
rzystaniem aparatu teorii mnogosci. Wyklad nasz bogato ilustrujemy
wiec dowodami z zakresu analizy, algebry, teorii liczb, topologii, teorii
grafow, kombinatoryki czy samej teorii mnogo$ci w ktérych zwraca-
my szczegblng uwage na wykorzystanie aksjomatéw czy innych narze-
dzi teoriomnogisciowych. Znalazto sie w nim tez prawdopodobnie nowe
twierdzenie [R6, Twierdzenie 7.20] o kolorowaniu graféw.

Praca R7 oprocz ultrafiltrow porzadkowych i P-hierarchii w literaturze wystepuje
trzecia hierarcha ultrafiltréow na w - Level ultrafiltry zdefiniowane przez
Baumgartnera z uzyciem wlasnosci topologicznych w pracy [1].

W pracy [R7] pokazano, ze wsztystkie te hierarchie, mimo, ze oryginal-
nie definiowane przez porzadek, wlasnosci kombinatoryczne i wlasnosci
topologiczne, sa charakterywalne w jezyku Level ultrafiltrow rozwa-
zanych dla odpowiednich przestrzeni topologicznych i rodzin funkcji.
Zdefiniowano standardowq rodzine przestrzeni topologicznych i finkeji
na nich okreslonych dla ktérej (1) wspomniane powyzej hierarche sa
definiowalne przez elementy tej rodziny (2) wszystkie hierarchie defi-
niowane przez elmenty tej rodziny podzielaja wszystkie gtéwne wspélne
wlasnosci 3 wyzej wymienionych hierarchii.
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4 Patent

Pozostala czes¢ moich zainteresowan zwiazana jest
ze wspinaniem, w tym zakresie popelnilem patent Pat.
214597 Starosolski Andrzej, 2009 Petla typu daisy chain

Petla typu daisy-chain jest chetnie stosowana w opera-
cjach stanowiskowych, zjazdach i przy wspinaniu technika
sztucznych ulatwieri (hakéowka). Petla jest zwykle dowia-
zana jednym koricem do uprzezy. Typowy sposéb jej uzy-
cia to pierwsze wpiecie do punktu asekuracyjnego na pel-
ng dlugosé (tam na state nosi sie¢ karabinek) a nastepnie
"skrécenie" na wygodna dlugosé przez powtérne wpiecie
petli (jednego z jej uszek) w ten sam karabinek.

Problem, ktéry niestety doprowadzit juz do kilku wy-
padkéw Smiertelnych, polega na tym, ze wpinajac po raz
drugi ten sam karabinek w petle mozna doprowadzié do sy-
tuacji gdy karabinek de facto jest zabezpieczony wylacznie
slabymi szwami tworzacymi "uszka" petli daisy-chain, a
nie samg petla (w tym rozumieniu, ze przy obciazeniu ka-
rabinek moze wypasé z petli rozrywajac jej strukture, tak
ze ani tasma ani gléwny szew, tworzacy z niej zamknieta
petle, nie zostang zerwane) a kontrola tego, jak sie wpina
w sytuacji duzej iloSci sprzetu na stanowisku jak i nie-
wygodnego stanowiska jest trudna. Proponowanie przeze
mnie rozwigzanie niweluje problem ryzyka niewlasciwego
wpiecia pozostawiajgc inng wazng ceche petli, mianowicie
ciaggle moze ona byé¢ wykorzystana jako pochlaniacz ener-
gii odpadniecia, co zwigzane jest z rozrywaniem stabych
szwoéw tworzacych uszka petli, pozwala wiec w ten sposéb
chronié¢ staby przelot lub stanowisko.

Fig.1  Fig 2 Hig. 5

Na schematycznych rysunkach: Fig.1 - klasyczna petla daisy-chain, Fig. 2 -
petla wg. patentu, Fig. 3 - "A-szew" - kluczowy element rozwigzania.
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